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 چكیده
ما به صورت تحليلی در اين مقاله  .  استهای نورونی به دليل محدوديت در سرعت انتقال اطلاعات وابسته به تأخير زمانی  پويايی بسياری از نوسانگرهای زيستی و شبکه
دوم، با افزايش  در مدل کوراموتوی مرتبههند که دنتايج نشان میايم. دوم پرداخته برای مدل کوراموتوی مرتبه شدهجفتبه بررسی اثر تأخير زمانی برای دو نوسانگر 

اول، در بعضی از  همچنين بر خلاف مدل کوراموتوی مرتبه يابد.اول به شدت کاهش می های پايدار قفل فاز نسبت به مدل کوراموتوی مرتبهميزان لختی تعداد جواب

در   شود.های قفل فاز به هيچ عنوان ديده نمیهايی از تأخير زمانی جوابيش ميزان لختی، در ناحيهشود. با افزاهای غير قفل فاز نيز مشاهده میتأخيرهای زمانی، جواب
     .     شودهای چندپايداری، بر خلاف زمانی که تأخير زمانی نداشته باشيم، مشاهده میاين مدل جواب
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Abstract 
 

The dynamics of many biological oscillators and neural networks are dependent on time-delay due to the 

limitation in the speed of information transmission.  In this paper, we have analyzed the effect of time-delay for 

two coupled oscillators for the second-order Kuramoto model. The results show that, in the second-order 

Kuramoto model, by increasing the inertia, the number of stable phase-locking solutions decreases drastically 

compared to the first-order Kuramoto model. Also, unlike the first-order Kuramoto model, in some time-delays, 

non-phase-locked solutions are observed. By increasing the amount of inertia, phase-locked solutions are not 

seen at all in some areas of time-delay. Unlike when there is no time-delay, in this model multi-stability is also 

observed. 
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   مقدمه
تاثير متقابل اجزائ يك سيستم ديناميکی بر روی يکديگر       

زمان دو يا چند رويداد منجر شود که به آن به رخ دادن هم تواندمی

ی اجزائ سيستم با همگامی همه .شودی همگامی گفته می پديده

ی همگامی در بسياری سازد. پديدهيکديگر يك سيستم واحد را می

علوم اجتماعی مشاهده   و  های علم مانند اکولوژی، بيولوژیاز شاخه

های مغز، شده است. به عنوان مثال اين پديده در ليزر، فعاليت نورون

ساز قلب ديده ضربانهای تاب و سلولهای شب رفتار جمعی کرم

 . ]1[شود می

به دليل اهميت اين پديده در طبيعت  ی ديناميك همگامیمطالعه

مورد توجه بسياری از دانشمندان قرار گرفته است. مدل کوراموتو 

ی همگامی ها برای بررسی پديدهترين مدلنيز به عنوان يکی از ساده



ی يان کنندههای پيچيده معرفی شده است که اين مدل بدر شبکه

 .]2[ است در يك سيستم  شدهجفت تحول فازی نوسانگرهای 
ی مرتبه اول، همانند ها در مدل کوراموتو به دليل وجود بعضی نقص 

سرعت بالای رسيدن به همگامی جزئی نسبت به مشاهدات تجربی، 

دانشمندان مدل کوراموتوی مرتبه دوم را پيشنهاد دادند که اولين بار 

در اين  .]3[ ه است های بيولوژيکی مورد مطالعه قرار گرفتزمينهدر 

شود مدل اينرسی يا لختی به مدل کوراموتوی مرتبه اول اضافه می

با در واقع شود. که باعث تکامل هر دوی فاز و فرکانس در زمان می 

 شود.اضافه شدن لختی، سرعت همگامی کند می

همکنش بين نوسانگرها به دليل برتأخير زمانی به صورت طبيعی در 

تواند بر که می محدوديت در سرعت انتقال اطلاعات وجود دارد

. علاوه بر تأخير زمانی عوامل متفاوت ]4[روی همگامی تأثير بگذارد  

 نوفه تصادفی،  ]5[ديگری همانند تابع توزيع فرکانس، ساختار شبکه  

تأخير زمانی . هستندثير گذار أدر ديناميك شبکه ت، ناکامیو پارامتر 

های طبيعی وجود دارد. های عصبی، ليزر و بسياری از پديدهدر شبکه

بنابراين مطالعه اثر اين مولفه بر روی همگامی مورد توجه بسياری 

از دانشمندان قرار گرفته است. ما نيز در اين مقاله به صورت تحليلی 

راموتوی ، اثر تأخير زمانی در مدل کو شدهجفت برای دو نوسانگر 

دهيم که با اضافه شدن تأخير کنيم و نشان میدوم را بررسی می  مرتبه

شوند. اما زمانی که قفل فاز پديدار میپايداری  های چندزمانی جواب

تأخير زمانی وجود نداشته باشد، تنها يك جواب قفل فاز وجود دارد. 

 هایدهيم که با افزايش ضريب لختی، تعداد جوابهمچنين نشان می

مدل کوراموتوی   دامه ما ابتدايابد. در اپايدار قفل فاز شده کاهش می

های قفل فاز را برای دو کنيم و سپس جوابدوم را معرفی می  مرتبه

به صورت تحليلی  ،تأخير زمانی ، در حضورشدهجفت نوسانگر 

آوريم. در ادامه با بررسی نمای لياپانوف، پايداری می دست به

گيری ارائه کنيم. در قسمت پايانی نيز نتيجهمیها را بررسی جواب

 شود.می

 

 روش 
دوم همراه  ، مدل کوراموتوی مرتبهشدهجفت برای دو نوسانگر      

 :]6[شود با تأخير زمانی به صورت زير بيان می

(1)                 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 2sin ,m t t K t t     + = − − −                                                                                                                                                                                 

(2         )                    ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 1sinm t t K t t     + = − − −                                                                                                                                                                                 

قدرت  K ،هافرکانس ذاتی نوسانگر i ،هافاز نوسانگر i که

توان . میاست ضريب لختی    m  ضريب ميرايی و    شدگی،جفت 

های ( را در معکوس يکی از ضريب 2( و )1ی )طرفين دو معادله

مشترک دو معادله ضرب کرد و آن را از بين برد. اين کار مشابه 

است. در نتيجه ما در ادامه ضريب   1گذاشتن يکی از ضرايب برابر با  

 ايم.در نظر گرفته 1ميرايی را برابر با 

های قفل فاز زمانی که دو نوسانگر به حالت برای پيدا کردن جواب

 دو نوسانگربين      کنيم اختلاف فاز ثابت رسند، فرض میايستا می

باشد. بنابراين در حالت ايستا فاز نوسانگرها به صورت   وجود داشته

 ،]7[ زير خواهد بود

(3      )                                                      ( ) ( )1,2 .
2

t t


 =                                                                                                                                                                                    

1 ( و انتخاب2( و )1( در معادلات )3ی )با قرار دادن معادله  = 

  ،به شرط زير خواهيم رسيد

(4               )           ( ) ( )( ) 1 2cos .
2 sin

t t const
K

 
  



−
− − = =                                                                                                                                                                                  

)در نتيجه برای برقراری شرط بالا، مجبور به انتخاب  )t t = 

. با است فرکانس نهايی نوسانگرها در حالت قفل فاز   که هستيم

( و 1ها در معادلات )مشخص شدن فاز نوسانگرها و قرار دادن آن 

 :رسيممیی زير ( به دو معادله2)
(5           )                                         ( )2 sin cos ,K   =                                                                                                                                                                                   

(6           )                                        ( )sin cosK   = −                                                                                                                                                                                   

1 که 2   = 1 و − 2

2

 


+
و  با پيدا کردن .است  =

  آيند. با استفاده از دو معادله جديد می  دست بههای قفل فاز  جواب

آيد که می دست بهاز اين دو رابطه، دو تابع   و حذف کردن

 ،های قفل فاز هستندجواب  برحسب های اين توابع ريشه

(7 )          ( ) ( ) ( )
2

2tan cos ,
2

f K
K


  −

 
 = −−   − 

 

                                                                                                                                                                                   

(8)           ( ) ( ) ( )
2

2tan cos .
2

f K
K


  +

 
 = −+   − 

 

                                                                                                                                                                                  

( به صورت 5) اختلاف فاز بين نوسانگرها نيز با استفاده از معادله

 ،شودزير تعريف می



(9 )                            
( )

( )arcsin  if cos 0 
2

arcsin  otherwise
2

f

K

K








− 

  
  

  
= 

  −    

                                                                                                                                                                                  

(10  )                             
( )

( )arcsin  if cos 0 
2

arcsin  otherwise
2

f

K

K


 


+ 

  
−   

  
= 

 
   

           

از نمای لياپانوف استفاده  هاسپس برای بررسی پايداری جواب

از فازهای نوسانگرها يك اختلال  هر کدامکنيم. در ابتدا به می

te کوچك متناسب با  به  ی جديدهابه عبارتی فاز کنيم.وارد می

( )1
2

tt t ae 
 =  + )و + )2

2

tt t be 
 =  − تغيير  +

سازی و جايگذاری فازهای جديد با استفاده از خطی کنند.پيدا می 

( بايد برابر با صفر bو  a، دترمينان ضرايب )(2( و )1در معادلات )

 . ]8[ آيدمی دست به  شود که مقدار

( ) ( )
( ) ( )

2

2

cos cos
det

cos cos

m K Ke

Ke m K





     

     

−

−

 + +  + −  +
=  −  − + +  − 

(11    )                                                                                   0                                                                                                                                                                    

 آمده پايدار و در غير اين  دست بهعددی منفی باشد، جواب    اگر

 .است دار صورت ناپاي

های جوابتوان نتيجه گرفت که  می(  11( تا )7)  با توجه به معادلات

0m) مدل کوراموتوی مرتبه اول قفل فاز برای مدل  ( و=

0m) کوراموتوی مرتبه دوم  و هستند  برابر( با يکديگر کاملا

 ها تأثيرگذار است.تنها در پايداری جواب m ميزان لختی

 

  نتایج

( ما 8( و )7ی معادلات )هاجوابآوردن  دست بهبرای      

1 های ذاتی نوسانگرها را به صورتفرکانس 2 1 = و مقدار   =

1K شدگی راقدرت جفت  زمانی که مقدار  گرفتيم.در نظر  =

0Kشدگی عددی مثبت باشد )قدرت جفت  ی (، همه

) ایهجواب )f +  ی مقادير( برای همه11ی )با توجه به رابطه

0m   هایشوند. بنابراين در ادامه فقط جوابناپايدار می

( )f −   اند.بررسی شده 

( را برای مدل کوراموتوی 7ی )های معادلهدر ابتدا ما پايداری جواب

0m)مرتبه اول   ( بررسی کرديم. 11ی )با استفاده از معادله (=

 
 شدهجفتبرای دو نوسانگر   برحسب  های پايدارنمودار جواب: 1شکل 

1  های ذاتیبا فرکانس
1 2

 = 1K  شدگیو قدرت جفت  = مدل (  آ)در    =

0mاول ) کوراموتوی مرتبه دوم با ضريب  مدل کوراموتوی مرتبه( ب، )(=

1m لختی 10m دوم با ضريب لختی مدل کوراموتوی مرتبه (جو ) = =. 
 

دهد. را نشان می    برحسب     های پايدارنمودار جواب  آ1شکل  

اند. با توجه ( پايدار شده 7ی )معادله هایدر اين حالت تمام جواب

در ابتدا تنها يك جواب پايدار  آ1دست آمده در شکل به نمودار به

برای قفل فاز شدن نوسانگرها وجود دارد. اما با افزايش مقدار تأخير 

0.79 زمانی برای  ی پايدار بيش از يك مقدار  هاتعداد جواب



0شوند. در صورتی که اگر تأخير زمانی نداشته باشيم ) می (، با =

 وجود دارد. = ( تنها يك جواب7ی )توجه به معادله

دوم انجام  های خود را برای مدل کوراموتوی مرتبهدر ادامه بررسی

 آ1های شکل ها دقيقا همان جواباين حالت نيز جوابداديم. در 

ها با توجه به ضريب لختی تغيير است، با اين تفاوت که پايداری آن

برحسب    های پايدارنمودار جواب  ج1و    ب1  هایکند. شکلمی

 1 را به ترتيب برایm 10m و =  دهند.نشان می =

با اضافه شدن ج  1ب و  1های  با توجه به نمودارهای موجود در شکل

های پايدار قفل فاز به شدت ، تعداد جوابمدل کوراموتو لختی به 

های کند و هرچه ضريب لختی بزرگتر باشد، جوابکاهش پيدا می

اول،   خلاف مدل کوراموتوی مرتبهشوند. همچنين بر  تر میپايدار کم

10m برای در بعضی از نواحی ، به هيچ عنوان جواب پايدار =

تعداد قفل فازی وجود ندارد، اما همچنان در ناحيه کوچکی 

شوند. اين ناحيه نسبت به های پايدار بيش از يك مقدار میجواب

  است.اول بسيار کوچکتر  مدل کوراموتوی مرتبه

 
های ذاتیبا فرکانس شدهجفتدو نوسانگر فرکانس فضای فاز نمودار : 2شکل 

1
1 2

 = 1K شدگیقدرت جفت، = 2 و تأخير زمانی = در مدل  =

1m دوم با ضريب لختی کوراموتوی مرتبه =. 
 

دوم با افزايش ميزان تأخير زمانی علاوه  در مدل کوراموتوی مرتبه

های نوسانی هم ديده بر داشتن جواب قفل فاز پايدار، جواب

فضای   2رسند. به عنوان مثال در شکل شوند که به قفل فاز نمیمی

1m برای فاز فرکانس دو نوسانگر را 2 و = دهد. نشان می =

در اين ناحيه جواب قفل فاز  ب1در صورتی که با توجه به شکل 

   هم قابل مشاهده است.

 

  گیرینتیجه
تأخير زمانی به علت وجود محدوديت در انتقال اطلاعات در      

ی اثر اين پديده بر بنابراين مطالعههای طبيعی وجود دارد.  اکثر پديده

ها برای دانشمندان بسيار مورد توجه قرار گرفته ی شبکهيروی پويا

ما در اين مقاله به بررسی اثر تأخير زمانی در مدل کوراموتوی است.  

ايم. با توجه به پرداخته شدهجفت رای دو نوسانگر دوم ب مرتبه

با اضافه شدن لختی به مدل   1 آمده و شکل دست بهمعادلات 

های پايدار قفل فاز به شدت اول، تعداد جواب کوراموتوی مرتبه

اول  کنند. همچنين بر خلاف مدل کوراموتوی مرتبهکاهش پيدا می

شوند. از نيز مشاهده میهای غير قفل فدر بسياری از نواحی جواب

همچنان اول و دوم،  همچنين در هر دو مدل کوراموتوی مرتبه

های پايدار بيش از يك مقدار هايی وجود دارند که تعداد جوابناحيه

با قرينه کردن قدرت ( 11( تا )7) است. با توجه به معادلات

با  نهايی های قبلی برای فرکانسشدگی دقيقا همان جوابجفت 

  آيد. اما اختلاف فاز بين نوسانگرهامی دست بهپايداری يکسان 

شدگی کند. اين بدان معنی است که با قدرت جفت راديان تغيير می

های همگام نيز توانيم جوابمنفی در صورت وجود تأخير زمانی، می

 مشاهده کنيم.
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