
بنه-کوشی قضیههای دترمینانی و اتحاد  
 

 

 

مفهوم دترمینان یکی از مفاهیم اساسی در ریاضیات است که  چکیده:

های مختلف ریاضیات و سایر علوم پایه کاربردهای فراوانی در شاخه

نیتز، کرامر، دانان بزرگی مانند لایبدارد. از نظرتاریخی، ریاضی

، بنه، کوشی و سیلوستر سهم هایی در توسعه لاپلاس، لاگرانژ، گاوس

ها داشته اند. در این جلسه، پس از یادآوری تعریف نظریه دترمینان

های آن و ارتباط آن با نظریه دترمینان با مروری بر برخی از ویژگی

بنه مورد بحث -به ویژه دستور کوشی« اتحاد دترمینانی»ها، چند ماتریس

بنه برای محاسبه تعداد -از دستور کوشی گیرد. سپس، کاربردیقرار می

شود های فراگیر یک گراف همبند بیان می شود. به ویژه، نتیجه میدرخت

 . pp-2راسی برابر است با  pهای فراگیر یک گراف کامل تعداد درخت

 بخش قابل توجهی از مطالب مقدماتی خواهد بود.

 



 شناسیمرا می ۲در  ۲دترمینان  دترمینان:یادآوری 

 

 

|
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

| = ad – bc 

 

رسدکمی غیر طبیعی به نظر می ۳در  ۳دترمینان   

 

 

det [

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

] = aei + bfg + cdh – ceg – afh – bdi 

 

درایه های  هایضربحاصلجمع برابر است با  که مثلاً با قاعده ساروس

درایه های های ضربحاصلو قطرهای چپ به راست با علامت مثبت، 

 راست به چپ با علامت منفی: قطرهای

[

𝑎 𝑏     𝑐     𝑎 𝑏
𝑑 𝑒     𝑓     𝑑 𝑒
𝑔 ℎ     𝑖     𝑔 ℎ

] 

 

آید که پرمننت دست میاگر همه علامت ها را مثبت بگیریم مفهومی به

(permanent) .نام دارد ولی اهمیت چندانی ندارد 

 



است مثل  در واقع مفهوم دترمینان یک مفهوم کلیدی طبیعی در ریاضیات

.سیمفهوم مساحت یک شکل هند  

 

دو مجهولی  خطی در دستگاه دو معادلهمثلاً   

 

{
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑢
𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 = 𝑣

 

 

𝑥 =
𝑢𝑑 −  𝑣𝑏

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
=  

|
𝑢 𝑏
𝑣 𝑑

|

|
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

|
 

 

𝑦 =
𝑏𝑣 −  𝑑𝑢

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
=  

|
𝑏 𝑢
𝑑 𝑣

|

|
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

|
 

 

 دستگاه بالا یک و تنها یک جواب دارد اگر و تنها اگر 
 

|
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

|  ≠ 0 

 

و  سه مجهولی هم برقرار است خطی این ویژگی برای دستگاه سه معادله

.حتی در حالت کلی  

 

های مختلفی وجود دارد مانند روش روش nدر   nبرای تعریف دترمینان

 نیتز، روش گاوس، روش لاپلاس، ...لایب



 ماتریس استفاده کنیم.مفهوم روش لاپلاس بهتر است از  بیان برای

 

از ستونی  nسطری و  m ی استجدول nدر  m ماتریس: یک تعریف

 اعداد حقیقی

 

 

 

        a11   a12          a1n 

       a21   a22          a2n 

)ija= (≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛) 1 ,ij= (a    A=   ………………. 

 

       am1  am2          amn 

 

 

 گویند.را یک ماتریس مربع  m=n ،Aبرای 

 

 

 

 

 

 

 

 



را به  ijA= (a( مانند nدر  n دترمینان یک ماتریس مربع  :روش لاپلاس

 صورت استقرایی تعیین می کند:

 ام( i)بسط دترمینان نسبت به سطر 

det(A) = ∑ (−1)𝑛
𝑗=1

i+j aij Mij 

 ام( jو یا )بسط دترمینان نسبت به ستون 

det(A) = ∑ (−1)𝑛
𝑖=1

i+j aij Mij 

ام  jام و ستون  iاست که از حذف سطر  دترمینان ماتریسی ijMکه در آن 

 آید.دست میبه Aماتریس 

 

 مثلاً 

det [

𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑓
𝑔 ℎ 𝑖

] = a |
𝑒 𝑓
ℎ 𝑖

| − b |
𝑑 𝑓
𝑔 𝑖

| + c |
𝑑 𝑒
𝑔 ℎ

| 

 

 

 



 :های مشخصه دترمینانویژگی

 

  nدر  nبرای ماتریس همانی  حفظ همانی:.۱

 

 det(In) = det [
1 … … 0 … 0
0 … 1 0
0 … … 0 … 1

] = 1 

، برای دهیمنمایش  jCرا با  A ام ماتریس jاگر ستون چند خطی بودن: .۲

 داریم: Dو  Cهای ستونی و ماتریس rهر عدد حقیقی 

det [C1    Cj-1  Cj= rC+D  Cj+1    Cn] =  

r. det [C1    Cj-1  C  Cj+1    Cn]+ det [C1    Cj-1  D  Cj+1    Cn] 

 

 مساوی باشند آنگاه  Aاگر دو ستون ماتریس  ویژگی تناوب:.۳

det(A) = 0. 

 

کنند و سایر این سه ویژگی مقدار دترمینان را به طور یکتا مشخص می

 شود:ها از آنها نتیجه میویژگی



  جایی دو ستون دترمینان مقدار آن تغییر علامت می دهد.جابهبا 

  برای عددحقیقیr،  اضافه کردن باr  برابر ستونk یک دترمینان ام 

 کند.تغییر نمی دترمینانآن، مقدار  ام jبه ستون 

 ها برای سطرها هم برقرار است.مشابه این ویژگی 

 

 کار برد اولیه دترمینان در دستگاه معادله های خطی است.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 مجهولی  nمعادله خطی  nدستگاه  که: شرط لازم و کافی برای آنقضیه

 

1= b nx1n+…+a2x12a +1x11a 

2= b nx2n+…+a2x22a +1x21a 

. 

. 

. 

n= b nxnn+   +a2xn2a +1xn1a 

 

 ijA=(a(آن  ضرایبماتریس دارای جواب یکتا باشد این است که دترمینان 

 ixصفر بودن دترمینان ماتریس ضرایب جواب در صورت نا صفر باشد.نا

 آید.دست میمثل حالت دستگاه دو معادله خطی دو مجهولی به

مجهولی  nمعادله خطی  nکه دستگاه آنشرط لازم و کافی برای  علاوه،به

( دارای جواب ناصفر باشد این 0nb…= =2b=  1b =همگن )یعنی با 

 صفر باشد. ijA=(a(آن  ماتریس ضرایباست که دترمینان 

 

دارد. برای بیان برخی از آنها،  دیگری های فراوانمفهوم دترمینان کاربرد

 ها نیاز داریم.به جمع و ضرب ماتریس

 



 

 جمع و ضرب ماتریس ها:

  ijB=(b(و  a)=ijA(مانند  nدر  mبرای دو ماتریس 

)ij+ b ijA+B = (a 

باشد  mدر  nیک ماتریس  ijB=(b(و  nدر  mیک ماتریس  a)=ijA(اگر 

A.B  یک ماتریسm  درm است که 

kjbika∑  𝑛
𝑘=1=  ijc       ), ijA.B = (c 

 . A.B ≠ B.Aهای مربع در  حالت کلی حتی در مورد ماتریس

 

قش مهمی در نتشکیل یک حلقه می دهند که  ی مربعهامجموعه ماتریس

 .آرتین-مثل قضیه ودربرن و قضیه ودربرن ها داردنظریه حلقه

 

 

 

 



 چند اتحاد دترمینانی:

 دو ماتریس مربع باشند  Bو  Aاگر  – ۱

det (A.B) = det (B.A) = det (A). det (B) 

 mIو  mدر  nماتریس  n  ،Bدر  mماتریس  A: اگر قضیه سیلوستر – ۲

 باشند nدر  nو  mدر  m ماتریس های همانیبه ترتیب  nIو 

det (Im + A.B) = det (In + B.A) 

 : !برهان

det [
I −B
A I

]. [
I B
0 I

]= det[
I 0
A AB + I

] = det (Im + A.B) 

 از طرف دیگر

det [
I −B
A I

]. [
I B
0 I

]= det [
I B
0 I

]. [
I −B
A I

]=  

= det [
I + BA 0

A I
]= det (In + B.A) 



یک  T: فرض کنید  (2002,--) تونیا س طرس ای درجایگشت درایه– ۳

,1} جایگشت 2, … ,𝑛} دو سویی از  یاست یعنی یک نگاشت

{1, 2, … ,𝑛}  1}در, 2, … ,𝑛}طری. برای ماتریس س  

L = [x1   x2 … xn] 

 دهیمقرار می

T ( L) = [xT(1)   xT(2) … xT(n)] 

,1}های تعداد عضو 2, … ,𝑛}  که تحتT  مانند را با میثابتfix(T) 

 دهیم.نمایش می

با  Mماتریس حاصل از  iMباشد و  Mام ماتریس  iسطر  iLاگر 

 ها( باشد آنگاه)بدون تغییر سایر سطر iT(L(با  Mام  iجایگزینی سطر 

det(M1) + det(M2) + …+ det(Mn) = fix(T).det(M) 

 . باشد آنگاه جمع بالا صفر است fix(T)=0به ویژه، اگر 

 برقرار است.نیز ها مشابه اتحاد بالا برای سطر ها به جای ستون

 



]=Mمثال: 
3 5 7
4 2 1
6 8 9

]  ،T=(1 2 3)  داریم ،fix(T)=0 پس  

det[
5 7 3
4 2 1
6 8 9

] + det[
3 5 7
2 1 4
6 8 9

] + det[
3 5 7
4 2 1
8 9 6

] = 0. 

 

تعمیم دستور بنه که -قضیه کوشی – ۳  

det (A.B) = det (A). det (B) 

 است. 

 یک حالت ساده:

A = [
𝑎1 𝑎2 𝑎3

   
𝑏1 𝑏2 𝑏3

],           B = [
𝑐1  𝑑1
𝑐2  𝑑2
𝑐3  𝑑3

] 

  

det (A.B) = |
𝑎1 𝑎2
𝑏1 𝑏2

| . |
𝑐1 𝑑1
𝑐2 𝑑2

| + |
𝑎1 𝑎3
𝑏1 𝑏3

| . |
𝑐1 𝑑1
𝑐3 𝑑3

| +

 |
𝑎2 𝑎3
𝑏2 𝑏3

| . |
𝑐2 𝑑2
𝑐3 𝑑3

|  



یک ماتریس  Bو  nدر  mیک ماتریس  Aفرض کنید  بنه:-قضیه کوشی

n  درm  است 

  اگرm > n  آنگاهdet(AB) = 0 

  اگرm ≤ n آنگاه 

det (AB) = ∑ det(A[S]) . det (B[S])𝑆  

,1,2}عضوی  mهمه زیر مجموعه های  S ،که در این مجموع … , 𝑛} 

با اندیس  Aهای دترمینان ماتریس حاصل از ستون 𝐴[𝑆]پیماید و را می

با اندیس در  Bد ترمینان ماتریس حاصل از سطرهای  𝐵[𝑆]است و  Sدر 

S. 

 

 

 

 

 



 بنه در نظریه گراف-کاربردی از قضیه کوشی

 

  هایهمجموع عبارت است از یال qراس و  pبا  Gگراف  یک:  تعریف

  }p, …, v2, v1v{  =V ها و از راس }q, …, e2, e1e{ = E هااز یال.  

 

                                                                        e1 

 

                                                     v1                                                v4 

  

                                                                                  e2 
 

5e                   4e              3e                                                   

 
                                                          v2                     e6                  v3 

 

 ۱شکل

deg (vi ) = vi درجه راس = vi تعداد یالها با راس  

 مثلاً در گراف بالا

deg (v1 ) = 5 

deg (v3 ) = 2 



 p-1گوییم هرگاه همبند باشد و  درختراس را یک  pبا  Gگراف  .تعریف

 تواند دور داشته باشد(نمی ،یال داشته باشد )به ویژه

  

 

 

 درخت               ختدر        درخت نیست           

درختی است با  Gفراگیر ، یک درخت  Gبرای گراف داده شده  تعریف:

 باشد. Gهای های آن متعلق به یالکه یال Gهای همان راس

 سه درخت فراگیر دارد.زیر Gگراف مثال: 

 

           G: 

 

 درخت فراگیر دارد: ۸گراف زیر 

 

 



یکی از سئوالات مهم در نظریه گراف تعیین تعداد درخت های فراگیر یک 

 دهند.نمایش می 𝜅 (G) است که آنرا با Gگراف داده شده 

راسی باشد )یعنی بین هر دو راس یک و فقط  pگراف  کامل  pKمثلاً اگر 

 یک یال وجود دارد(، آنگاه

𝜅(K1) = 1,     𝜅(K2) = 1,     𝜅(K3) = 3,     𝜅(K4) = 16,     

𝜅(K5) = 125 

 G بدون طوقههای یک گراف همبند تعداد درخت« درخت-ماتریس»قضیه 

 دهد.دست میرا برحسب یک دترمینان به

 

 ،G  ،)ijL(G) = (L ماتریس لاپلاسیراس،  pبا  Gبرای گراف  تعریف:

 چنین تعریف می شود:

 ijm-=  ijLباشد  ijmبرابر  jvو  ivها بین و تعداد یال j ≠ iاگر

)i= deg (v iiL 

 که ماتریسی متقارن است.



 : ۱شکل  G ماتریس لاپلاسی گراف مثال:

5 −2
−2    3

    
−1 −2
−1 0

 

−1   −1      
−2   0      

2 0
0   2

 

 

یک  G: فرض کنید  (Matrix-Tree Theorem) درخت-قضیه ماتریس

ماتریس لاپلاسی آن است. اگر  ijL(G)= (L(گراف همبند بدون طوقه و 

0L  ماتریس حاصل از حذف سطر آخر و ستون آخرL(G) باشد آنگاه 

𝜅(G) = det (L0) 

 

رود. البته کار میدرخت به-بنه در برهان قضیه ماتریس-قضیه کوشی

های دیگری هم وجود دارد.برهان  

 

 



 برابر است با ۱شکل  Gتعداد درخت های فراگیر ماتریس  :۱ مثال

 

det [
5 −2 −1

−2 3 −1
−1 −1 2

]= 10 

 

 برابر است با 5Kتعداد درخت های فراگیر ماتریس کامل  :۲مثال 

 

4 1
1 4

     1 1
     1 1

 

1 1     
1 1     

4 1
1 4

 

 .۱۲۵که برابر است با 

 داریم pKراسی  pبه طور کلی برای گراف کامل 

𝜅(Kp) = pp-2 

 



نیاز  ترپیشرفتههای ترکیبیاتی بیشتر یا روش یکه برهان آن به جبر خط

 دارد.
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 با تشکر 




