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APPLICATION OF MATRICES IN BASIC SCIENCES 
AND TOMOGRAPHY



Gale-Ryser’s Theorem

Consider a matrix  𝑨𝒎×𝒏 with integer elements. We denote the 

sum of the i-th row by  𝒓𝒊 and the sum of the k-th column by  𝒔𝒌. 

The vector 𝑹 = (𝒓𝟏, 𝒓𝟐, . . . , 𝒓𝒎)  is called row sum vector, and the 

vector 𝑺 = (𝒔𝟏, 𝒔𝟐, . . . , 𝒔𝒏) is called column sum vector. If 𝝉 is the 

sum of all members in 𝑨, it is clear that

𝜏 = σ𝑖=1
𝑚 𝑟𝑖 = σ𝑘=1

𝑛 𝑠𝑘 .



In 1957, Gale and Ryser each independently, discovered and 

proved the following theorem for 𝟎, 𝟏 −matrices. We state and 

prove a more general theorem in here that Gale-Ryser’s Theorem 

will be a special case 𝒄 = 𝟏  of this theorem.



Theorem

Let 𝑹 = (𝒓𝟏, 𝒓𝟐, . . . , 𝒓𝒎) and 𝑺 = (𝒔𝟏, 𝒔𝟐, . . . , 𝒔𝒏) be two vectors with non-

negative integer elements, and also let 𝒄 be a positive integer,  A necessary 

and sufficient condition for the existence of a matrix 𝑨 which has the row 

sum vectors 𝑹 and the column sum vectors 𝑺, respectively, and its entries 

are non-negative integers but not greater than 𝒄, is as following

i. 𝝉 = σ𝒊=𝟏
𝒎 𝒓𝒊 = σ𝒌=𝟏

𝒏 𝒔𝒌,

ii. For every pair of sets 𝑰 ⊆ 𝑴 = {𝟏, 𝟐, ⋯ , 𝒎} and 𝑲 ⊆ 𝑵 = {𝟏, 𝟐, ⋯ , 𝒏} 

                                        σ𝒊∈𝑰 𝒓𝒊 + σ𝒌∈𝑲 𝒔𝒌 ≤ 𝝉 + 𝒄 𝑰 𝑲 .



This theorem has a very wide applications in  x-ray (two-dimensional) 

tomography. See reference [1]

https://link.springer.com/book/10.1007/978-0-8176-4543-4

There is an introduction in [2]

 https://www.math.leidenuniv.nl/~tijdemanr/DiscTom.pdf

https://link.springer.com/book/10.1007/978-0-8176-4543-4
https://www.math.leidenuniv.nl/~tijdemanr/DiscTom.pdf


Question

An attempt to generalize the Gale-Ryser’s Theorem.

Gale-Ryser’s theorem may be generalized to higher dimensions.

For example, we consider a three-dimensional matrix 𝒎 × 𝒏 × 𝒑 . 

There are three vectors 𝑻, 𝑺, 𝑹 to represent the sum of the poles 

along the coordinate axes.

(x-poles) 𝑹 = 𝒓𝟏, 𝒓𝟐, . . . , 𝒓𝒏𝒑 , (y-poles) 𝑺 = 𝒔𝟏, 𝒔𝟐, . . . , 𝒔𝒎𝒑 , and (z-poles) 𝑻 = (𝒕𝟏, 𝒕𝟐, . . . , 𝒕𝒎𝒏).



It can be shown that the necessary condition to existence of a three-

dimensional matrix that has the vector sum of  x-poles 𝑹 ,  the vector 

sum of  y-poles 𝑺 , and the vector sum of z-poles 𝑻 , respectively, is 

that the Gale-Ryser’s Conditions are satisfied for each of the planes 

being cut in a peoper way.

Finding The necessary and sufficient conditions for this problem 

are still open.



Motivation to Generalization of Gale-Ryser Theorem

Various generalizations of the above theorem are given in the above book 

[1]. Of course, we haven't seen that "poles" idea yet. This question is 

within the understanding of undergraduate students and even high 

school students, for example, ninth grade and above. And it is a good 

motivation to draw their attention to unsolved problems in mathematics  

and it’s applications. My experiences of working with undergraduate 

students, and even high school students like Maryam Mirzakhani and 

Mohammad Mahdian, is an incentive to organize a workshop in this field.



Representation of Explanations about the 
Following

• Mojtaba Shakoori

• Research problem for “ teaching mathematics”: Methods of 
research

• Research on present status of Maryam Mirzakhani-
Mahmoodian’s Problem in graph theory, see [3]



Representation of Explanations about the 
Following

• Research on present status of problems in Mathematics of 

Sudoku, problems of Silver Matrices. proposed by Mohammad 

Mahdian and Mahmoodian see [3]

https://fa.ims.ir/2024/04/02/%D8%AE%D8%A8%D8%B1%D9%86%D8%A7%D9%85%D9%87-
%D8%A7%D9%86%D8%AC%D9%85%D9%86-

https://fa.ims.ir/2024/04/02/%D8%AE%D8%A8%D8%B1%D9%86%D8%A7%D9%85%D9%87-%D8%A7%D9%86%D8%AC%D9%85%D9%86-
https://fa.ims.ir/2024/04/02/%D8%AE%D8%A8%D8%B1%D9%86%D8%A7%D9%85%D9%87-%D8%A7%D9%86%D8%AC%D9%85%D9%86-


Research on present status of Maryam Mirzakhani-Mahmoodian’s Problem 
in graph theory, see [3]

Example of 3-cycle or triangle in 
decomposition of complete 3-partite 

graph

Example of 5-cycle in decomposition 
of complete 3-partite graph



Research on present status of problems in Mathematics of Sudoku, problems 
of Silver Matrices. proposed by Mohammad Mahdian and Mahmoodian see[3]

For example, Sudoku is also such a 
problem
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2 6

A 4 x 4 Silver matrix:
A

1                2 5 6

3 1 7 5

4 6 1 2

7 4 3 1
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وزه دبیرستان شریعتی یکی از قدیمی ترین مدارس استان زنجان هم اکنون به م
آموزش و پرورش تبدیل شده و مکان مناسبی برای مرور تاریخ آموزش و پرورش

در استان زنجان است











کاربرد ماتریس ها در علوم پایه و 
فیتوموگرا



رایزر-قضیه ی گیل

امُ-iفرض می کنیم حاصل جمع سطر . با درایه های صحیح را درنظر می گیریم 𝑨𝒎×𝒏یک ماتریس  

𝑹بردار . باشد 𝒔𝒌مساوی امُ-kو حاصل جمع ستون   𝒓𝒊مساوی   = (𝒓𝟏,𝒓𝟐,...,𝒓𝒎)  بردار را

𝑺و بردار حاصل جمع سطرها  = (𝒔𝟏,𝒔𝟐,...,𝒔𝒏)  بردار حاصل جمع ستون هارا

.می نامند

ت کهباشد در این صورت روشن اس 𝑨مجموع تمام اعضای 𝝉اگر 

𝜏 = σ𝑖=1
𝑚 𝑟𝑖 = σ𝑘=1

𝑛 𝑠𝑘.                                              



برایرازیرقضیه یمستقلبه طورهرکدامرایزروگیل,1957سالدر

رارکلی تقضیه ییکاینجادرما.نمودنداثباتوکشفیکوصفرماتریس های

𝒄خاصحالترایزر-گیلقضیه ی.می کنیماثباتوبیان = قضیهاین𝟏

.خواهدبود



قضیه

𝑹فرض کنید   = (𝒓𝟏,𝒓𝟐,...,𝒓𝒎) و𝑺 = (𝒔𝟏,𝒔𝟐,...,𝒔𝒏) دو بردار با مؤلفه های صحیح

در این صورت شرایط لازم و کافی برای. هم یک عدد صحیح و  مثبت باشد 𝒄غیرمنفی باشند  و 

، و بردار حاصل جمع 𝑹که به ترتیب دارای بردار حاصل جمع سطرها  𝑨  وجود یک ماتریس

نیستند، عبارت است از𝒄بوده و درایه هایش از اعداد صحیح نامنفی که بزرگ تر از 𝑺ستون ها  

1 )𝝉 = σ𝒊=𝟏
𝒎 𝒓𝒊 = σ𝒌=𝟏

𝒏 𝒔𝒌

𝑰هر جفت مجموعه ی برای ( 2 ⊆ 𝑴 = {𝟏,𝟐, ⋯  ,𝒎}   و𝑲 ⊆ 𝑵 = {𝟏,𝟐, ⋯  ,𝒏} داریم:

σ𝒊∈𝑰 𝒓𝒊 + σ𝒌∈𝑲 𝒔𝒌 ≤ 𝝉 + 𝒄 𝑰 𝑲 .



[1]رجوع کنید به کتاب . دارد( بعدی2-توموگرافی )ری -xاین قضیه کاربردهای بسیار وسیع در 

https://link.springer.com/book/10.1007/978-0-8176-4543-4

.است[2]ی در  یک مقدمه معرف

https://www.math.leidenuniv.nl/~tijdemanr/DiscTom.pdf

https://link.springer.com/book/10.1007/978-0-8176-4543-4
https://www.math.leidenuniv.nl/~tijdemanr/DiscTom.pdf


سؤال

.رایزر-گیلقضیه یتعمیمدرسعی

𝒎 )باماتریساگرمثالبه عنوان.دادتعمیمبالاتربعُدهایبرایرارایزر-گیلقضیه یمی توان

× 𝒏 × 𝒑 بردارسه حالتایندربگیریمدرنظرسه بعدیابعاد𝑹,𝑺,𝑻(میله هاحاصل جمع)

 کهبه طوریداشتخواهیممختصاتمحورهایدرامتدادرا

 𝑹 = 𝒓𝟏,𝒓𝟐,...,𝒓𝒏𝒑(x-هامیله)،    𝑺 = 𝒔𝟏,𝒔𝟐,...,𝒔𝒎𝒑(-yمیله ها)

𝑻و = 𝒕𝟏,𝒕𝟐, ⋯  ,𝒕𝒎𝒏(z-هامیله).



ببه ترتیکهسه بعدیماتریسیکوجودبرایلازمشرطکهدادنشانمی توان

و(𝐒)میله ها-yحاصل جمعبردار،(𝐑)میله ها-xحاصل جمعبرداردارای

بررایزر-گیلقضیه یشرایطکهاستآنباشد،(𝐓)میله ها-zحاصل جمعبردار

.باشدبرقرار-صفحات-تک تکروی

.استبازهنوزهسئلماینبرایکافیولازمشرایطکردنپیدا



ار"میله ها"ایدهآنالبته.استآمدهفوقکتابدرفوققضیهازمختلفتعمیم های

حتیوکارشناسیدانشجویانفهمحددرالؤساین.ندیده ایمجاییدرهنوز

هبایشانجلببرایاستخوبیخوراکو.استبه بالانهمکلسمثلا دانش آموزان

واسیکارشنمقطعدانشجویانباکارازمنتجربه.کاربرد هاوریاضینشدهحلمسائل

درکارگاهیکهایستانگیزهمهدیانمحمدومیرزاخانیمریمماننددانش آموزانیحتی

.کنیمبرگزارزمینهاین



ارائه توضیحات درباره ی موارد زیر

مجتبی شکوری•

دانشگاه فرهنگیان-“آموزش ریاضی" سؤال پژوهشی برای •

و دکتر میرزاخانیمریم تحقیق درمورد وضعیت فعلی مسئله ی مطرح شده توسط •

 [3].هاگرافدر نظریه محمودیان

ماتریس، مسائل سودوکوریاضیات درتحقیق در مورد وضعیت فعلی مسائل موجود در •

.  [3]مطرح شده است محمودیانو دکتر مهدیانهای نقره ای که توسط محمد 
https://fa.ims.ir/2024/04/02/%D8%AE%D8%A8%D8%B1%D9%86%D8%A7%D9%85%D9%87-
%D8%A7%D9%86%D8%AC%D9%85%D9%86-

https://fa.ims.ir/2024/04/02/%D8%AE%D8%A8%D8%B1%D9%86%D8%A7%D9%85%D9%87-%D8%A7%D9%86%D8%AC%D9%85%D9%86-
https://fa.ims.ir/2024/04/02/%D8%AE%D8%A8%D8%B1%D9%86%D8%A7%D9%85%D9%87-%D8%A7%D9%86%D8%AC%D9%85%D9%86-


ریه مریم میرزاخانی و دکتر محمودیان در نظتحقیق درمورد وضعیت فعلی مسئله ی مطرح شده توسط 

 [3].گراف ها

تایی یا مثلث در تجزیه -3نمونه دور 
سه بخشی کاملگراف

3گرافتایی در تجزیه -5نمونه دور 
بخشی کامل



ره ای های نقماتریس، مسائل سودوکوریاضیات درتحقیق در مورد وضعیت فعلی مسائل موجود در 
.  [3]مطرح شده است محمودیانو دکتر مهدیانکه توسط محمد 

نیز چنین مسئله ای استسودوکوبرای مثال، 

8 1

4 3
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6 7 5

3 4
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نقره ایماتریس

1                2 5 6

3 1 7 5

4 6 1 2

7 4 3 1
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