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است. شده کوانتوم سیستم های در توپولوژی فاز(حالت  )‐های به گستر ده ای توجه ،٢٠١۶ سال نوبل جایزه ی از پس
چنین رد م توان هم کلاسی سیستم های در و نیست کوانتوم سیستم های مختص موضوع این که است شده معلوم اخیرا

توپولوژی عایق های مثل واقع مواد ، کوانتوم سیستم های مورد در دارد. وجود تفاوت ی البته کرد. مشاهده را رفتاری
سیستم هایی شده اند، مطالعه حوزه این در تاکنون که کلاسی سیستم های ول دارند. توپولوژی رفتار که شده  اند یافت
مجموع در آمده به دست مرکب سیستم که م شوند ساخته گونه ای به و وپی ماکروس اجزا گرفتن قرار هم کنار از که هستند

محدودیت نم رسد نظر به البته م شود. (metamaterial)گفته فراماده ، کلاسی سیستم های این به دارد. توپولوژی رفتار
مقدمات صورت به نوشته این در باشد. داشته وجود شوند، یافت کلاسی توپولوژی رفتار با واقع مواد اینکه برای بنیادی

م شود. بررس دارند را خواص این که فرامواد از مهم نمونه ی ی و شده معرف توپولوژی رفتار

مقدمه ١
بی ضرر زمان تا تمایل این کنیم. تاکید ایده هایمان بودن ناب و ر ب روی داریم تمایل همواره علم در م گوید: بری ل مای
بوده، خودش با بری سخن روی البته نبندد. م شوند، خلق هیچ از مفاهیم ندرت به که واقعیت این روی را چشممان که است
J. H. Hannay هن آقای توسط زودی به ، کوانتوم سامانه های در بری) (فاز خودش معروف فاز معرف از پس که زمان
صورت هر در .[١] است شده مطالعه  قابل هم هامیلتون کلاسی انی م در مشابه هندس اثرهای که م شود مطلع 

کوانتوم سامانه های در اخیرا که توپولوژی حالت های گیرد. قرار توجه مورد م تواند همواره بری اشاره ی مورد نکته ی
مستقیم ارتباط در اخیر موضوع این که است جالب دارند. وجود هم کلاسی سامانه های در گرفته اند، قرار توجه مورد

دسته بندی برای ترونها ال نواری ساختار از ، کوانتوم سامانه های در شد. معرف این از پیش که بری‐هن دوگانه ی با است
طیف در انرژی اف ش وجود عدم یا وجود با توپولوژی متفاوت کلاس های م شود. استفاده توپولوژی حالت های

فونون طیف ساختار حسب بر مشابه دسته بندی کشسان، سیستم ی در دارند. ارتباط کوانتوم سیستم های ترون ال
پردازیم. م بری فاز و موازی انتقال معرف به توپولوژی و تقارن مورد در کل بحث ی با نوشته این در کرد. ارائه م توان

کشبست ساختار ی معرف با ادامه در است. کوانتوم شرایط در ماده ی فاز بودن توپولوژی برای معیاری بری فاز
م دهیم نشان ، توپولوژی خواص با (meta-material) کلاسی فراماده ی ی برای مدل عنوان به ساده (tensegrity)

دارد. لبه ای حالت های با ارتباط چه فرکانس اف ش و م شود ایجاد سامانه فونون طیف در فرکانس اف ش ونه چ که
ست ش و گینزبرگ لانداو نظریه ی مبنای بر مواد ( (ترمودینامی فازهای تقسیم بندی م کردیم تصور که بود سال ها
فاز های مثلا م شود. مربوط تبدیلات تحت ناوردایی به تقارن بحث است. جامع و کامل دسته بندی تقارن، خودبخودی
گذار در مثلا م شوند. دسته بندی آنها در خاص تقارن ی وجود عدم یا وجود با مواد در عایق و رسانا جامد، مایع، گاز،
ست ش پی در که کنید توجه همینطور ند. م ش U(١) تقارن ابرسیال، فاز به فاز گذار در و انتقال تقارن مایع‐جامد ، فاز

م شوند. دیده منظم فاز در گلدستون بلند موج طول مدهای ناگزیر پیوسته، تقارن 
ندارد. کارایی همیشه تقارن  ست ش اساس بر دسته بندی که است شده معلوم جدید، مواد اکتشاف و پیشرفت ها با اکنون
آنهاست. توپولوژی خواص برمبنای ر دی ی از آنها تمییز و نشده اند حاصل تقارن خودبخودی ست ش از که هستند فازهایی

١
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تغییرات با اینکه مثل م پردازیم، پیوسته ی ل های ش تغییر به توپولوژی بحث در است. متفاوت تقارن با توپولوژی ایده ی 
بیض گون و کره توپولوژی نیستند. تبدیل قابل هم به چنبره و کره ول کنیم تبدیل بیض گون به را کره م توانیم پیوسته ای

ول م کند کفایت سامانه موضع خواص مطالعه ی تقارن ها، تشخیص هستند. برای متفاوت چنبره با آنها دوی هر و سان ی
شود. گرفته نظر در نگاه ی در سیستم سرتاسر که است لازم توپولوژی تشخیص برای

عایق های و م دهد نشان را هال کوانتوم اثر که خارج مغناطیس میدان در دوبعدی ترون گازال شده، ابررسانا ماده ی
فازهای که مهم معیارهای از ی هستند. توپولوژی فازهای مشهور مثال های از سطح رسانندگ با توپولوژی

م دهیم. ادامه هندس فاز این معرف با را بحثمان دلیل همین به است. بری فاز م کند مشخص را توپولوژی

موازی انتقال بری‐ فاز ٢
anholonomy عنوان تحت که است مهم بحث های از نم آید، بدست (local) موضع تغییر با که (global) سرتاسری تغییر
غوطه ور فضایی در که است بسته ای سطح روی موازی انتقال موضوع ، انهولونوم برای ریاض مثال مهمترین م شود. شناخته
اولیه بردار با که م رساند جدید برداری و اولیه نقطه ی به را ما بسته خمینه ی ی مسیر طول در بردار ی موازی است. انتقال
مربوط سطح ذات انحنای شعاع به نیز آن و است معروف انهولونوم زاویه ی به آمده دست به زاویه ی مقدار م سازد. زاویه
است. وابسته سطح توپولوژی به م شود) معرف زیر در (که انهولونوم زاویه ی کل عددی مقدار که م شود داده نشان است.
و منتقل کنیم است، نگنجیده آن در موضع تغییرات اجازه ی که خاص قاعده ی با را برداری م کنیم سع  موازی انتقال در

فیزی مثال بود. خواهند سرتاسری مشخصه ای طریق  این از شده مشاهده تغییرات بود. خواهیم تغییرات شاهد نهایت در
انتقال از جزییات با را بحثمان است، بیان قابل هم موازی انتقال زبان به بری فاز چون است. بری هندس فاز ، انهولونوم از

م دهیم. ادامه موازی
قیدهایی م شود. استفاده هم حرکت قید های مورد در و انی م در انهولونوم یا هولونوم کلمه ی که م شود یادآوری

حرکت قید های دهیم. کاهش را سیستم آزادی درجات آن از استفاده با و گرفته انتگرال آنها از م توانیم که هستند هولونومی
هستند. انهولونومی ناپذیر انتگرال

موازی انتقال
است شده تعریف مسیر روی نقطه هر در که (r̂, θ̂, ϕ̂) متعامد دستگاه یرید. ب نظر در را آن  روی C مسیر با دلخواه رویه ای
استفاده طوری شده رفته ار ب نمادهای هستند. سطح بر مماس ر دی دو و سطح بر عمود اول ه ی ی بردار یرید. ب نظر در را
که است این است نظرمان مورد که چیزی تنها کل حالت در البته باشند. قطبی دستگاه یادآور کره سطح برای که شده اند
روی دلخواه نقطه ی ی در شوند. انتخاب م توانند هم ری دی صورت هر به ر دی راستای دو و r̂ با سطح بر عمود راستای
خم روی موازی صورت به را متعامد دستگاه این یرید. ب نظر در را (r̂, ê١, ê٢) راستاهای با دلخواه متعامد دستگاه خم،
r̂ راستای در م شود داده نشان Ω با که متحرک دستکاه آن زاویه ای سرعت که م دهیم انتقال طوری آنرا یعن م کنیم. منتقل
شرط: و م شود سنجیده سطح بر عمود راستای حول موضع چرخش میزان با موازی انتقال واقع در باشد. نداشته مولفه ای
م سازد موضع متعامد دستگاه با متحرک متعامد دستگاه نقطه ، ی  در که زاویه ای م رساند. را انتقال بودن موازی Ω· r̂ = ٠
که است واضح است. شده استفاده C خم روی خاص نقطه ی دادن نشان برای x متغیر آن در که م دهیم نشان α(x) با را
بود. خواهد صفر بسته مسیر روی آن تغییرات انتگرال یعن است انتگرالپذیر کمیت بحث مورد زاویه ی صاف، سطح برای
فشرد ه ای صورت به محاسبه کم با را موضوع این داشت. خواهد ر دی نتیجه ای ، ذات خمیدگ با سطوح برای موضوع این
صورت به را موضع متعامد دستگاه و متحرک متعامد دستگاه بین زاویه ی که م کند کم زیر مختلط نمایش م کنیم. بیان

کنیم: بیان ساده تری

Ψ̂ = (ê١ + iê٢)/
√

٢,

n̂ = (θ̂ + iϕ̂)/
√

٢, → Ψ̂ = e−iα(x)n̂, (١)

صورت این در یرید. ب نظر در را کوچ بی نهایت موازی انتقال ی کرد. بیان م توان هم زیر بصورت را موازی انتقال شرط
کل حالت در دلخواه بردار هر تغییرات م کند. تغییر dΨ = (dê١ + idê٢)/

√
٢ کوچ بی نهایت اندازه ی به متعامد دستگاه
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چون موازی انتقال برای است. dê١ = Ω× ê١ صورت به

Ω · r̂ = Ω · (ê١ × ê٢) = (Ω× ê١) · ê٢ = dê١ · ê٢ = ٠

م شود: نوشته زیر صورت به موازی انتقال شرط اخیر، روابط ترکیب با نتیجه در

Ψ̂∗ · dΨ̂ = ٠.

با: م شود برابر زاویه کوچ بی نهایت تغییرات پس

dα =
١
i
n̂∗ · dn̂

که: م بینیم بسته مسیر ی روی زاویه تغییرات تمام روی زدن جمع با

α(C) =
١
i

∮
n̂∗ · dn̂ =

١
i

∫
S

(
dn̂∗

dx١
· dn̂

dx٢
− dn̂

dx١
· dn̂

∗

dx٢
)dx١dx٢

برای که هستند متغیر هایی x٢ و x١ و است شده تبدیل سطح انتگرال به خط انتگرال گاوس قضیه ی از استفاده با آن در که
باشند. ϕ و θ م توانند خاص حالت در و شده اند انتخاب سطح کردن پارامتری

که: م بینیم کره روی دلخواه بسته ی مسیر ی برای و خاص حالت در

α(C) =
S

R٢

ذات انحنای شعاع به انهولونوم زاویه ی وابستگ مثال این از است. کره شعاع R و کره روی ناحیه  آن مساحت  S آن در که
م شود. دیده

م توان شود. گرفته سطح تمام روی باید انتگرال مورد این در یرید. ب نظر در را کوچ بی نهایت بسته ی مسیر اکنون
داد: نشان

α(C) = ٢π(٢ − ٢g)

به که اخیر قضیه ی است. ١ چنبره برای و صفر کره برای عدد این دارد. بسته سطح که است حفره هایی تعداد g آن در که
تمایز مختلف توپولوژی های با سطوح بین عددی بصورت که است رابطه ای معروفترین است، معروف گاوس‐بونه قضیه ی

م شود. قایل
سطح موازی میله ای را و ایستاده  کره  ای روی نقطه ای در کنید فرض انهولونوم زاویه ی محاسبه ی برای شفاف سازی:
همواره سرعت بردار تعریف، طبق دهید. انتقال مسیری راستای در موازی بصورت را آن م خواهید اید. گرفته دست در کره
پیش شده مشخص مسیر راستای در همواره که شده اید ماشین سوار شما واقع در پس است مسیر بر مماس راستای در
همواره را آن کافیست میله موازی انتقال برای کنید، حرکت ( (ژئودزی استوا مثل عظیمه دایره ی ی روی شما اگر م رود. 
گیری جهت در تغییری هیچ شروع نقطه ی به برگشت با و مسیر انتهای در درنتیجه یرید. ب حرکت v سرعت راستای در
کنیم توجه کافیست حرف، این تحقیق برای است. صفر انهولونوم زاویه ی و نم کنید مشاهده آن اول راستای به نسبت میله
چون است. زمین بر عمود راستای در همواره a = Ω × v شتاب بردار یعن سرعت بردار تغییرات مثال، این مورد در که
نتیجه در است. جنوب قطب به شمال قطب  راستای در Ω چرخش بردار پس است ‐غربی شرق راستای در سرعت بردار
این که است واضح است. برقرار موازی انتقال و ندارد ای مولفه استوا روی زمین سطح بر عمود راستای در چرخش بردار
همواره آنرا نم توانیم مدار این روی میله موازی انتقال برای واقع در ندارد. صحت استوا) (غیر دلخواه مدار ی روی اتفاق
با واقع در داشت. خواهد مولفه ای سطح بر عمود راستای در همواره سرعت بردار چرخش چون یریم ب سرعت راستای در
برای داریم انتظار پس کنیم. خنث را ماشین چرخش تا بچرخانیم را میله ماشین روی اندک مجبوریم ماشین جزیی حرکت

باشد. صفر مخالف انهولونوم زاویه ی دلخواه مدار ی روی موازی انتقال
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بری فاز
تغییرات اگر .[٢] باشد H(B(t)) صورت به B(t) زمان به وابسته خارج متغیر از تابع سیستم ی هامیلتون که کنید فرض
هستند |n(B)⟩ صورت به که هامیلتون حالتهای ویژه در همواره نظر مورد سیستم باشد، آهسته خیل خارج پارامتر زمان
حالت بازگردد، اولیه اش وضعیت به سیستم این هامیلتون زمان به وابسته پارامتر دوره ای، فرایند ی در اگر م گیرد. قرار
است بسته ای مسیر نوع و ل ش به وابسته فاز این چون م گردد. باز اولش وضعیت به γ اضاف فاز ی از صرفنظر هم سیستم
زیر صورت به فاز این برای رابطه ای استخراج برای بود. خواهد اندازه گیری قابل پس م شود، ط پارامتری فضای در که
زیرند: صورت به تغییرات بودن آدیاباتی فرض با هامیلتون لحظه ای حالتهای ویژه و موج تابع زمان تحول م کنیم. عمل

iℏ|Ψ̇⟩ = H|Ψ⟩,

H|n(B(t))⟩ = En(B(t))|n(B(t))⟩ (٢)

م شود دیده  سهولت به آوریم. به دست |Ψ(t = ٠)⟩ = |n(B(٠))⟩ شرط با را دلخواه لحظه ای در موج تابع ل ش م خواهیم
که:

|Ψ(t)⟩ = e−
i
ℏ

∫
En(B(t′))dt′−iγ(t)|n(B(t))⟩

م کند: صدق زیر شرط در غیردینامی و هندس فاز مستقیم، زاری جای با

γ̇ =
١
i
Ẋ · ⟨n(B)|∇n(B)⟩

داده زیر صورت به بری هندس فاز م گرداند، بر اولیه وضعیت به را سامانه که پارامتری فضای در بسته مسیر ی برای
م شود:

γ(C) =
١
i

∮
⟨n(B)|∇n(B)⟩ · dB

کل روی بری فاز انتگرال قبل، حالت مشابه است. انهولونوم زاویه ی بری، فاز که م بینیم انهولونوم زاویه ی با مقایسه از
هستند. نظر مورد سطح توپولوژی کننده ی مشخص که م انجامد چرن) (عدد گسسته ای اعداد به سطح،

که است −JS · B صورت: به هامیلتون مورد این  در است. خارج مغناطیس میدان در اسپین تحول مثال، ساده تری
روی که دارد را خارج پارامتر نقش مغناطیس میدان راستای مثال، این در باشد. صحیح نیمه یا صحیح م تواند ذره اسپین
بازگردد، راستا همان به که صورت به اولیه جهت ی از میدان راستای تغییر با که م شود داده نشان م کند. تغییر کره  ی

اضاف فاز است. هم ارز واحد دایره ی روی بسته مسیر ی به میدان جهت تغییرات م کند. کسب اضاف فاز ی موج تابع
م کند. مشخص کره روی را بسته مسیر آن که است فضایی زاویه ی Ω آن در که است sΩ با برابر شده کسب

فیبر است. چرخیده استوانه ی دور که است نوری فیبر درون لیزر قطبش تغییر ، فیزی در هولونوم اثرات از مثال ی
راستای است. شده موازی هم با فیبر انتهای و ابتدا راستای که طوری به چرخیده استوانه ی دور بار ی نظر مورد مد تک
مبنای بر موضوع این تعبیر نیستند. سان ی بحث مورد فیبر از خروج نور خط قطبش راستای با ورودی نور خط قطبش
دست به رد چپ و راستگرد دایروی قطبش دو ترکیب از خط قطبش است. بیان قابل فوتون ها اسپین و کوانتوم انی م
قطبش چیائو، توضیح مطابق است. −١ اسپین با متناظر رد چپ و ١ اسپین فوتون با متناظر راستگرد دایروی نور م آید.
و راستگرد موج دو اولیه ی ترکیب نتیجه ی در م گیرند. متفاوت بری فازهای بالا نوری فیبر از گذر در رد چپ و راستگرد

خط است قطبش که م شوند تبدیل جدیدی ترکیب به فیبر از گذر از پس م دهند، را خاص خط قطبش ی که رد چپ
مخالفان کوانتوم بری فاز مبنای بر بالا آزمایش توصیف که است شده معلوم .[٣] اولیه راستای با متفاوت راستای در ول

بیان قابل و هندس اثر ی بحث مورد پدیده ی که موضوع این ول نیستند موافق موضوع بودن کوانتوم با آنها . [۴] دارد
دارند. قبول را است نوری فیبر راستای در مغناطیس و تری ال میدان بردار های موازی انتقال حسب بر

هال کوانتوم حالت ٣
جز تاریخ بصورت و مهم ترین سطح، بر عمود قوی خارج مغناطیس  میدان در بعدی دو ترون ال گاز فیزی حالت
در است. توپولوژی فاز ی و نم گنجد عایق و رسانا قالب در سیستم این است. توپولوژی فاز ی از مثال ها اولین
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بر ( خارج جریان بر عمود راستای در (رسانندگ قطری غیر رسانندگ که شده است داده نشان بحث مورد سیستم مورد
و دقیق بسیار رسانندگ  در موجود پله های اندازه ی مهم تر، و فراتر آن از م کند. رفتار پله ای بصورت میدان، شدت حسب
دارای که است لانداو تراز های سیستم، این در ترون ال حالت های است. ناخالص ها و مرزها هندس جزییات به وابسته غیر
راستای حول ترونها ال ، نیمه کلاسی تصویر ی در است. وابسته میدان اندازه ی به ترازها بین فاصله ی و هستند ن تبه
روی مرزی ترونهای ال حرکت یرید. ب نظر در را مرزها نزدی دایره ای مدار های م چرخند. راستگرد جهت  در و میدان
لبه ای حالت های آنها به که مرزی حرکت مدهای واقع در م شود. انجام شده اند متصل هم به که لوترون سی نیمدایره های
حرکت  های چون م شود. انجام میدان) جهت به نسبت (راستگرد خاص سوی ی در تنها هم رسانش و هستند رسانا وییم می
تغییر را ترون ها ال ترابردی خواص و شده پس پراکندگ باعث نم تواند ناخالص ها وجود پس دارند مشخص جهت مجاز

ندارد. وجود لبه ای حالت های پس پراکندگ دهد.
و ١٩٨٢ سال در اساس پیشرفت ول فهمید م توان لانداو ترازهای با را هال کوانتوم اثر جنبه های از برخ هرچند
بیان قابل زیر بصورت رسانندگ که دادند نشان آنها شد. برداشته (TKNN) دن نیس و نایتینگل کوموتو، تالس، توسط

است:
σxy ∼ e٢

ℏ
∑

ϵµk<ϵF

i

٢π

∫
d٢k⟨∇kuµk| × |∇kuµk⟩ · ẑ

مساله کلید م شود. انجام بریلون اول منطقه ی مجاز موج های بردار روی انتگرال و انرژی باند های تمام روی جمع آن در که
که دارد را خارج پارامتر نقش بلاخ نمایش در k موج بردار است. انهولونوم زاویه ی انتگرال شبیه که است انتگرال عبارت
تناظر از دارد. ربط بریلون اول ناحیه  ی تمام در بری فاز انتگرال به رسانندگ م کند. تغییر بریلون اول ناحیه ی  محدوده ی در
نوار های توپولوژی به که است گسسته عدد ی ، انهولونوم زاویه ی کل انتگرال یعن فوق، انتگرال جواب ، قبل بحث های با

رسانندگ کوانتوم در که است گسسته عدد ی حتما هال آزمایش در قطری غیر رسانندگ نتیجه ، در دارد. بستگ انرژی
دیده مغناطیس میدان بالا رابطه ی در مستقیم صورت به کجاست؟ بالا رابطه ی در مغناطیس میدان است. شده ضرب e٢/ℏ
توپولوژی که م کنند تغییر جوری انرژی تراز های ، مغناطیس میدان تغییر با خاص رسانش پله ی ی محدوده ی در نم شود.
م کنند قطع طوری را ر همدی انرژی تراز های میدان تغییر با پله ها، بین گذار در م ماند. ثابت چرن عدد و نکرده تغییر ترازها
فازهای در مغناطیس میدان حضور در بعدی دو ترون ال گاز سیستم کند. تغییر چرن عدد نتیجه در و ترازها توپولوژی که

هستند. توپولوژی فاز های این معرف رسانندگ پله های م گیرد، قرار متفاوت توپولوژی
میدان وجود علت (به زمان وارون تقارن شدن سته ش و لبه ای حالت های وجود توجه اند: شایان که مهم نکته ی دو
دارند. مستقیم ارتباط بحث مورد سیستم فاز بودن توپولوژی با موضوعات این دوی هر درواقع سامانه. این در ( مغناطیس

مغناطیس میدان دارد. ارتباط مغناطیس میدان با که دارند مشخص انتشار راستای یعن هستند، کایرال لبه ای حالت های
توپولوژی سیستم های در موجود تقارن های با لبه حالت های ارتباط م شود. همراه زمان وارون تقارن شدن سته ش با هم

است. شده بررس مفصل صورت به کوانتوم
است این م شود مطرح بلافاصله که ایده ای دارد. اساس نقش خارج مغناطیس میدان هال، توپولوژی فاز مورد در
به سوال این پاسخ باشد؟ نگرفته نشات خارج عوامل دخالت از آنها وجود که کرد پیدا توپولوژی فاز های م توان آیا که
نش های برهم و مواد این است. سوال این به مثبت پاسخ توپولوژی عایق های کشف است. شده معلوم تجربی صورت
بدون که دارند حالت هایی مرزها روی ول هستند عایق حجم در که است گونه ای به مدار) اسپین نش (برهم آنها ذره ای بین

م شوند. حمایت تقارن هایی توسط گپ بدون توپولوژی فاز های در لبه ای حالت های این دینامی هستند. رسانا و گپ

توپولوژی فاز با کلاسی مواد ۴
شده اند وصل هم به جرم بدون فنر های و میله ها طریق از که یرید ب نظر در را نقطه ای ذرات از مجموعه ای ل، ش مطابق
در و اتصال نقاط حول تا آزادند آنها و کرده ا ند وصل اصل بزرگ میله ی ی به را ذرات r طول به کوچ  میله های .[۶ ،۵]
ذرات دارند. قرار R فواصل با و بعدی ی ه ی شب ی روی شده اند، لولا آن به میله ها که نقاط بچرخند. بعدی ٢ صفحه ی
سان ی (که فنر ها تعادل طول داریم. فنر N −١ و ذره N حالت این در شده اند. جفت هم به کشش فنر های طریق از مجاور

تعادل وضعیت در هستند، پایین و بالا ی درمیان که میله هایی با ل ش مطابق سیستم که است شده انتخاب طوری است)
طول حد در سامانه این فونونهای آیا دارند. کوچ نوسان های تعادل شان وضعیت حول میله ها صورت این در دارد. قرار
در م تواند کلاسی سامانه ی این میله ها، برای خاص طول ی انتخاب با که م بینیم ادامه  در هستند؟ گپ دارای بلند موج
فاز این در هستند. فرکانس اف ش دارای سامانه بلند موج طول برانگیختگ های آن در که یرد ب قرار توپولوژی فاز ی
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بود. خواهد لبه ای مدهای دارای سامانه توپولوژی

x
y

M

M-1 M+1

شده. جفت چرخنده های از مجموعه ای :١ ل ش

ه شب نوسانات طیف
م کنیم. بررس نوسانات طیف محاسبه ی برای را کل تری فرمول بندی بالا، ساده ی سیستم جزییات به پرداختن از پیش
همسایه های طریق از k قدرت به کشش فنرهای توسط بعدی d فضای در که یرید ب نظر در را m جرم به ذره N از مجموعه ای
وآزادند شده لولا جرم ها به اتصال نقطه ی در فنرها م کنیم فرض و است Nb با برابر فنرها تعداد شده اند. وصل هم به نزدی
نیروها بردار منظور این برای کنیم. مطالعه سامانه این در را تعادل حالت حول کوچ نوسان های م خواهیم بچرخند. تا
بردار و e⃗ فنرها کشش بردار ، T⃗ فنرها تمام تنش بردار ، f⃗ ذرات بر وارد نیروهای تمام دکارت مولفه های از ل متش

 :[٧] م کنیم تعریف زیر به صورت را u⃗ ذرات جابجایی

f⃗ =


f١

f٢
...

fNd

 , u⃗ =


u١

u٢
...

uNd

 , T⃗ =


T١

T٢
...

TNb

 , e⃗ =


e١

e٢
...

eNb

 (٣)

ساده خط رابطه ی وی م شوند فرض خط فنر ها که شود توجه است. بعدی Nd = d×N برداری نیروها، بردار آن در که
کشش و ذرات جابجایی بین خط رابطه ی ی ه شب ساختار دارد. وجود T⃗ = −ke⃗ صورت به فنرها کشش و تنش بین

م شود: داده Q مربع غیر ماتریس طریق از که م دهد دست به زیر صورت به فنر ها

e⃗ = QT u⃗, (۴)

م شود: زیر صورت به سامانه این کشسان انرژی

U =
١
٢ke⃗T e⃗ =

١
٢ku⃗TQQT u⃗.

م شود: زیر صورت به ذره هر بر وارد نیروی پس

f⃗ =
δU

δu⃗
= −kQe⃗ = QT⃗ .

یرید: ب نظر در زیر به صورت را Q ماتریس عناصر

Q =


Q١١ Q١٢ Q١٣ . . . Q١Nb

Q٢١ Q٢٢ Q٢٣ . . . Q٢Nb

...
...

... . . . ...
QNd١ QNd٢ QNd٣ . . . QNdNb

 . (۵)
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م شود: زیر به صورت جرم ها حرکت معادله ی اکنون

m
d٢

dt٢ u⃗ = f⃗ = −kQQT u⃗, (۶)

شود: حل زیر مقداری ویژه معادله ی باید سامانه نوسان فرکانس های یافتن برای )پس
−ω٢I +QQT

)
u⃗ = ٠, (٧)

.k/m = ١ داده ایم: قرار سهولت برای
نم شوند: فنری هیچ فشردگ باعث که م دهند نشان را جابجایی هایی ،QT ماتریس پوچ زیرفضای که کنید دقت

QT u⃗ = ٠, (٨)

دارند. صفر فرکانس یا انرژی صفر، مدهای ،٧ رابطه ی مطابق که کنید دقت م گوییم. صفر حرکت مدهای حالت ها، این به
نم کنند: وارد نیرو ذرات به که هستند فشردگ هایی با متناظر ،Q ماتریس پوچ فضای زیر

QT⃗ = ٠. (٩)

نم کنند. وارد نیرویی ذرات به خود‐فشرده حالت های م گوییم. خود‐فشرده حالت های حالت ها، این به

ماتریس ها یادآوری
(ستون های) سطر های تعداد ماکزیمم برابر آن و نشان م دهیم rankA با را ماتریس رتبه ی یرید. ب نظر در را A دلخواه ماتریس
نشان kerA با را آن و Av = ٠ که: صورت به بردار هاست از مجموعه ای ماتریس این پوچ زیرفضای است. آن خط مستقل

داریم: م دهیم. نشان dimkerA با را ماتریس پوچ فضای بعد م دهیم.

dimkerA+ rankA = number-of-coloumns.

داریم: شده اند تعریف بالا در که ماتریس هایی برای پس است، برابر ترانهاده ماتریس های رتبه ی چون

dimkerQT − dimkerQ = Nd −Nb. (١٠)

شده جفت چرخنده های
δθi با را جرم ها جابجایی  و δℓi با را تعادل حالت به نسبت فنرها طول کشیدگ خودمان. ساده ی مثال به بازگردیم اکنون

م دهیم: نشان

e⃗ =


δℓ١

δℓ٢
...

δℓN−١

 , u⃗ =


δθ١

δθ٢
...

δθN

 , (١١)

نم سازند. ŷ راستای با زاویه ای و گرفته اند قرار پایین و بالا میان در ی میله ها که است طوری ل ش مطابق تعادل حالت
زاویه ی ول پایین و بالا میان در ی هم چنان میله ها آن در که ساخت م توان طوری را تعادل حالت فنر طول تغییر با البته
ماتریس اینکه برای کنیم. بررس را θ̄ ̸= ٠ تعادل حالت حول نوسانات دهید اجازه بسازند. ŷ راستای با را θ̄ صفر مخالف
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یرید: ب نظر در را خاص ذره ی سه جابجایی های بیابیم، را Q ساختاری

r⃗m =

[
r sin θm

−r cos θm

]
, r⃗m+١ =

[
R+ r sin θm+١

r cos θm+١

]
, r⃗m−١ =

[
−R+ r sin θm−١

r cos θm−١

]
, (١٢)

داریم: کوچ نوسان های برای
θm = θ̄ + δθm

داریم: خط سازی با
(١٣)

r⃗m =

[
r sin θ̄

−r cos θ̄

]
+rδθm

[
cos θ̄

sin θ̄

]
, r⃗m+١ =

[
R+ r sin θ̄

r cos θ̄

]
+rδθm+١

[
cos θ̄

− sin θ̄

]
, r⃗m−١ =

[
−R+ r sin θ̄

r cos θ̄

]
+rδθm−١

[
cos θ̄

− sin θ̄

]
,

داریم: فنرها طول کشیدگ برای

ℓm = |r⃗m+١ − r⃗m| = ℓ٠ + δℓm, (١۴)

δℓm ∼ λ١δθm+١ + λ٢δθm (١۵)

آن: در که

λ١ =
r cos θ̄(R− ٢r sin θ̄)√

R٢ + ۴r٢ cos٢ θ̄
, λ٢ =

r cos θ̄(−R− ٢r sin θ̄)√
R٢ + ۴r٢ cos٢ θ̄

(١۶)

م شود: زیر صورت به  QT ماتریس نتیجه در

QT
(N−١)×N =



λ٢ λ١ ٠ ٠ ٠ . . .

٠ λ٢ λ١ ٠ ٠ . . .

٠ ٠ λ٢ λ١ ٠ . . .

...
...

... . . . ...
...

٠ ٠ ٠ . . . λ٢ λ١


(١٧)

داریم: D = QQT مربع ماتریس برای و

D = QQT =



λ٢
٢ λ١λ٢ ٠ ٠ ٠ ٠ . . .

λ١λ٢ λ٢
١ + λ٢

٢ λ١λ٢ ٠ ٠ ٠ . . .

٠ λ١λ٢ λ٢
١ + λ٢

٢ λ١λ٢ ٠ ٠ . . .

...
...

... . . . ...
...

...
٠ ٠ ٠ . . . ٠ λ١λ٢ λ٢

١


(١٨)

م کنیم: حل را زیر مقداری ویژه معادله ی سامانه، فرکانس طیف یافتن برای

∑
β

(
Dαβ − ω٢δαβ

)
δθβ =

∑
β

Nαβδθβ = ٠, (١٩)

آن: در که

Nαβ = Nαδαβ +N٠(δα,β+١ + δα,β−١), (٢٠)
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با: برابرند مرزی غیر مقادیر برای ضرایب که

Nα = NB = λ٢
١ + λ٢

٢ − ω٢, N٠ = λ١λ٢, (٢١)

با: است برابر α = ١, N برای Nα و

N١ = λ٢
٢ − ω٢, NN = λ٢

١ − ω٢. (٢٢)

که کنید توجه ابتدا منظور این برای م رویم. فوریه فضای به بالا معادله ی حل و نامتناه سیستم ی طیف یافتن برای
تعریف δθ(xβ) صورت به نقاط تمام در که متغیر هایی از شده اند تعریف ه شب گسسته نقاط روی که δθβ متغیر های جای به

م کنیم. استفاده شده اند
م شود: زیر صورت به آن عکس و فوریه تبدیل

δθα = δθ(xα) =

∫
dk

٢π δθ̃(k)eikxα , δθ̃(k) =

∫
dxαδθ(xα)e

−ikxα . (٢٣)

فضای در که کنیم توجه که کافیست دارد. وجود δθ̃(k) = δθ̃(k + ٢π
R
) ل ش به تقارن که داده نشان م توان سهولت به

این است. شده تعریف هستند R از صحیح مضرب که بردار هایی با منظم ه ی شب ی روی تنها ان م بردار های ان، م
،−π/R ≤ k ≤ π/R بریلون اول ناحیه ی در موج عدد کافیست تقارن، این بنابه درواقع م کند. راحت را کارمان تقارن

م شود: زیر صورت به نامتناه سیستم مقداری ویژه معادله ی فوریه، تبدیل از استفاده با شود. مطالعه

∑
β

Nαβδθβ =

∫
dxβN (xα − xβ)δθ(xβ) =

∫ π/R

−π/R

dk

٢π
(
NB +N٠(e

ikR + e−ikR)
)
δθ̃(k)eikxα = ٠, (٢۴)

کرده ایم: استفاده زیر رابطه ی از آن در که

N (xα − xβ) =

∫ π/R

−π/R

dk

٢π
(
NB +N٠(e

ikR + e−ikR)
)
eik(xα−xβ).

م شود : زیر بصورت نامتناه سیستم برای پاشندگ رابطه ی پس

ω٢ = ٢λ١λ٢ cos kR+ (λ٢
١ + λ٢

٢), (٢۵)

ω٢ =
٢r٢ cos٢ θ̄

R٢ + ۴r٢ cos٢ θ̄

(
(R٢ + ۴r٢ sin٢ θ̄)− (R٢ − ۴r٢ sin٢ θ̄) cos(kR)

)
, (٢۶)

ω٢ =
٢r٢ cos٢ θ̄

R٢ + ۴r٢ cos٢ θ̄

(
٨ sin٢ θ̄ + (

٣
٢R٢ + ٢r٢ sin٢ θ̄)× (kR)٢ + · · ·

)
, (٢٧)

مرکز نزدی در و θ̄ ̸= ٠ و θ̄ = ٠ حالت های برای جالبط رفتار سامانه، درون مدهای برای آمده دست به پاشندگ رابطه ی
اف ش سامانه θ̄ = ٠ برای ول دارد k ∼ ٠ نزدی اف ش فرکانس طیف θ̄ ̸= ٠ حالت در دارد: (k = ٠) بریلون منطقه ی

دارند. هم با توپولوژی تفاوت های حالت، دو این ندارد. فرکانس

متفاوت. حالت دو برای بعدی ی سیستم فونون طیف :٢ ل ش
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لبه ای حالت های
سیستم در است. لبه ای حالت های وجود با مستقیم ارتباط در سیستم کوچ نوسانهای طیف در فرکانس اف ش وجود
به توجه و کل استدلال های با هستند. (zero-mode) نوسان‐صفر حالت های لبه ای، حالت های شده، معرف کشبست
دیده آنجا از و d = ١ داریم شد بررس بالا در که ما نظر مورد خاص مثال مورد در تعداد که م بینیم راحت به ،١٠ رابطه ی
سامانه صفر مدهای تعداد رابطه ی این مطابق دارد، مهم پیغام ١٠ رابطه ی داریم. لبه ای مد یا صفر مد تا N٠ = ١ که م شود

است. توپولوژی ناوردای که است کمیت
کنیم: م حل را زیر معادله ی سامانه، صفر مدهای دقیق تر بررس برای

QT δ⃗θ٠ = ٠, δ⃗θ٠ =


α١

α٢
...

αN

 ,

تعریف: با
ϵ = −λ٢/λ١ =

R+ ٢r sin θ̄
R− ٢r sin θ̄

داریم:
αn = ϵn−١α١.

داریم: و ϵ = ١ صورت این در م کنیم. بررس θ̄ = ٠ برای را جوابها ابتدا

δ⃗θ٠ = α١


١
١
...
١

 ,

فنرها فشردگ باعث صفر حالت این بچرخانیم. اندازه ی به را میله ها کل که است حالت آن و داریم صفر حالت ی
مد همان صفر مد این و است متقارن سیستم حالت این در واقع در است. صفر آن با متناظر انرژی نتیجه در نم شود،

است. سامانه گلدستون
زیر تقریبی صورت به صفر حالت  ϵ کوچ خیل مقادیر برای و ϵ < ١ که: م شود دیده است، θ̄ < ٠ که حالت برای

م شود:

δ⃗θ٠ = α١



١
ϵ

٠
...
٠


,

سمت میله ی آزاد حرکت لبه ای، حالت این است. زیده جای سیستم چپ سمت در که است لبه ای حالت ی صفر، حالت این
نم دهد. تغییر هم را سیستم انرژی نتیجه در نم کند فشرده را فنری که م دهد نشان را چپ
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داریم: بزرگ خیل ϵ برای آنجا از و ϵ > ١ داریم θ̄ > ٠ حالت برای

δ⃗θ٠ = αN



٠
٠
...
٠
ϵ−١

١


,

است. زیده جای سیستم راست سمت در لبه ای حالت صورت، این در
فاز های این در لبه ای حالت های وجود هستند. توپولوژی حالت هایی θ < ٠ و θ > ٠ حالت های که شد، اشاره
ارتباط محدود سیستم ی لبه ای حالت های تعداد که  شد اشاره بالا در فهم اند. قابل سیستم بال خواص از توپولوژی
حوزه ها) بین (مرز وال دامین موضوع این بر علاوه دارد. است، نامتناه که زمان سیستم همان بال خواص با مستقیم
هم به ( θ < ٠ و θ > ٠ ) متفاوت توپولوژی با سیستم زیر دو کنید فرض است. مهم بسیار بالا بعدی ١ سیستم مورد در هم
در شود. بسته هم فرکانس گپ که نیست این جز چاره ای م شود عوض توپولوژی که اتصال نقطه ای در داده شده اند. پیوند
آزادی به که داریم صفری مدهای نقطه، این در نتیجه در نداریم. گپ اتصال نقطه ای در ول داریم گپ چپ و راست سمت
از سامانه این (گرمایی) فونون رسانندگ واقع در ندارد. همراه به انرژی سیستم راستای در مرز این حرکت م کنند. حرکت

م گیرد. صورت آنها حرکت و حوزه ای بین دیواره های یل تش طریق
نامتناه (وقت سامانه این فونون طیف که ببینید م توانید راحت به است. توجه جالب کوانتوم سیستم های با تناظر

است: استحصال قابل نیز زیر هامیلتون کردن قطری با است)

H =

[
٠ Q
QT ٠

]
(٢٨)

ماتریس با {H, τ} = ٠ بصورت پادجابجایی رابطه ای چون و دارد را زمان وارون تقارن پس است حقیق چون هامیلتون این
دارد: زیر

τ =

[
١ ٠
٠ −١

]
(٢٩)

تقارن ٣ هامیلتون این انرژی طیف که داد نشان م توان م شوند. ظاهر منف و مثبت بصورت حتما مقادیرش ویژه پس،
مرکزی تقارن ω = k = ٠ نقطه ی به نسبت و آینه ای تقارن k = ٠ و ω = ٠ محورهای به نسبت دارد: موج بردار فضای در مهم

ی کوانتوم مدل این م گیرد. قرار BDI تقارن دسته ی در که دارد وجود هم SSH کوانتوم مدل در تقارن ها این دارد.
که است مدل SSH مدل است. شده مطالعه دقت به آن در توپولوژی اتفاقات جزییات که است مدل هایی مهم ترین از
حوزه ای بین دیواره های تولید باعث سیستم در موجود افت وخیزهای م دهد. توضیح را رسانا پل مرهای تری ال رسانندگ

است. پل مرها این تری ال رسانندگ اساس دیواره ها این حرکت و م شود
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