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براون حرکت ۱

شبیه ریزی بسیار ذرات که م داد نشان میلادی ۱۸۲۷ سال های در اتلندی اس گیاەشناس براون، رابرت تجربی مشاهدات
وپ روس می از حرکت ها این مشاهدەی برای براون دارند. تصادف حرکات م شوند، غوطەور آب روی وقت گیاهان گردەهای
که است چنان آن م گیرد، صورت مختلف راستاهای در تصادف جست وخیز های بصورت که حرکات این م کرد. استفاده
میدان مرکز در را دانەها این از مقداری ابتدا در اگر که است این پخش از منظور م شد. آب روی ذرات شدن پخش باعث
حرکات این منشا م شوند. دور مرکز از مختلف راستاهای در ذرات زمان گذشت با و مرور به دهیم، قرار وپ روس می دید

ناش شده مشاهده حرکات و باشند زنده است ن مم ذرات این م شد تصور ابتدا بود. مناقشه مورد متمادی سالهای برای
درون نمونەهایی م شوند. جست وخیز ها این باعث آب همرفت حرکت های م شد تصور یا باشد. آنها حیات فعالیت از
که شد معلوم شد، استفاده مختلف نمونەهای نکرد. ایجاد تغییری زمان گذر ول شد نگهداری سال ی برای شیشەهایی
بیشتر مشاهدات با شد. رد بودن زنده فرضیەی نتیجه در م دهند. نشان را تصادف حرکات این هرجنس از کوچ ذرات
رد نیز همرفت حرکت فرضیەی نتیجه در است. مستقل ر دی ی از هم به نزدی ذرەی دو جست وخیزی حرکت که شد معلوم

م شود. پخش فضا در عطر بوی که وقت م افتد عطر ول های مول برای مشابه اتفاق که م دانیم الان  شد.
فرض م شد. داده توسعه کلاسیوس و بولتزمن ماکسول، توسط گاز ها جنبش نظریەی میلادی، ۱۸۷۰ حدود سال های در
البته رند. دی ی با برخورد و پیوسته حرکت های در ول ها مول این و دارند ( ول (مول دانەای ساختار گاز ها که بود این ایشان
م گرفت. ل ش دارند دانەای ساختار هم مایعات که ایده این مرور به بودند. نشده مشاهده مستقیم بصورت ول ها مول این هنوز
شود. غوطەور گردە جست وخیز  باعث آب، دهندەی یل تش دانەهای از ناش تصادف ضربات است ن مم که بود این ایده

را براون حرکت موضوع توانست مایعات، برای دانەای ساختار فرض با ۱۹۰۵ سال در که بود فردی اولین انیشتین واقع در
توصیف را براون حرکت مستقل بصورت هم وفس اسمول انیشتین، با مصادف کم وبیش و سالها همان در کند. توصیف
آزمایش، ی کم با و نظری محاسبەی ی قالب در بار اولین برای که است این در انیشتین حرف اصل موفقیت  کرد.

م گیرد. قرار تایید مورد مستقیم غیر صورت به البته مایعات ( ول (مول دانەای ساختار

م شود اندازەگیری آنچه
براون ذرەی اینکه برای لازم متوسط زمان است. اندازەگیری و مشاهده قابل شدن پخش زمان و مسافت براون، آزمایش در

به گذر اولین زمان را زمان این م دهیم. نشان T با را شود دیده اولیه ان م از ∆x فاصلەی با نقطەای در بار اولین برای
نقطەای دورترین به براون ذرەی ،T زمان گذشت از بعد بپرسیم. م توانیم هم ری دی طور را سوال این م نامیم. ∆x فاصلەی
متوسط یا زمان متوسط  اندازەگیری برای که کنید توجه دارد؟ فاصله شروع نقطەی از چقدر متوسط بطور بزند سر م تواند که
توان بین سادەای خط رابطەی که م دهد نشان آزمایش م کنیم. استفاده ذره زیادی تعداد مشاهدەی از شده پخش فاصلەی
گفته پخش ثابت بالا، رابطەی در D تناسب ثابت به است. برقرار (∆x)۲ = ۲DT بصورت شدن پخش زمان و مسافت دوم
قابل هم y مولفەی مورد در بحث همین کردەایم. بحث ان م x مولفەی مورد در تنها بالا بحث در که کنید توجه م شود.

۱



پخش وپی ماکروس تفسیر ۲۲

داشته فرق هم با مختلف راستاهای در پخش ثابت که نداریم دلیل همسانگرد سامانەی برای و صورت این در است. بررس
باشند.

م توان نیز ری دی بصورت را شد مطرح آن از پخش ثابت استخراج و گذر اولین زمان محاسبەی برای بالا در که روش
اینجا در کردەایم. ذخیره ۰ < t < tⅿax برای x(t) تابع در را براون ذرەی حرکت مسیر مشخصات کنید فرض کرد. مطرح
دهیم. انجام براون ذرەی زیادی تعداد برای م توانیم را کار این م گیریم. نظر در را ان م از مولفە ی تنها سهولت برای

زیر رابطەی از م توانیم اکنون
∆x(T ) =

√
< (x(T )− x(۰))۲ >

شیب پخش، ضریب م شود. انجام براون ذرات روی متوسط گیری بالا رابطەی در آوریم. بدست ۰ < T < tⅿax هر برای را
است. (∆x(T ))۲ = ۲DT بصورت T برحسب (∆x(T ))۲ تابع
بصورت پخش ضریب که داد نشان ۱۹۰۵ سال در انیشتین

D =
kBT

ζ

ذر ەی شعاع a و مایع وزیتەی ویس η اینجا در دارد. بستگ ،ζ = ۶πηa براون ذرەی اک اصط ضریب و T مایع دمای به
اندازه را آوگادرو عدد پخش، تجربی مطالعەی با و انیشتین کار ادامەی در پرن ژان انیشتین، از پس بلافاصله است. براون
طرف از م آید. بدست بولتزمان ثابت عملا اک، اصط ضریب دانستن و پخش ضریب گیری اندازه با که کنید توجه گرفت.
N۰ = R/kB رابطەی طبق م توانیم م آید، بدست گازها حالت معادلەی مطالعەی از که گازها عموم ثابت دانستن با ر دی

آوریم. بدست را آوگادرو عدد
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م کند: صدق زیر پیوستگ معادلەی در ال چ تابع این یرید. ب نظر در را c(x, t) ال چ تابع با براون ذرات از مجموعەای

∂tc(x, t) + ∂xj(x, t) = ۰

اولا باشند. داشته خالص جریان م توانند ذرات دلیل ۲ به است. شده داده نشان j(x, t) با براون ذرات جریان ال چ آن در که
بصورت موضوع این کنند. حرکت ال کم چ ناحیەی به ال چ ناحیەی از دارند تمایل ذرات پخش، و براون حرکت دلیل به
م شود. ذرات سوق باعث باشد، خارج نیروی اگر ر دی طرف از م شود. نتیجه ذرات تصادف حرکت مشاهدەی از مستقیم

م شود: زیر بصورت جریان ال چ عامل، دو این گرفتن نظر در با

j(x, t) = −D∂xc(x, t) + vc(x, t)

ل ش به رابطەای سوق سرعت برای است. خارج نیروی دلیل به سوق سرعت v و پخش پدیدەشناخت ضریب D آن در که
زیر بصورت ال چ تحول معادلەی نهایت در است. خارج پتانسیل U آن در که یرید ب نظر در v = ζ−۱f = −ζ−۱∂xU

م شود:
∂tc = D∂۲

xc+ ζ−۱∂x(c∂xU).

م شود. گفته پخش معادلەی رابطه، این به
باید نامتناه سیستم ی برای آنجا ا و ∂tc = ۰ داریم انتظار تعادل حالت در است. تعادل حالت بررس جالب، موضوع
با باشد. مربوط ceq.(x) ∼ c۰ exp (− U

kBT ) بصورت پتانسیل با ال چ تعادل حالت در داریم انتظار ر دی طرف از .jeq. = ۰
شود: برقرار اک اصط ضریب و دما پخش، ضریب بین زیر ل ش به رابطەای باید که م بینیم ملاحظات، این گرفتن نظر در

D =
kBT

ζ
.

شد، تعریف قسمت این شناخت پدیده مدل در  که پخش ضریب که است این کرد توجه آن به باید نهایت در که موضوع
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کنید فرض منظور این برای بود. شده تعریف ذره ی براون حرکت اندازەگیری با که است قبل قسمت پخش ضریب همان
ذره حضور احتمال ال چ تعبیر c(x, t) تابع صورت این در دادەایم. قرار x = ۰ در آن را t = ۰ لحظەی در و داریم ذره ی تنها
معادلەی دهید نشان هست. هم نرمالیزه داریم انتظار که همانطور ،c(x, ۰) = δ(x) داریم: شده گفته شرط به توجه با است.

داشت: خواهد زیر بصورت جوابی c(x, ۰) = δ(x) اولیەی شرط با پخش دیفرانسیل

c(x, t) =
۱√

۴πDt
exp−

x۲
۴Dt ,

م کنیم: عمل زیر بصورت داشتیم، ∆x برای که تعریف به توجه با نداریم. خارج نیروی هیچ کردەایم فرض که

[∆x]۲ =

∫
dxx۲c(x, T ) = ۲DT.

م دهد. نشان را براون آزمایش تناسب ضریب و وپی ماکروس توصیف در پخش پدیدەشناخت ضریب تناظر اخیر رابطەی
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برای اطلاعات چه دقیق تر، بصورت و نیروها چه که است این سوال بنویسیم. را براون ذرەی حرکت معادلەی م خواهیم
صورت این در است. آب ولهای مول تصادف ضربات تاثیر تحت و دارد m جرم براون ذرەی داریم؟ نیاز معادله این نوشتن
سهولت برای و حرکت معادلەی نوشتن برای دارد. وجود تصادف نیروی ی و اینرس جملەی حرکتش معادلەی در قاعدتا

یرید: ب نظر در را زیر ل ش به معادلەای م دهیم. نشان x(t) با را آن و م کنیم توجه ذره ان م مولفەی ی به تنها

mẍ(t) + ζẋ(t) = f(t), (۱)

جانب از اک اصط نیروی ر م آوردەایم، جداگانه نیز را مایع اک اصط نیروی چرا داریم؟ f(t) تصادف نیروی از اطلاعات چه
که است ضربات از مجموعەای تصادف نیروی است؟ نشده گنجانده تصادف نیروی در و نم شود ناش مایع ولهای مول
این قدرت است. زمان همبستگ هرگونه از فارغ و صفر متوسطش م شود. وارد تصادف کاملا بصورت و آن بصورت
نتیجه در دارد. بستگ مایع فیزی مشخصەهای به تنها تصادف نیروی واقع در است. متناسب مایع دمای با تصادف ضربات
را اک اصط نیروی مجبوریم دلیل همین به ندارد. وجود آن در ذره اک اصط ضریب مثلا و اتلاف پدیدەهای از اطلاعات
ولهای مول جانب از متوال ضربات اک، اصط جملەی نبودن صورت در کنید توجه کنیم. وارد جداگانەای جملە ی بصورت
باعث اتلاف جملەی و تصادف نیروی همزمان وجود م شوند. ذره سرعت لحظەی به لحظه افزایش و شتاب باعث مایع
م توانیم جرم و اک اصط ضریب گرفتن نظر در با برسد. گرمایی تعادل به مایع با مدت از بعد بتواند براون ذرەی م شود،
رها مایع روی خاص اولیەی شرایط با را براون ذرە ی که کنید فرض بسازیم. τ = m/ζ بصورت مشخصه زمان ی
م رود. بین از تصادف نیروهای سبب به حرکت اولیەی سرعت یا جهت حافظەی ،τ اندازەی به زمان گذشت از بعد م کنیم.
جملەی اهمیت به ر دی مهم نکتەی م رساند. اثبات به را تعادل برقراری برای اتلاف وجود لزوم نیز اخیر مشاهدەی این
باشد، غالب اینرس برابر در اتلاف حقیقت در باشد، کم ذره جرم که شرایط در م شود. مربوط حرکت معادلەی در اینرس
م رسد. تعادل به مایع با آن بصورت ذره در حرکت هرگونە و ،τ → ۰ صورت این در کنیم. صرفنظر جرم جملەی از م توانیم
م شوند، مایع و براون ذرەی رسیدن تعادل به باعث تواما اک اصط و تصادف نیروهای آن در که بالا حرکت معادلەی به

م شود. گفته لانژون معادلەی
روی kBT = ۰٫۰۲eV ∼ ۴ × ۱۰−۲۱J با اتاق دمای در که یرید ب نظر در را a = ۱µⅿ شعاع به بران ذرەی ی
با م شود برابر است آب ال چ هم تقریبا چون ذره این جرم دارد. قرار η = ۱۰−۳Pa.s وزیتەی ویس با آب مثل مایع
مرتبەی از گرمایی میانگین سرعت و ζ ∼ ۱۰−۸Kgs−۱ با م شود برابر اک اص ضریب .m = (۴/۳)πa۳ρ ∼ ۱۰−۲۱Kg
حدود مسافت برای پخش زمان .D ∼ ۱۰−۱۳ⅿ۲s−۱ با است برابر دیفیوژن ضریب است. vrⅿs ∼

√
kBT/m ∼ ۱ⅿs−۱

که مسافت .τ ∼ ۱۰−۱۳s با م شود برابر سرعت همبستگ زمان م شود. ۱۰۳s مرتبەی از ذره، اندازەی برابر ۱۰ یعن ۱۰µⅿ
بسیار مسافت که است vrⅿs × τ ∼ ۱۰−۱۳ⅿ مرتبەی از کند ط م تواند گرماییش متوسط سرعت با همبستگ زمان در ذره



لانژون معادلەی حل ۴۴

پس و سرعت به باشد، داشته vrⅿs بزرگ به اولیەای سرعت اگر ، براون ذرە که است این موضوع این معن است. کوتاه
م رسد. اطرافش مایع با تعادل به کوتاه بسیار بسیار مسافت از

لانژون معادلەی حل ۴

و ادامه در کنید توجه البته یرید. ب نظر در v(−∞) = ۰ اولیەی شرط با v̇ + v/τ = f(t)/m بصورت را لانژون معادلەی
را دوم اولیەی شرط صورت آن در یریم. ب انتگرال ẋ = v(t) معادلەی از ر دی بار ی باید ان م اطلاعات آوردن بدست برای
توزیع هم و ضربات قدرت هم است. تصادف آن ضربات بصورت f(t) نیروی گرفت. خواهیم نظر در x(۰) = ۰ بصورت

داریم: تابع آن برای صورت این در کنیم، زین جای تابع ی با آن را بخواهیم اگر است. تصادف ضربات بین فاصلەی

⟨f(t)⟩ = ۰, ⟨f(t)f(t+ t′)⟩ = Aδ(t′), ⟨. . . ⟩ = ۱
T

∫ T

۰
. . . dt.

این که نیرویی م کنیم، کار براون ذرەی ی با اینجا هستند. زمان متوسط گیری شدەاند، تعریف بالا در که متوسط هایی
معادل روش کنیم. صحبت آنها زمان متوسط مورد در م توانیم و هستند زمان از تابع سرعتش و ان م و م کند تجربه ذره
دیدگاه، این در است. ذره زیادی تعداد حرکت مشاهدە پایەی بر که کرد تصور م توان براون حرکت تحلیل برای نیز ری دی
مطالعەی در دوم روش این م آید. بدست ذرات روی متوسط گیری با سرعت و ان م مثل دینامی کمیات از گیری  متوسط

فرض ذرەی زیادی تعداد دارد. وجود متوسط ها محاسبەی برای هم سوم روش دارد. کارآیی پخش پدیدەی اه آزمایش
تمام م کند. تجربە را تصادف نیروی از خاص تابع ی حرکتش طول در ذره هر م شوند. پخش که یرید ب نظر در را
را نیرو تابع خاص ل ش هر تحقق برای احتمال توزیع تابع کنید فرض یرید. ب نظر در را نیرو تابع برای نه مم تحقق های

بنویسیم: م توانیم زیر بصورت را x(t) مانند دینامی کمیت ی متوسط این صورت در باشیم. داشته P[f(t)] بصورت

⟨x(t)⟩ =
∫

D[f(t)]P[f(t)]x(t).

نتایج اخیر روش این با متوسط گیری نیرو، مختلف تحقق های برای مناسب توزیع تابع ی انتخاب با که داد نشان م توان
داد. خواهد را زمان گیری متوسط

تغییر با آورد. بدست تعادل شرط با را A نامشخص ضریب م توان چطور که م بینیم زمان متوسط گیری روش با ادامه در
بصورت لانژون معادلەی v = e−t/τw متغیر

ẇ =
۱
m
e

t
τ f(t),

داشت: خواهیم سرعت برای نهایت در مجدد، یری انتگرال با م شود.

v(t) =
۱
m

∫ t

−∞
dt′e

t′−t
τ f(t′).

این انجام با دهیم. قرار (۱/۲)kBT با برابر را آن و کرده حساب را (۱/۲)m < v۲ > م توانیم جواب این از استفاده با اکنون
با آید. بدست ان م تا گرفت انتگرال آن از ر دی بار ی م توان سرعت دانستن با اکنون .A = ۲ζkBT که م بینیم محاسبه،

داشت: خواهیم x(۰) = ۰ اولیەی شرط

x(t) =
۱
m

∫ t

۰
dt۱

∫ t۱

−∞
dt۲e

t۲−t۱
τ f(t۲).

م کنیم: محاسبه را < [x(t)− x(۰)]۲ > اکنون

< [x(t)− x(۰)]۲ >=
۱
m۲

∫ t

۰
dt۱

∫ t۱

−∞
dt۲

∫ t

۰
dt۳

∫ t۳

−∞
dt۴e

t۲+t۴−t۱−t۳
τ < f(t۲)f(t۴) >,
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داریم:

< [x(t)− x(۰)]۲ >=
۲ζkBT
m۲

∫ t

۰
dt۱

∫ t۱

−∞
dt۲

∫ t

۰
dt۳

∫ t۳

−∞
dt۴e

t۲+t۴−t۱−t۳
τ δ(t۲ − t۴),

تر کوچ t۳ از t۲ لزوما نیستیم مطمئن که است این علت گرفت. دیرک دلتا تابع کم با را t۴ روی انتگرال بسهولت نم توان
یرید: ب نظر در را زیر بصورت یری انتگرال حدود تغییر باشد. t۴ یری انتگرال محدودەی در t۲ درواقع یا ∫باشد t

۰
dt۱

∫ t

۰
dt۳ = ۲

∫ t

۰
dt۳

∫ t۳

۰
dt۱,

روی انتگرال گیری صورت این در t۱ < t۳ بالا حدود تغییر طبق و t۲ < t۱ اولا چون م شود حل بالا ل مش متغیر تغییر این با
م شود. انجام بسهولت t۴

< [x(t)− x(۰)]۲ >=
۴ζkBT
m۲

∫ t

۰
dt۳

∫ t۳

۰
dt۱

∫ t۱

−∞
dt۲e

۲t۲−t۱−t۳
τ ,

که: م بینیم محاسبه ادامەی با
< [x(t)− x(۰)]۲ >= ۲kBT

ζ
[t+ τ(e−t/τ − ۱)],

م رسیم. < [x(t)− x(۰)]۲ >= ۲Dt آشنای رابطەی به t ≫ τ حد در
و R(t۱) =< v(t)v(t+ t۱) > م کنیم تعریف کرد. بررس م توان که است ری دی مهم کمیت سرعت، همبستگ تابع

م کند: صدق زیر بصورت لانژون معادلەی در همبستگ تابع این که دید م توان

Ṙ+
R

τ
= ۰, R(۰) =< v۲ >=

kBT

m
.

،τ مشخصەی زمان که م شود معلوم اینجا از م دهد. R(t) = (kBT/m)e−t/τ بصورت جوابی معادله این حل نتیجەی
همبستگ  مشخصه، زمان این از بزرگتر زمان های برای م شود. حفظ زمان آن در خودش با سرعت همبستگ که است زمان

م رود. بین از سرعت
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کار این کنیم، توجه مهم موضوع دو به که صورت در کنیم. مطالعه فوریه فضای در را لانژون معادلەی داریم تمایل گاه
متوسط جای به اینکه دوم شود. لحاظ درست به فیزی اثرهای زمان انتشار در علّ ساختار باید اینکه اول است. پذیر ان ام
حفظ مورد در بیشتر بحث شود. استفاده تصادف نیروی برای نه مم تحقق های تمام روی متوسط گیری از زمان گیری های

داریم: م دهیم. نشان x̃(ω) با را x(t) زمان به وابسته تابع هر فوریەی تبدیل م شود. انجام بعدا علّ ساختار

x(t) =

∫ ∞

−∞

dω

۲π x̃(ω)e
−iωt, x̃(ω) =

∫ ∞

−∞
dtx(t)eiωt,

∫ ∞

−∞

dω

۲π e
−iωt = δ(t),

دید م توان است، حقیق x(t) نظرما مورد متغیر اینکه به توجه با است. دیرک دلتای تابع انتگرال نمایش آخر، رابطەی که
باشد. داشته را x̃∗(ω) = x̃(−ω) خاصیت باید فوریەاش تبدیل که

ان م البته است. (−imω+ζ)ṽ(ω) = f̃(ω) بصورت ذره سرعت فوریەی تبدیل حسب بر لانژون معادلەی که است واضح
زیر ل ش به فوریه فضای در تصادف نیروی همبستگ م آید. بدست x̃(ω) = (−iω)−۱ṽ(ω) بصورت سرعت دانستن با ذره

م شود:
⟨f̃(ω)f̃(ω′)⟩ = ۲πAδ(ω + ω′).
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داریم: م کنیم. استفاده ⟨v۲(t)⟩ = kBT/m تعادل شرط از قبل مطابق A ثابت آوردن بدست برای

⟨v۲(t)⟩ =

∫
dω

۲π

∫
dω′

۲π e−i(ω+ω′)t ⟨f̃(ω)f̃(ω′)⟩
(−imω + ζ)(−imω′ + ζ)

=
A

m۲
τ

۲i

∫
dω

۲π

(
۱

ω − i
τ

− ۱
ω + i

τ

)

=
A

۲mζ
, (۲)

م شود: محاسبه زیر بصورت جابجایی مربع میانگین .A = ۲ζkBT داریم: نتیجه در

⟨(x(t)− x(t′))۲⟩ =

∫
dω

۲π

∫
dω′

۲π
(
e−i(ω+ω′)t + e−i(ω+ω′)t − ۲e−iωt−iω′t′

)
⟨x̃(ω)x̃(ω′)⟩

=
۴ζkBT
m۲

∫
dω

۲π
(

۱ − e−iω(t−t′)
) ۱
ω۲(ω۲ + ۱/τ۲)

=
۴ζkBT
m۲ τ۲

∫
dω

۲π
(

۱ − e−iω(t−t′)
)( ۱

ω۲ − ۱
(ω۲ + ۱/τ۲)

)
= −۴ζkBT

τ۲

m۲

(∫
dω

۲π
۱ − e−iω(t−t′)

ω۲ + ۱/τ۲ − (τ → ∞)

)

=
۲kBT
ζ

(
|t− t′| − τ(۱ − e−|t−t′|/τ )

)
. (۳)
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شارەی ی در شد. بررس م شود، داده ζ = ۶πηa ثابت عدد با آن در اتلاف ضریب که سادەای شارەی پیشین، بحث در
در م شود. دادە م دهد رخ والاستی ویس شارەهای در که حافظەداری فرآیند های با اتلاف ضریب ، خط والاستی ویس
ζ(t − t′) آن در که م شود، داده ∫∞

−∞ dt′ζ(t − t′)v(t′) شبیه رابطەای با اک اصط نیروی کل خیل بصورت و صورت این
زیر صورت لانژون معادلەی صورت این در دارد. بستگ شاره رفتار به آن بیشتر جزییات که علّ ساختار با است تابع

م شود:

mv̇(t) +

∫ ∞

−∞
dt′ζ(t− t′)v(t′) = f(t). (۴)

کنیم. استفاده χ̃(ω) بصورت را آن فوریەی تبدیل م توانیم شود، گرفته نظر در ζ(t) تابع بودن عل به مربوط ملاحظات اگر
z = ω+ iy موهوم فرکانس برای را ζ(t) فوریەی تبدیل ابتدا که است صورت این به بودن علّ ملاحظات خلاصه، بصورت
فرکانس موهوم قسمت م توانیم حال است. تحلیل کاملا بالایی نیم صفحەی در آمده بدست تابع م کنیم. حساب (y > ۰)

آید. بدست χ̃(ω) = limy→۰+ χ̃(z = ω + iy) بصورت پاسخ تابع معمول فوریەی تبدیل تا برسانیم صفر به را
کنیم: استفاده بالا معادلەی حل برای فوریه تبدیل از م توانیم بسهولت اکنون

ṽ(ω) =
f̃(ω)

−imω + ζ̃(ω)
.

باید گرمایی تعادل در باشد؟ باید ونه چ تصادف نیروی همبستگ تابع گرمایی، تعادل برقراری برای که است این سوال
پس: ⟨v۲(t)⟩ = kBT/m

⟨v۲(t)⟩ =

∫
dω

۲π

∫
dω′

۲π e−i(ω+ω′)t ⟨f̃(ω)f̃(ω′)⟩
(−imω + ζ̃)(−imω′ + ζ̃)

, (۵)
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زیر ل ش به همبستگ تابع م زنیم حدس

⟨f̃(ω)f̃(ω′)⟩ = ۲πA(ω)δ(ω + ω′),

آوریم. بدست را A(ω) تابع سع م کنیم و کند برقرار را تعادل بتواند

kBT

m
= ⟨v۲(t)⟩ =

∫
dω

۲π
A(ω)

(−imω + ζ̃)(imω + ζ̃∗)
, (۶)

تبدیل باید است حقیق تابع ی زمان فضای در پاسخ تابع چون که کردەایم استفاده این از بالا رابطەی در که شود توجه
با موهوم صفحەی به را یری انتگرال متغیر ابتدا بالا انتگرال گرفتن برای باشد. ζ̃(−ω) = ζ̃∗(ω) خاصیت دارای فوریەاش
مسیر م توانیم پس راست هم صفر به بینهایت نیمدایرەی روی در انتگرال ده که کنید توجه اکنون م دهیم. گسترش ω → z

است شده یل تش بالایی) نیم صفحەی کل (یعن بی نهایت نیمدایرەی و حقیق محور از که بستەای مسیر به را یری انتگرال
دهیم: گسترش

kBT

m
=

∮
dz

۲π
A(z)

(−imz + ζ̃)(imz + ζ̃∗)
, (۷)

تنها انتگرالده پس است، تحلیل حتما بالایی نیم صفحەی در نیز χ̃ تابع م دانیم که آنجا از و باشد تحیل A حدس تابع اگر
م شود معلوم قطب ها موهوم قسمت های بررس با است. قطب دارای imz۲ = −ζ̃∗(z۲) و imz۱ = ζ̃(z۱) نقطەی دو در
ζ̃ = ζ̃ ′ + iζ̃ ′′ دهیم قرار اگر است. پایین نیم صفحەی در ری دی و بالا نیم صفحەی در قطب های از ی صورت هر در که
نتیجە در است. پایین نیم صفحەی در ری دی و بالایی نیم صفحەی در z۲ قطب که م شود دیدە ،ζ̃ ′ > ۰ کنیم فرض مثلا و

شود: حساب z۲ قطب روی در مانده کافیست

kBT

m
=

۱
m۲

∮
dz

۲π
A(z)

(z − ζ̃
im )(z + ζ̃∗

im )

=
۱
m۲

۲πi
۲π

A(z۲)

۲i ζ̃′

m

, (۸)

استدلالهایی با ζ̃ ′ < ۰ حالت برای که شود توجه م رساند. مطلوب نتیجەی به را ما A = ۲kBT ζ̃ ′ جانشان که است واضح
خلاصه: شد. خواهد حفظ نهایی نتیجەی مشابه

⟨f̃(ω)f̃(ω′)⟩ = ۲kBT ζ̃ ′(ω)(۲π)δ(ω + ω′).

داریم: زمان فضای به بازگشت با

⟨f(t)f(t′)⟩ = ۲kBT
∫

dω

۲π
ζ̃(ω) + ζ̃(−ω)

۲ e−iω(t−t′)

= ۲kBT
∫

dω

۲π
۱
۲ ζ̃(ω)

(
e−iω(t−t′) + eiω(t−t′)

)
= ۲kBT

۱
۲ (ζ(t− t′) + ζ(t′ − t))

= ۲kBTζe(t− t′), (۹)

است. ζ(τ) تابع زوج قسمت ζe(τ) = (۱/۲)(ζ(τ) + ζ(−τ)) آن در که
کنیم: بازنویس زیر بصورت را فوریه فضای در ان م همبستگ تابع م توانیم نیرو، همبستگ تابع دانستن با

⟨x̃(ω)x̃(ω′)⟩ = ۲kBT
ζ̃ ′(ω)

ω۲(−imω + ζ̃(ω))(imω + ζ̃∗(ω))
(۲π)δ(ω + ω′). (۱۰)
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غیر سهم ⟨x̃(ω)x̃(−ω)⟩ = ⟨|x̃(ω)|۲⟩ جملەی تنها چپ سمت در که م شود واضح بالا، عبارت راست سمت ملاحظەی با
م شود، داده نشان C(ω) با که افت وخیز ها قدرت طیف برحسب زیر بصورت را بالا رابطەی داریم تمایل معمولا دارد. صفر

بنویسیم:
⟨x̃(ω)x̃(ω′)⟩ = C(ω)(۲π)δ(ω + ω′),

م شود: داده زیر بصورت افت خیزها طیف آن در که

C(ω) = ۲kBT
ζ̃ ′(ω)

ω۲| − imω + ζ̃(ω)|۲
.

فرکانس های از مجموعەای با فوریه فضای در و صورت این در داریم. سروکار گسسته زمان سری های با معمولا عمل در
داشت: خواهیم دهیم، نشان ∆ω با را متوال مجاز فرکانس دو بین فرکانس اختلاف اگر مواجهیم. گسسته

⟨|x̃(ω)|۲⟩ = ۲π
∆ω

C(ω).
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کرد. استفاده است غوطەور آن در ذره که شارە ای رئولوژی خواص بررس برای م توان آزمون ذرەی ی افت وخیز های از

م کنیم. صحبت شارەها رئولوژی خواص مورد در مختصر بصورت ابتدا است، پذیر ان ام اینکار چطور ببینیم اینکه برای
شاره، به زمان به وابسته برش تنش ی اعمال با واقع در م شود. داده شاره آن پاسخ تابع با شاره ی رئولوژی خواص
وابسته تنش به را شده تولید جریان که است خط ضریب شاره، خط پاسخ تابع کنیم. رابررس شده ایجاد جریان م توانیم
شده اعمال کرنش نرخ و کرنش م دهیم. نشان شده حاصل کرنش نرخ میزان با را شاره در شده ایجاد جریان معمولا م کند.
م شود: تعریف زیر بصورت پاسخ تابع کل حالت در م دهیم. نشان σ با را برش تنش م دهیم. نشان γ̇ و γ با ترتیب به را

σ(t) =

∫ ∞

−∞
dt′G(t− t′)γ(t′),

داریم: فوریه فضای در است. علّ ساختار با پاسخ تابع G(t− t′) آن در که

σ̃(ω) = G̃(ω)γ̃(ω).

σ = ηγ̇ ل ش به آن در کرنش تنش⁃نرخ رابطەی که ساده نیوتن شارەی ی در است. آموزنده ، بدیه و ساده حالت ۲ بررس
طرف از م دهد. G̃ = ۰ + iG̃′′ = −iωη بصورت را شاره وزیتەی ویس هم آن و دارد موهوم قسمت فقط پاسخ تابع است،
این در است. σ = G۰γ بصورت ⁃کرنش تنش رابطەی است، G۰ آن برش مدول که ساده کشسان سیستم ی در ر دی

م دهد. G̃ = G̃′ + ۰ × i = G۰ بصورت را سیستم برش مدول که دارد حقیق قسمت فقط پاسخ تابع صورت
آن در آزمون ذرەی ی حرکت بخواهیم اگر م شود. مشخص G̃ پاسخ تابع با که والاستی ویس شارەی به بازگردیم

ی سان وش آن در که شود زین جای چیزی با باید ζ = ۶πηa استوکس ثابت ضریب که کنیم توجه باید کنیم، بررس را
η → η̃(ω) = بصورت باید زین جای که م شود معلوم ، نیوتن شارەی با تناظر از است. فرکانس به وابسته پیچیدەی تابع

م دهیم: قرار ،۴ حرکت معادلەی در که م شود انجام بصورت زین جای این شود. انجام G̃(ω)/(−iω)

ζ̃(ω) = ۶πaG̃(ω)

−iω
.

طیف دقیق مطالعەی با درواقع دارد. بستگ ζ̃ به براون ذرەی افت وخیز های قدرت طیف که م شود دیده ۱۰ رابطە ی از
آوریم. بدست را G̃(ω) = G̃′(ω) + iG̃′′(ω) ، والاستی ویس شارەی مختلط پاسخ تابع م توانیم افت وخیزها قدرت
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انتگرال ها  برخ محاسبەی
یرید: ب نظر در را زیر انتگرال

I۱ =

∫ ∞

−∞
dω

۱
ω − iω۰

مختلط صفحەی در مختلط متغیر ی ω = z متغیر کنید فرض م گیریم. کم مختلط توابع از انتگرال محاسبەی برای
در انتگرالده شود. گرفته حقیق محور روی است قرار انتگرال است. شده داده نشان هم چپ) (قسمت ل ش در که است
اینکه به توجه با یرید. ب نظر در را c−∞ نیمدایرەی و حقیق محور از ل متش بستەی مسیر دارد. قطب ی z = iω۰ نقطەی

است. شده داده نشان مختلط صفحەی در یری انتگرال برای استفاده مورد مسیر های :۱ ل ش

با حقیق محور روی انتگرال نتیجه در است. صفر بستە مسیر آن روی انتگرالش پس ندارد، قطبی مسیر این درون انتگرالده
نتیجه: در .r → ∞ که dz = idθz و z = reiθ داریم بی نهایت نیمدایرەی این روی م شود. داده c−∞ روی انتگرال منف

I۱ = −
∫
c−∞

dz

z − iω۰
= −

∫ π

۲π
(idθ) = πi.

مشابه: روش به
I۲ =

∫ ∞

−∞
dω

۱
ω + iω۰

= −πi.

یرید: ب نظر در را زیر انتگرال اکنون
I۳ =

∫ ∞

−∞

dω

۲π
e−iωt

ω − iω۰

انتگرال اکنون م شود. را هم صفر به e−∞×t بصورت انتگرالده c−∞ نیمدایرەی روی صورت این در .t > ۰ کنید فرض ابتدا
این درون قطبی هیچ اینکه به توجه با م دهیم. گسترش c−∞ نیمدایرەی و حقیق محور از ل متش بستەای مسیر به را فوق
مسیر آن روی هم انتگرال پس ،c−∞ روی انتگرالده شدن صفر به توجه با که کنید توجه م شود. صفر جوابش نداریم، مسیر

نهایت در م شود. صفر
I۳ = ۰, t > ۰.

ل متش بستەای مسیر حال م شود. صفر e−∞×|t| بصورت c+∞ مسیر روی انتگرال ده صورت این در .t < ۰ کنید فرض حال
نظر مورد انتگرال مقدار پس ندارد، سهم نیمدایره روی انتگرالده چون یرید. ب نظر در را c+∞ نیمدایرەی و حقیق محور از

است: برابر بستە مسیر روی انتگرال با ما

I۳ =

∫ ∞

−∞
+

∫
c+∞

= ۲πiResz=iω۰ = ie−ω۰|t|, t < ۰.
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نتیجه در

I۳ =

{
ie−ω۰|t|, t < ۰,
۰, t > ۰.

تابع انتگرال نمایش به صورت این در یریم. ب را ϵ → ۰ حد و ω۰ = ϵ دهیم قرار م توانیم اخیر نتیجەی از استفاده با اکنون
م رسیم: زیر بصورت پله

Θ(t) = lim
ϵ→۰

∫ ∞

−∞

dω

۲πi
eiωt

ω − iϵ
=

{
۱, t > ۰
۰, t < ۰.

است: مفید معمولا هم زیر اتحاد
lim
ϵ→۰

۱
ω − iϵ

= PV ۱
ω

+ iπδ(ω),

آن در که
PV

∫
dω

۱
ω

:=

(∫ −ϵ

−∞
+

∫ ∞

ϵ

)
dω

۱
ω
.

مسیر روی انتگرال اکنون یرید. ب نظر در را ندارد قطبی بالایی نیم صفحەی در که f(z) مختلط تابع بالا اتحاد تحقیق برای
بسته مسیر درون چون شود صفر باید انتگگرال این جواب یرید. ب نظر در را وسط) (قسمت ل ش در شده مشخص بستەی

نداریم. قطبی هیچ

lim
ϵ→۰

∮
f(z)

z − iϵ
= ۰

ر دی طرف از
lim
ϵ→۰

∮
f(z)

z − iϵ
=

∫
c∞

+

∫ ∞

−∞
.

که حقیق محور روی انتگرال م ماند پس م رسد. صفر به c∞ مسیر روی انتگرال نشود، واگرا بی نهایت در f(z) تابع اگر
م کنیم: تفکی زیر بصورت را ∫آن ∞

−∞
dω

f(ω)

ω
= PV

∫
dω

f(ω)

ω
+

∫
c۰

dz
f(z)

z
.

آید: بدست تا م شود گرفته سهولت به c۰ کوچ بی نهایت نیمدایرەی روی انتگرال

PV
∫

dω
f(ω)

ω
= −

∫
c۰

dz
f(z)

z
= πif(۰).
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علّ تابع فوریەی تبدیل

تابع و دلخواه تابع ی حاصلضرب از که تابع هر باشد. صفر t < ۰ برای مقدارش هرگاه م گوییم علّ را χ(t) حقیق تابع
م شود: بیان زیر متداول تعریف با فوریه تبدیل کنیم، فراموش را بودن علّ اگر است. علّ باشد، شده درست پله

χ̃(ω) =

∫ ∞

−∞
dtχ(t)eiωt, ω ∈ R.

انتگرال رایی هم در ل مش م رسد بەنظر صورت این در م کند. مثبت زمان های به محدود را انتگرال  علّیت شرط اعمال
استفاده فوریه تبدیل از و زد دور م توان را ل مش این چطور که م کنیم بررس باشد. داشته وجود χ̃(ω) =

∫∞
۰ dtχ(t)eiωt

هم به انتگرال بصورت χ̃(ω) تابع موهوم و حقیق قسمت های علّیت اصل اعمال با که م دهیم نشان فراتر آن از کرد.
م شوند. مربوط

داریم بالایی نیم صفحەی در باشد. ω حقیق فرکانس همان آن حقیق محور که یرید ب نظر رادر مختلط صفحەی
کنیم فرض اگر م سازیم. را χ̃(z) تابع و م دهیم گسترش مختلط صفحەی این به را χ̃(ω) تابع .y > ۰ آن در که z = ω+ iy

کافیست است ساده موضوع این مشاهدەی است. تحلیل بالایی نیم صفحەی در χ̃(z) آنگاه واگرانباشد، t → ∞ در χ(t)

موضوع م کند. را هم راحت تر را انتگرال  عملا y > ۰ برای e−yt عامل مختلط، صفحەی به گسترش این در که کنیم توجه
z = ω + iy مختلط متغیر برای را فوریه تبدیل م توانیم ابتدا واقع در حل م شود. ترفند همین با نیز فوریه تبدیل واگرایی
تابع حدی فرآیند ی بصورت تا م بریم صفر به را مختلط متغیر موهوم قسمت ادامه در آوریم. بدست را χ̃(z) و بسازیم

داریم: خلاصه بصورت شود. ساخته χ̃(ω) = limy→۰+ χ̃(z = ω + iy)

χ̃(ω) = lim
y→o+

∫ ∞

۰
dtχ(t)eiωte−yt.

یریم. می انتگرال آن روی χ̃(ω)
ω−ω′ تابع از و یرید ب نظر در را راست) (قسمت ل ش در شده مشخص بستەی مسیر اکنون

پس: م شود صفر جوابش نیست آن درون قطبی ∮چون
dz

χ̃(z)

z − ω′ =

(∫
c∞

+PV
∫

+

∫
c۰

)
(· · · ) = ۰,

پس
PV

∫
dω

χ̃(ω)

ω − ω′ = −
∫
c۰

dz
χ̃(z)

z − ω′ = πiχ̃(ω′)

م نویسند: زیر بصورت را نهایی رابطەی معمولا

χ̃(ω′) =
۱
πi

PV
∫

dω
χ̃(ω)

ω − ω′ .

روابط به دهیم، قرار اخیر رابطەی در و کرده تفکی χ̃ = χ̃′ + iχ̃′′ بصورت را χ̃ تابع موهوم و حقیق قسمت های اگر
م رسیم: کرونی کرامرز

χ̃′(ω) = PV
∫

dω′

π

χ̃′′(ω′)

ω′ − ω
, χ̃′′(ω) = −PV

∫
dω′

π

χ̃′(ω′)

ω′ − ω
.

بنویسیم: آن موهوم قسمت برحسب م توانیم را پاسخ تابع که م دهیم نشان اکنون

χ̃(ω) = χ̃′(ω) + iχ̃′′(ω) =
۱
π
PV

∫
dω′ χ̃

′′(ω′)

ω′ − ω
+ i

∫
dω′δ(ω′ − ω)χ̃′′(ω′)

=
۱
π

∫
dω′

(
PV ۱

ω′ − ω
+ iπδ(ω′ − ω)

)
χ̃′′(ω′) = lim

ϵ→۰

∫
dω′

π

χ̃′′(ω′)

ω′ − ω − iϵ
. (۱۱)
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داریم: نهایت در

χ̃(ω) = lim
ϵ→۰

∫
dω′

π

χ̃′′(ω′)

ω′ − ω − iϵ
.

کنیم. بازسازی آن حقیق قسمت دانستن با را پاسخ تابع کامل رفتار م توانیم مشابه روش به


