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درک و هستند ͷکلاسی ͷفیزی از مهمͬ قسمت شارەها، ͷانیͺم و پیوسته محیط های ͷانیͺم

دارد. شارەها ͷانیͺم دانش به احتیاج روزمره، پدیدەهای از بسیاری در ͬͺفیزی سازوکارهای

انسان دانست. بشر قدمت اندازەی به را شارشͬ پدیدەهای به توجه شروع و پیدایش بتوان شاید

لئوناردو و ارشمیدس است. ͬ  اندیشیده م هوا  در پرندگان پرواز و آب حرکت به همواره نخستین،

یونان، نامͬ ͬ دان ریاض ارشمیدس، هستند. شارەها علم در مؤثر افراد ͬ ترین قدیم از داوینچͬ

بودن شناور به مربوط قوانین او داشت. شارەها به زیادی توجه میلاد، از پیش سال ۲۵۰ حدود

واقعͬ شهود ایجاد در زیادی سعͬ خود کتاب در قبل، سال ۵۰۰ نیز داوینچͬ کرد. کشف را

ناپذیر تراکم شارەهای برای را جرم پایستگͬ قوانین وی است. کرده شارەها جریانͬ خطوط برای

افرادی دیͽر از رینولدز و تیلور توریچلͬ، برنولͬ، . [۴۷ ،۲۷] است آورده دست به درستͬ به

داشتەاند. شارەها ͷانیͺم مبانͬ توسعەی   و گسترش در بەسزایی تأثیر که هستند

زیادی فیزیͺدانان و بەروز آن از مختلفͬ جنبەهای هنوز شارەها، دانش بودن قدیمͬ باوجود

برجستەای جایͽاه روز، ِͷفیزی در شاخص بەطور و علم در شارەها دانش هستند. آن مسائل  درگیر

مثل صنعتͬ روزمرەی مسائل  در شارەها ͷانیͺم که کاربردی و تاریخͬ سابقەی از جدا دارد.

حرکت ،(... و کشتͬ و (هواپیما شناور و پرنده اجسام شناسͬ حرکت لولەها، درون جریانهای
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بسیاری دارد،  نوع این از مسائل  دیͽر و گرمایی موتورهای و توربین ها سد، پشت شارەهای شناسͬ

روشنگر مثال های دارند. لازم را شارەها ͷانیͺم به بنیادی توجه که هستند نیز دیͽر مسائل  از

بͽیرید. نظر در را زیر

شارەها ͷانیͺم از وسیعͬ کاربرد که هستند شاخەهایی مهم ترین از شناسͬ اقلیم و هواشناسͬ

است لازم هوایی، شرایط مدت بلند و مدت میان مدت، کوتاه ͬ های پیش بین برای دارند. نیاز را

شارەها تحولͬ معادلات بودن غیرخطͬ شود. بررسͬ اقیانوس ها و جو شدەی جفت ͷدینامی تا

بودن پیچیده برای اساسͬ دلایل اقلیم، سیستم̧ بودن بزرگ البته و ناویه⁃استوکس) (معادلەی

بین از ،ͷکلاسی ͷفیزی مسائل  ترین سخت از ͬͺی عنوان به تلاطم مسألەی هستند. مسائل  این

سعͬ دارد. اساسͬ نمود جوی پدیدەهای در نشدەاند، حل هنوز که شماری انگشت مسألەی چند

مطالعەی در اساسͬ چالش های از بیشتر، کارائͬ با عددی روش های یا دقیق جوابهای یافتن در

است. اقلیم تحول مسألەی

نرم چͽال مادەی شاخەی به که بیشتری توجە بەهمراه و اخیر دهەی دو در دیͽر، طرف از

و صنعتͬ پلیمری ِ شارەهای ͬ شود. م احساس بیشتر شارەها دانش به احتیاج گرفته، صورت

چͽال مادەی مسائل  مثال های مهم ترین از خون و سلولͬ درون شارەی مایع، بلورهای زیستͬ،

باعث دارند، آنها که شارشͬ و ͬͺاپتی فردِ به منحصر خواص و مایع بلورهای کشف هستند. نرم

رفتار های با شارەها این بیشتر ِ ͬ شارش خواص شود. صنعت در آنها از زیادی استقبال تا شده

در دارد، وجود برش نرخ و تنش بین خطͬ ارتباط نیوتنͬ شارەهای در نیست. سازگار نیوتنͬ

بە ندارد. وجود برش نرخ و تنش بین سادەای خطͬ ارتباط پلیمری، شارەهای در که صورتͬ

رفتارهای مطالعەی ͬ شود. م گفته نیز نانیوتنͬ شارەهای پیچیده، شارەهای نوع این به سبب، این

از مختصری کتاب این در ͬ گیرد. م صورت مقیاس بزرگ و ریزمقیاس صورت دو به نانیوتنͬ

بررسͬ را نانیوتنͬ شارەهای برای ریزمقیاس مدل های سادەترین از برخͬ و پدیدەشناختͬ مبانͬ

ͬ کنیم. م

است. شارەها ͷانیͺم کاربرد برای دیͽری مثال آن، لایەهای حرکت  شناخت و زمین ͷفیزی

زمین شناسان ͬ گیرد. م انجام سال میلیون زمانͬ مقیاسهای در سامانەها این به مربوط اتفاقات

سعͬ کردەاند، ارائه زمین تحول برای که شارەها ͷانیͺم بر مبتنͬ نظری ِ مدل های مطالعەی با

و نفتͬ مخازن کشف کنند. ارائه آتش فشان و زلزله مثل پدیدەهایی از درستͬ تصویر تا ͬ کنند م
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سعͬ آن در که است زمین علم از دیͽر حوزەای بیشتر، کارائͬ با استخراجͬ راهͺارهای ارائه 

ͷفیزی و شناسͬ کیهان در گیرد. صورت متخلخل محیط های در شارەها حرکت شناسͬ تا ͬ شود م

مجموعەی آنجا در ͬ شود. م استفاده کهͺشانها تحول بررسͬ برای شارەها ͷانیͺم از سماوی

مقیاس هایی در این، بر علاوه ͬ شود. م گرفته نظر در پذیر تراکم شارەای عنوان به کهͺشانها

عنوان به ͬ شود. م فراوانͬ استفادەی شارەها ͷانیͺم از نیز ستارەها درونِ کهͺشان، از کوچͺتر

پیوسته دارد، نیز مغناطیسͬ خواص که پیچیده شارەای بͽیرید. نظر در را خورشید ͷفیزی مثال

خورشیدی، لͺەهای ِͷفیزی از واضحͬ تصویر هنوز ͬ شود. م متحول سال میلیون ها طͬ در و

نداریم. اختیار در خورشید با مرتبط پدیدەهای از دیͽر بسیاری و خورشید تاج شرارەهای ساختار

احتیاج هستند، شارشͬ ناپایداری های نوع از خورشیدی پدیدەهای از بسیاری که مهم ادعای  این

دارد. بیشتری ͬ های بررس به

این از مناسبی دانش ،ͷفیزی رشتەی دانشجویان عموماً شارەها، ͷانیͺم اهمیت باوجود

اساسͬ ضعف های از ͬͺی شارەها، ͷانیͺم به بی توجهͬ که ادعا این ͬ کنند. نم کسب شاخه

برنامەی در البته نیست. حقیقت از دور خیلͬ است، ͷفیزی دانشجویان آموزشͬ دورەهای در

جنبەهای برخͬ مورد در پایە دروس در که پراکندەای مطالب بر علاوه کارشناسͬ، دورەی آموزشͬ

مختلفͬ، دلایل به ولͬ است، شده گنجانده نیز شارەها ͷانیͺم اختیاری درس دارد، وجود شارەها

از فارسͬ، زبان به مناسبی منبع نبود و درس بودن اختیاری ͬ شود. نم درس این به مناسبی توجه

با بسیاری کتابهای است. مدرسین جانب از هم و دانشجویان طرف از بی توجهͬ، این دلایل

برای که است شدە تألیف یا ترجمه فارسͬ زبان به آن به مرتبط موارد یا شارەها ͷانیͺم عنوان

مناسب ͷفیزی دانشجویان برای کتابها نوع این دارند. کاربرد مهندسͬ رشتەهای دانشجویان

نیم سال، ۳ تا ۲ آموزشͬ دورەی ͷی در که شدەاند طراحͬ طوری کتابها این طرفͬ از نیستند.

درس اگر حتͬ ،ͷفیزی دانشجوی برای ͬ آموزند. م دانشجو به را شارەها دانش اساسͬ اصول

علاوه داد. گسترش نیم سال ۳ تا را آن آموزش زمانِ که نیست منطقͬ شود، نیز الزامͬ شارەها

از خاصͬ مسائل  به مربوط عددی مثالهای و کاربردی جنبەهای مهندسͬ کتاب های در این،  بر

ͬ شوند. م ارائه شارەها ͷدینامی ͬͺفیزی مبانͬ از تر پررنگ بسیار صنعتͬ، پدیدەهای

این هدف ͬ دهند. م نشان را کتاب این تألیف انگیزەهای از بخشͬ بالا، در برشمرده دلایل

شارەها دانش ͬͺفیزی مبانͬ ارائەی نیست. شاره ͷانیͺم موضوعات تمامͬ به پرداختن کتاب
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مطالب برخͬ به ابتدا که است صورت این به کتاب این ساختار است. کتاب این اصلͬ اولیت

شاره، به مربوط تعاریف ͬ شود. م اشاره است، شارەها ͷانیͺم کتاب هر لازمەی که استاندارد

ناویە⁃ (معادلات اتلافͬ شارەهای حرکتͬ معادلات و پایستار شارش های وشͺسانͬ، تنش،

مطالب برخͬ به سپس ͬ گیرند. م قرار دسته این در ناپایداری ها به مربوط بحث و استوکس)

میͺرونͬ طولͬ مقیاس در شارش ها شاره، دو مشترک فصل با مرتبط پدیدەهای مثل تر خاص

از شود. بیان اصلͬ مبانͬ ͬ شود م سعͬ بخش هر در ͬ شود. م پرداخته نانیوتنͬ شارش  های و

ارائەی روی تأکیدی مثالها، از تعدادی  در ͬ شود. م استفاده مبانͬ توسعەی برای نیز مثالها برخͬ

دورەی ͷی برای شود. استفاده نیز تقریبی جنبەهای از است ممͺن و نیست ریاضͬ دقیق جوابهای

دورەهای برای فصول این مباحث کرد. صرف نظر بعد به ۷ فصل های از ͬ توان م مقدماتͬ آموزشͬ

توصیە علاقەمند خوانندەی به ͬ شود. م توصیه تکمیلͬ تحصیلات مقاطع در پیشرفتەتر آموزشͬ

کند مراجعه لیفشیتز، و لانداو تالیف شارەها ͷانیͺم کتاب به بیشتر مطالعەی برای حتماً ͬ کنم م

است. شده بررسͬ ریاضͬ وسواس و دقت با کتاب این در نیوتنͬ، شارەهای ͬͺفیزی مبانͬ . [۱]

موضوعات از بسیاری شارەها، مبانͬ ارائەی بر علاوه ، فیبر و گویون تالیف زیبا بسیار کتاب دو

.[۵ ،۴] کردەاند بررسͬ شهودی تر دید گاه با را روزمره

خوانندگان طرف از سازنده پیشنهاد هرگونه از و ͬ شود م تصحیح مستمر بصورت کتاب این

زیر ͬͺترونیͺال صفحەی به ͬ توانید م کتاب تغییرات آخرین از اطلاع برای ͬ شود. م استقبال

کنید: مراجعه
https://iasbs.ac.ir/ najafi/fm.html
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۹۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماخ سطح ۷ .۴

۱۰۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نازک بال ۸ .۴

۱۰۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شوک موج ۹ .۴

۱۰۹ اتلافͬ شارش ۵
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ذ مطالب فهرست

۱۰۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وشͺسانͬ ۱ .۵

۱۱۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لایەای جریان ۲ .۵

۱۲۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لرزان صفحەی کنار شارش ۳ .۵

۱۲۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استوکس معادلەی ۴ .۵

۱۳۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چرخش ͷدینامی ۵ .۵

۱۳۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرزی لایەی ۶ .۵

۱۳۹ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرزی شرایط انواع  ۷ .۵

۱۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش ها

۱۵۱ نالَخت شارش ۶

۱۵۲ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استوکس معادلەی ۱ .۶

۱۵۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برشͬ شارش در صلب کرەی ۲ .۶

۱۵۸ . . . . . . . . . . . . . . . . رقیق سوسپانسیون موثر ویسͺوزتیەی ۳ .۶

۱۶۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬͺهیدرودینامی برهمͺنش ۴ .۶

۱۶۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقیاس ریز شناگر های ۵ .۶

۱۷۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش ها

۱۷۵ شارەها مشترک مرز ۷

۱۷۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سطحͬ کشش ۱ .۷

۱۸۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یانگ ⁃لاپلاس قانون ۲ .۷

۱۸۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترکنندگͬ ۳ .۷

۱۹۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جامد سطح روی قطره ۴ .۷

۱۹۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرزی امواج ۵ .۷

۲۰۳ . . . . . . . . . . . . . . . . عام شͺل با مرزی ͬ های آشفتگ انتشار ۶ .۷

۲۰۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͬ ها کشت پشت طرح ۷ .۷

۲۱۰ . . . . . . . . . . . . . . سالیتون  و KⅾV معادلەی کم عمق، کانال ۸ .۷
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۲۲۷ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعد بدون اعداد ۳ .۸
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۲۳۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عسل باریͺەی انقباض سرعت ۵ .۸

۲۳۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . قطره ͷدینامی ۶ .۸

۲۳۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رایپنینگ اسوالد قطرەها: رشد ۷ .۸

۲۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش ها

۲۴۱ ناپایداری ها ۹

۲۴۱ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ۱ .۹

۲۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریلͬ⁃پلاتو ناپایداری ۲ .۹
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۲۵۳ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سفمن⁃تیلور ناپایداری ۵ .۹
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۲۵۹ نانیوتنͬ شارش ۱۰
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۲۶۸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرخطͬ مدل های ۲ .۳ .۱۰
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۳۴۰ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انزاگر روابط ۴ .۱۳

۳۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هال اثر بعدی، ۲ سامانەی ۵ .۱۳
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۳۸۱ منابع

۳۸۵ انگلیسͬ به فارسͬ واژەنامه

۳۸۷ نمایه

۳۸۷ نمایه
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بیستم قرن دانشمند گذارترین اثر آلمان، زادەی فیزیͷ دان (۱۸۷۹ −۱۹۵۵) انیشتین آلبرت

معروف انیشتین اعجاز سال به که ۱۹۰۵ سال در انیشتین توسط شده منتشر مهم مقالەی ۴ است.

جایزەی آن بەخاطر که ͷتریͺفوتوال اثر توصیف کرد. متحول را نوین ͷفیزی علمͬ پایەهای شد،

اینرسͬ ارتباط اثبات و خاص نسبیت نظریەی ریاضیات توسعەی برد، را ۱۹۲۰ سال ͷفیزی نوبل

ریز مقیاس توصیف چهارم مقالەی بود. مقالات این از تا سه موضوع اجرام، انرژی محتوای با

اولین شارەها، در معلق  ریز اجسام حرکت بررسͬ با انیشتین مقالە، این در است. براونͬ حرکت

توسعەی در شرکت کرد. محاسبه نیز را آووگادرو عدد و کرد ارائه را اتم ها وجود برای تجربی تأیید

ثبت انیشتین نام به کیهان شناسͬ و عام نسبیت نظریەهای پایەگذاری کوانتومͬ، ͷانیͺم نظریەی

بود. همەچیز نظریەی ارائەی انشتین آرزوی شدەاند.
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۱
ریاضͬ مقدمات

مرور را نیاز مورد ریاضͬ مقدمات از برخͬ شارەها، ͷفیزی به پرداختن از پیش و فصل این در

جملە از دیفرانسیلͬ عملͽر های و تانسور بردار، اسͺالر، مفاهیم مختصات، دستگاه ͬ کنیم. م

با کاملͬ آشنایی است لازم خواننده هستند. ͬͺفیزی سیستم های مطالعەی در نیاز مورد ابزارهای

باشد. داشته ابزار این

مختصات دستگاه ۱ .۱

دستگاەهای است. فضا مختلف نقاط مͺان دادن نشان برای لازم  ͬ ریاض ابزار مختصات، دستگاه

قطبی ⁃ و دکارتͬ مختصات دستگاەهای ساخت. ͬ توان م مختلفͬ بەصورت های را مختصات

مͺان ،۱ .۱ شͺل در هستند. ͷفیزی در استفاده مورد دستگاەهای متداول ترین و مهم ترین کروی

سه است. شده داده نشان کروی قطبی و دکارتͬ مختصات دستگاه دو در M دلخواه نقطەی

یͺتا صورت به قطبی⁃کروی، دستگاه در ϕ و θ ، r عدد سه و دکارتͬ دستگاه در z و y ، x عدد

تقارنهای به توجە با معمولا˟ مختلف دستگاەهای ͬ کنند. م مشخص را فضا در M نقطەی مͺان

روابط که ͬ گیرد م صورت طوری انتخاب این ͬ شوند. م استفاده و شده انتخاب مسأله در موجود
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ریاضͬ مقدمات ۱ ۴

قطبی ⁃کروی و دکارتͬ دستگاەهای بین باشند. داشته سادەتری شͺل مسأله هر به مربوط ریاضͬ

است: برقرار زیر تبدیلͬ روابط

x = r sin θ cosϕ,

y = r sin θ sinϕ,

z = r cos θ. (۱ .۱)

شرایطͬ در که هستند مهم مثالهای دیͽر از بیضوی و دوقطبی  استوانەای ، مختصات دستگاەهای

آوردن بدست  برای ͬ شود م توصیه علاقەمند خوانندەی به شود. لازم آنها از استفاده است ممͺن

. [۵۲] کند مراجعه ریاضͬ مراجع به مختصات دستگاەهای از کاملͬ توصیف

x

z

y
rq

j

S

x'

y'
z'

S'

قطبی ⁃کروی. مختصات دستگاه و دکارتͬ مختصات دستگاه ۱ .۱ شͺل

دوران ۲ .۱

شروع ساده مثال ͷی با را بحث دهید اجازه است. مختصات دستگاه تبدیل مهم ترین دوران

مختصات دستگاه بͽیرید. نظر در را بعدی دو مختصات دستگاه دوران ۲ .۱ شͺل مطابق کنیم.

روابط با ͬ شود. م تبدیل S′ مختصات دستگاه به γ زاویەی اندازەی به دوران ͷی با S دکارتͬ

به زیر صورت به دستگاه دو در ،(M) فضا ثابتِ دلخواه نقطەی ͷی مختصات ساده، هندسͬ
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۵ دوران ۲ .۱

ͬ شوند: م مربوط هم

x′ = x cos γ + y sin γ,

y′ = −x sin γ + y cos γ. (۲ .۱)

دلخواه دوران ͷی کنید فرض دهیم. تعمیم ͬ تر کل حالت به ͬ توانیم م راحتͬ به را سادەی بالا مثال

x

y

g

M

x'

y'
S

S'

} }} }
است. چرخیده γ زاویەی اندازەی به اولیه دستگاه به نسبت x′ − y′ مختصات دستگاه ۲ .۱ شͺل

صورت، این در ͬ کند. م تبدیل S′ دستگاه به را S بعدی سه دکارتͬ مختصات دستگاه سەبعدی،

است؟ برقرار دستگاه دو در دلخواه نقطەی ͷی مختصات بین رابطەای چه که است این سؤال

رابطەی ͷی باید که ͬ بینیم م سهولت به هندسͬ، روابط از استفاده و عمومͬ دوران ͷی تصور با

را موضوع این اینکه برای باشد. برقرار دستگاه دو در خاص نقطەی ͷی مختصات بین خطͬ

دستگاه در دلخواه نقطەی مختصات ͬ کنیم. م استفاده فشردە گذاری نماد ͷی از کنیم، بیان بهتر

روش به است. x۳ = z و x۲ = y ، x۱ = x و i = ۱, ۲, ۳ که ͬ دهیم م نشان xi با را S

خطͬ تبدیل ِ رابطەی ͬ ترین کل ͬ دهیم. م نشان x′i با را S′ دستگاه در نقطه آن مختصات یͺسان،

ͬ شود: م نوشته زیر بصورت مختصات دستگاه دو بین

x′i =
۳∑
j=۱

Rijxj , i = ۱, ۲, ۳, (۳ .۱)

دوران زوایای به دوران ماتریس عناصر هستند. دوران ماتریس درآیەهای Rijها رابطە، این در

شده داده نشان ۲ .۱ شͺل در که خاصͬ حالت برای دوران ماتریس که کنید دقت هستند. مربوط
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ریاضͬ مقدمات ۱ ۶

است: زیر بصورت

Rz(γ) =

 cos γ sin γ ۰
− sin γ cos γ ۰

۰ ۰ ۱

 . (۴ .۱)

است. γ زاویەی اندازەی به و z محور حول دوران ماتریس ،Rz(γ)

این به است. برابر S′ و S دستگاه دو هر در مختصات، مبدأ از M دلخواه نقطەی فاصلەی

است: زیر خاصیت دارای دوران ماتریس که داد نشان ͬ توان م سادگͬ به و سبب
۳∑
j=۱

RijRkj = δik, (۵ .۱)

دیͽر برای و است ͷی با برابر ، i = j مقادیر تمامͬ برای δij است. کرونکر نماد δij آن در که

. R−۱ = RT برابرند: هم با دوران ماتریس وارون و ترانهاده بنابراین است. صفر موارد

تانسور و بردار اسͺالر، ۳ .۱

کارآیی ͷفیزی در که ساخت ͬ توان م را دیͽری ریاضͬ ابزارهای ماتریس ها، و اعداد بر علاوە

مختصات تبدیل های تحت که تبدیلͬ قوانین به توجه با را جدید موجودات این باشند. داشته

نقاط دمای کنیم. آغاز نردەای) (کمیت اسͺالر با را بحث دهید اجازه ͬ کنیم. م تعریف دارند،

ͬ چرخانیم م را S مختصات دستگاه حالا ͬ دهیم. م نشان T (x, y, z) تابع با را اتاق مختلف

(x, y, z) با قبلا که دلخواه نقطەی ͷی مختصات که است واضح ͬ رویم. م S′ دستگاه به و

در نظر مورد نقطەی دمای ͬ شود. م داده (x′, y′, z′) با چرخیده دستگاه در حالا ͬ شد م دادە

دید از نظر مورد نقطەی دمای نداریم انتظار ͬ دهیم. م نشان T ′(x′, y′, z′) با را چرخیده دستگاه

پس شود. اندازەگیری متفاوت عدد دو دستگاه، دو در واقع ناظرهای

T ′(x′, y′, z′) = T (x, y, z).

دستگاهͬ هر در آن مقدار چون است نردەای کمیت ͷی نقطه هر دمای که ͬ کنیم م تعریف اینجا در

نردەای کمیات باشد، دستگاه از مستقل آنها مقدار که عددی کمیاتͬ واقع در است. یͺسان

هستند.
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۷ تانسور و بردار اسͺالر، ۳ .۱

تصور را ذره ͷی دهیم. ادامه است متفاوت کمͬ که دیͽری مثال با را بحث دهید اجازه

عدد سه از ناچاریم کنیم، بیان را ذره این سرعت بخواهیم اگر است. حرکت حال در که کنید

این در ͬ گوییم. م مختلف راستاهای در سرعت مؤلفەهای آنها به که کنیم استفاده (vx, vy, vz)

گنجانده عدد سه این در نیز حرکت جهت به مربوط اطلاعات سرعت، اندازەی بر علاوه مورد،

دیͽر عدد سه از ناچاریم کنیم، نگاه ذره همان به چرخیده مختصات دستگاه از اگر است. شده

در ذره همان سرعت مؤلفەهای اگر هستند. جدید دستگاه در سرعت مؤلفەهای که کنیم استفاده

در سرعت ها بین ارتباطͬ چه که است این سؤال دهیم، نشان (v′x, v′y, v′z) با را چرخیده دستگاه

برقرار زیر رابطەی که ͬ بینیم م هندسͬ، روابط از استفاده با و سادگͬ به دارد. وجود دستگاه دو

است:

v′i =
۳∑
j=۱

Rijvj , i = ۱, ۲, ۳, (۶ .۱)

،(vx, vy, vz) عدد سه ͬ گوییم م اکنون هستند. دوران ماتریس مؤلفەهای ،Rij نیز اینجا در

بالا قانون با که بعدی ۳ فضای در ͬͺفیزی کمیت هر ͬ تر، کل بصورت ͬ سازند. م را سرعت بردار

بردار و شتاب بردار مͺان، بردار ͬ کنیم. م تعریف بردار عنوان بە را شود تبدیل ( ۶ .۱ (رابطەی

است. مͺان بردار تبدیل قانون ،۳ .۱ رابطەی هستند. بردارها از مهمͬ مثالهای ͬͺتریͺال میدان

عنوان به شوند. بیان اعداد از بیشتری تعداد با ͬͺفیزی خصوصیات از برخͬ است ممͺن

دورانͬ لختͬ از کاملͬ توصیف اینکه برای  بͽیرید. نظر در را صلب جسم ͷی ِ ͬ دوران لختͬ مثال

با فشرده صورت به را عدد نه این اگر کنیم. مشخص را عدد نُه تعداد است لازم باشیم، داشته

تبدیل با عدد نُه این که ͬ دانیم م صلب اجسام ͷانیͺم از دهیم، نشان i, j = ۱, ۲, ۳ با Tij اعداد

ͬ شوند: م تبدیل زیر بصورت مختصات

T ′
ij =

۳∑
m=۱

۳∑
n=۱

RimRjnTmn, i, j = ۱, ۲, ۳, (۷ .۱)

ͬ گوییم. م ۲ رتبهͬ تانسور ͷی T کمیت به صورت این در

که باشیم داشته سروکار اعداد از بیشتری تعداد با است ممͺن ͬͺفیزی کمیات برخͬ مورد در

تانسور های برای تبدیل قانون تعریف تعمیم ͬ رویم. م Tijk مثل بالاتر، مراتب تانسور های سراغ به
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ریاضͬ مقدمات ۱ ۸

بردار، و صفر رتبەی تانسور اسͺالر، درواقع ͬ شود. م واگذار خواننده عهدەی به بالاتر مراتب

محیط ͷی درون نقطەی هر بر وارد داخلͬ نیروهای و فضا انحنای  است. ͷی رتبەی تانسور

ͬ کنیم. م استفاده آنها از بعدی فصل های در که هستند تانسورها از مهمͬ مثالهای پیوسته،

دیفرانسیلͬ عملͽر های ۴ .۱

از تابعͬ است ممͺن کلͬ حالت در شدند تعریف بالا در که تانسوری یا برداری نردەای، کمیات

که مهمͬ سؤال داریم. تانسوری یا برداری نردەای، میدان ͷی صورت این در باشند. فضا نقاط

با ͬ شود. م مربوط میدانها این فضایی تغییرات اندازەگیری نحوەی به بپردازیم آن به ͬ خواهیم م

روش ͬ خواهیم م است، پذیر امͺان مختلف راستاهای در تغییرات کلͬ، حالت در بەاینکه توجه

باشیم. داشته تغییرات بیان برای دقیقͬ

و عملͽر این تعریف برای است. تغییرات اندازەگیری عهدەدار شیب)، گرادیان ( عملͽر

با را دکارتͬ دستگاه در مͺان بردار مختلف مؤلفەهای به نسبت تغیرات آن، خواص مطالعەی

عددی پانویس های از سادگͬ برای که کنید دقت ͬ سنجیم. م ∂
∂x۳

و ∂
∂x۲

، ∂
∂x۱

پارەای مشتقات

بصورت: را شیب مؤلفەای سه عملͽرِ کردەایم. استفاده مختلف راستاهای کردن مشخص برای

∇ = (
∂

∂x۱
,
∂

∂x۲
,
∂

∂x۳
), (۸ .۱)

گرادیان عملͽر آیا که ببینیم ͬ خواهیم م ͬ کنیم. م تعریف ، ∇i =
∂
∂xi

فشردەتر بصورت یا و

بردار تبدیل قانون از موضوع این بررسͬ برای است. مثبت سؤال این پاسخ دارد؟ برداری خاصیت
∂
∂x′i

=
∑۳

k=۱
∂xk
∂x′i

∂
∂xk

بصورت زنجیرەای گیری مشتق تعریف و ،x′i =
∑۳

j=۱ Rijxj مͺان

برسید: زیر رابطەی به تا کنید استفاده ،

∇′
i =

۳∑
j=۱

Rij∇j , (۹ .۱)

این تبدیل قانون واقع در دارد. برداری خاصیت شیب عملͽر که مدعا این بر است  ͬ اثبات که

است. شده بردارها تبدیل قانون مشابه دقیقا عملͽر

سادگͬ به بͽیرید. نظر در را اطاق دمای مثلا ، T (x۱, x۲, x۳) اسͺالر میدان ͷی حالا
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۹ دیفرانسیلͬ عملͽر های ۴ .۱

که ͬ رسیم م جدیدی میدان به اسͺالر میدان روی گرادیان عملͽر اعمال با که ببینید ͬ توانید م

دارد: برداری خاصیت لزوما ً

∇T (x۱, x۲, x۳) =

(
∂T

∂x۱
,
∂T

∂x۲
,
∂T

∂x۳

)
. (۱۰ .۱)

نقطەی ͷی در اگر یعنͬ ͬ دهد. م نشان را تغییرات بیشترین جهت گرادیان شهودی، نظر از

کنیم حرکت راستا آن در اگر که یافتەایم را جهتͬ آوریم، بدست را ∇T بردار جهت دلخواه،

مقدار ͬ توانیم م که است این گرادیان عملͽر خاصیت دیͽر داریم. را دمایی تغییرات بیشترین

تغییرات آوریم. بدست ͬ شود، م مشخص n̂ەیͺی بردار با که دلخواهͬ راستای در را دما تغییرات

ͬ شود. م محاسبه ،n̂ · ∇T بصورت راستا این در دمایی میدان

اعمال برای متفاوتͬ انتخاب های و پیچیدەتر کمͬ وضعیت برداری، میدان های مورد در

بͽیرید. نظر در را E = (E۱(r), E۲(r), E۳(r)) دلخواه برداری میدان داریم. گرادیان عملͽر

بردار خارج̞ͬ ضرب یا داخلͬ ضرب است. r = (x۱, x۲, x۳) بصورت مͺان بردار آن در که

میدان و گرادیان عملͽر داخلͬ ضرب دارد. مختلفͬ تعابیر و نتایج برداری، میدان روی شیب

E = برداری میدان هر از زیر بصورت و است معروف (واگرایی) دیورژانش عملͽر به برداری

ͬ سازد: م اسͺالر میدان ͷی ، (E۱, E۲, E۳)

∇ ·E(x۱, x۲, x۳) =
∂E۱

∂x۱
+
∂E۲

∂x۲
+
∂E۳

∂x۳
. (۱۱ .۱)

بصورت و ͬ شود م گفته (تاو) کرل عملͽر برداری، میدان با گرادیان عملͽر خارجͬ ضرب به

ͬ شود: م ساخته جدید برداری میدان ͷی برداری، میدان هر روی تاو عملͽر اعمال با زیر

∇×E(x۱, x۲, x۳), (۱۲ .۱)

ͬ شود: م تعریف زیر بصورت آن مؤلفەهای که

(∇×E)۱ =
∂

∂x۲
E۳ −

∂

∂x۳
E۲,

(∇×E)۲ =
∂

∂x۳
E۱ −

∂

∂x۱
E۳,
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ریاضͬ مقدمات ۱ ۱۰

(∇×E)۳ =
∂

∂x۱
E۲ −

∂

∂x۲
E۱, (۱۳ .۱)

.۱ (∇× E)i =
∑

j,k ϵijk
∂
∂xj

Ek فشردەتر بصورت یا و

قضیەی دو ابتدا آوریم، بەدست تاو و واگرایی عملͽر دو از مناسبی شهودی تعبیر اینکه برای 

ͬ کنیم. م بیان اثبات بدون را استوکس و گاوس مهم

بستەی سطح توسط که بͽیرید نظر در را V دلخواه حجم چپ، ⁃قسمت ۳ .۱ شͺل مطابق

درون دلخواه برداری میدان هر واگرایی از انتگرال گاوس ، قضیەی  مطابق است. شده محصور S

حجم: آن کنندەی محصور سطح روی برداری میدان انتگرال با است برابر نظر مورد ∫حجم
V
∇ ·EdV =

∮
S
E · n̂dS, (۱۴ .۱)

سطح خارج سمت به و عمود سطح به موضعͬ بصورت که است یͺەی بردار ،n̂ اینجا در که

است.

− ۳ .۱ شͺل مطابق باز. سطوح روی گیری انتگرال به ͬ شود م مربوط استوکس قضیەی

شده محدود Γ بستەی مسیر توسط که بͽیرید نظر در را S دلخواه و باز سطح راست، قسمت

نظر مورد سطح روی دلخواه برداری میدان هر تاو از انتگرال استوکس ، قضیەی  مطابق است.

سطح: آن کنندەی محدود بستەی مسیر روی برداری میدان انتگرال با است ∫برابر
S
∇×E · n̂dS =

∮
Γ
E · dΓ. (۱۵ .۱)

ͷی تاو و واگرایی برای مناسبی شهودی تعابیر ͬ توانیم م انتگرالͬ قضایای این به توجه با

برداری میدان ͷی واگرایی فضا، دلخواه نقطەی ͷی در کنید فرض کنیم. ارائه برداری میدان

حول کروی ͷکوچ بی نهایت حجم ͷی برای را گاوس قضیەی صورت این در باشد. صفر غیر

هم راست سمت پس است صفر غیر ۱۴ .۱ رابطەی چپ سمت چون ͬ بریم. م کار به نقطه این

روی نقطە هر در برداری میدان راستای باید راست سمت شدن صفر غیر برای ͬ شود. م صفر غیر

پاد یا موازی همواره شعاعͬ) (راستای کره بر عمود بردار راستای با ،ͷکوچ خیلͬ کرەی سطح

یا چشمه شبیه چیزی باشد صفر غیر برداری میدان واگرایی نقطەای در اگر یعنͬ باشد. موازی

است. شده معرفͬ فصل این انتهای مسائل در ϵijk نماد نا آشنا، خوانندەی ۱برای
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۱۱ دیفرانسیلͬ عملͽر های ۴ .۱

حجم چپ: است. شده احاطه Γ بستەی مسیر توسط S دلخواه و باز سطح ͷی راست: ۳ .۱ شͺل
عمود موضعͬ بصورت n̂ یͺەی بردار مورد دو هر در است. محصور S بستەی سطح توسط V دلخواه

است. شده رسم سطح بر

ͬ توانیم نم باشیم داشته ͷچاه یا و چشمه نقطه ͷی در اگر که کنید دقت البته داریم. ͷچاه

در را بالا استدلال باید و است صفر غیر میدان واگرایی فضا نقاط همەی در که بͽیریم نتیجه

کنیم. دنبال نقاط همەی مورد

حول میدان خطوط اگر که دهید نشان استوکس ، قضیەی از استفاده و بالا مشابه روش با

صفر غیر برداری میدان تاو نقطه آن در آنگاه باشند، گردشͬ و گرد ابه بصورت فضا از نقطەای

نقطەای حول ͷکوچ بی نهایت دایرەای سطح ͷی برای را استوکس قضیەی منظور این برای است.

چرخشͬ حرکت بین دقیقͬ ارتباط بعدی فصل در بͽیرید. بͺار است، صفر غیر میدان تاو که

شده واقع شارەی قطعەی ͬ اوریم. م بەدست سرعت برداری میدان تاو ِ با آن ارتباط و شاره قطعات

نقطه همان از که محوری حول است، صفر غیر آن در سرعت برداری میدان تاوِ که نقطەای در

دارد. چرخشͬ حرکت ͬ شود، م رد
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ریاضͬ مقدمات ۱ ۱۲

پرسش ها

که نوشت Rz(γ) = eγJz بصورت ͬ توان م را z محور حول دوران ماتریس دهید نشان ۱ .۱

است: زیر بصورت Jz ماتریس آن در

Jz =

 ۰ ۱ ۰
−۱ ۰ ۰

۰ ۰ ۰

 . (۱۶ .۱)

دوران ماتریس این شͺل ͬ شود؟ م مشخص زاویه چند با فضا در بعدی سه دوران ͬ ترین کل ۲ .۱

آورید. بدست را

قطبی مختصات دستگاه یͺەی راستاهای فضا، دلخواه نقطەی ͷی در ، ۱ .۱ شͺل مطابق ۳ .۱

و y′ ،x′ راستا های در یͺە بردارهای اینجا در ͬ سازند. م را S′ مختصات دستگاه کروی،

دستگاه که دورانͬ ماتریس ͬ گیریم. کروی م قطبی دستگاه یͺەی بردارهای بر منطبق را z′

نباید مساله این کنید. پیدا را ͬ کند م مربوط S′ قطبی⁃کروی دستگاه به را دکارتͬ اولیەی

این است. بردار ͷی ،(r, θ, ϕ) ترکیب که بͽیرد نتیجه و شود خواننده گمراهͬ موجب

نیست. بردار سەتایی، ترکیب

وقتͬ ϵijk ͬ کنیم. م تعریف زیر بصورت را آن و داده نشان ϵijk با را لوی چیویتا تانسور ۴ .۱

برابر باشد، فرد جایͽشتͬ اگر و ۱ با برابر باشد (۱, ۲, ۳) از زوجͬ جایͽشت (i, j, k) که

مقدار باشند، برابر اندیس دو دست کم که زمانͬ یعنͬ صورت، این غیر در است. −۱ با

چرخیدەی دستگاه ͷی در را ۳ مرتبەی تانسور این شͺل است. صفر لوی چیویتا تانسور

شده تبدیل تانسور مؤلفەهای نیز چرخیده دستگاه در دهید نشان و آورید بدست دلخواه

ͬ آیند. م بەدست آن مشابه قانونͬ از و اصلͬ دستگاه در آن مؤلفەهای مثل دقیقا ً

را wi جدید عدد سه بͽیرید. نظر در را vi و ui مؤلفەهای با دلخواه بردار دو الف: ۵ .۱

ͷی مؤلفەهای ، wi دهید نشان ͬ کنیم. م تعریف wi =
∑۳

j,k=۱ ϵijkujvk بصورت

بدست v و u بردار دو خارجͬ ضرب از w بردار واقع در ͬ دهند. م تشͺیل را بردار
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۱۳ پرسش ها

اسͺالر ͷی u · v =
∑

i uivi یعنͬ بردار دو این داخلͬ ضرب دهید نشان ب: ͬ آید. م

است؟ اسͺالر ͷی مͺان، بردار x مؤلفەی آیا پ: است.

تعریف زیر صورت به که ماتریس ͷی رʿد که دهید نشان ، Tij دلخواه تانسور ͷی برای ۶ .۱

است: اسͺالر کمیت ͷی ͬ شود، م

tr(T ) =
۳∑
i=۱

Tii.

بͽیرید: نظر در را زیر بصورت اسͺالر میدان ͷی ۷ .۱

p(x, y, z) =
۱√

x۲ + y۲ + z۲
,

نمایید. محاسبه را A کرل و دیورژانس آنجا از آورید. بدست را A = ∇p برداری میدان

دیورژانس قضیەی زیر، انتگرالهای محاسبەی با و بͽیرید نظر در را R شعاع به کره ͷی ۸ .۱

کنید: بررسͬ ∫را
V
∇ ·A dV,

∫
S
A · n̂dS,

سطح و حجم ترتیب به ،S و V اینجا در است. قبلͬ مسألەی برداری میدان A آن در که

ͬ دهند. م نشان را R شعاع به کرەای

زیر، انتگرالهای محاسبەی با و بͽیرید نظر در (x, y) صفحەی در R شعاع به دایره ͷی ۹ .۱

کنید: بررسͬ را استوکس ∫قضیەی
S
∇×A · n̂dS,

∮
Γ
A · dΓ,

مرز و سطح ترتیب به ،Γ و S اینجا در است. قبلͬ مسالەی برداری میدان A آن در که

ͬ دهند. م نشان را R شعاع به دایرەای

بدست کروی قطبی دستگاه در آنرا شͺل گرادیان، عملͽر برداری خواص از استفاده با ۱۰ .۱

یافتەی دوران بصورت را کروی قطبی دستگاه ،۱ .۱ شͺل مطابق کار این برای بیاورید.

بͽیرید. نظر در دکارتͬ دستگاه
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۱۸۶۷ سال در او شد. زاده ۱۸۴۲ سال در انگلیسͬ، مهندس و رینولدز، فیزیͺدان اُسبورن

اولین عنوان به بلافاصله و شد فارغ التحصیل ریاضͬ رشتەی در کیمبریج کویینز دانشͺدەی از

سلطنتͬ انجمن عضو وی کرد. کار به شروع منچستر اونز دانشͽدەی در مهندسͬ پروفسور

و الͺتریسیته با رینولدز اولیەی مطالعات چند هر بوده. نیز سلطنتͬ مدال ͷی دارندەی و انگلیس

در رینولدز تحقیقات سهم شد. متمرکز شارەها ͷانیͺم روی زودی به ولͬ شد، شروع مغناطیس

بوه گذار تاثیر بسیار توربین ها طراحͬ و شارەها و جامدات بین حرارت انتقال به مربوط مسائل

در روغن کاری تقریبی نظریەی به ͬ توان م رینولدز توسط شده بررسͬ موضوعات دیͽر از است.

برای امروزه کرد. اشاره گرما ͬͺانیͺم معادل تعیین و تلاطم ریاضͬ نظریەی شارەها، ͷانیͺم

بەنام که ͬ شود م استفاده بعدی بدون عدد از مختلف آزمایشͬ شرایط در شارش ها دستەبندی

است. شده نامͽذاری رینولدز
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۲
ͬͺفیزی مقدمات

پیش موضوع، این و ͬ شود م گفته ͷسینماتی حرکت، نوع بیان برای ریاضͬ روش ͷی ارائەی به

است، کتاب این رهیافت که پدیدەشناختͬ نگاه در شارەهاست. حرکتͬ قوانین مطالعەی  نیاز ِ

نامتناهͬ پیوسته محیط ͷی آزادی درجات ͬ گیریم. م نظر در پیوسته محیط ͷی بصورت را شاره

کنیم. استفاده ها شارە ͷسینماتی بیان ِ برای خاصͬ روش های از تا است لازم سبب، این به است.

محیط های مورد در کافͬ دقت با باید نیز نیرو مفهوم به مربوط ملاحظات ،ͷسینماتی بر علاوه

تنش تانسور طریق از پیوسته، محیط های در نیرو به مربوط اطلاعات شود. گرفته درنظر پیوسته

کشسان پیوسته، محیط های برای و کلͬ کاملا ً بصورت تنش تانسور تقارنͬ خواص ͬ شود. م داده

با تنش تانسور فصل، این در ͬ آیند. م بەدست ͷفیزی اولیەی اصول و نیوتن قوانین از شاره، یا

ͬ شود. م بررسͬ آن تقارن خواص و تعریف ریاضͬ جزییات

شاره سرعت میدان ۱ .۲

دو بیابیم. مسأله آن ͷسینماتی کردن مشخص برای روشͬ باید ابتدا ،ͷانیͺم مسألەی هر مشابه

در دارند. شارەها حرکتͬ وضعیت کردن مشخص برای متفاوتͬ پاسخ های اویلر و لاگرانژ روش
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ͬͺفیزی مقدمات ۲ ۱۶

ͬ کنیم. م اشارە روش دو این کلیات به اینجا

شاره حرکت است، بس ذرەای سامانەی   به ذرەای تک ͷسینماتی تعمیم که لاگرانژ روش در

شاره ذرات کنید فرض .۱ ͬ شود م داده آن ذرات ِ تک تک سرعت و مͺان بردار زمانͬ تحول با

نشان Xr(t) با را r ذرەی مͺان بردار صورت این در کنیم. مشخص r پیوستەی پارامتر با را

را حرکت ͷسینماتی ذرات، تمامͬ مͺان بردار به مربوط اطلاعات ارائەی واقع در .۲ ͬ دهیم م

بصورت شاره ذرات شتاب و سرعت بردار های که است واضح صورت این در ͬ کند. م مشخص

ͬ شوند: م داده زیر

vr(t) =
d

dt
Xr(t), ar(t) =

d

dt
vr(t). (۱ .۲)

برای این است. شاره ͷسینماتی کردن مشخص برای دیͽری جایͽزین روش اویلر، رهیافت

با را فضا مختلف نقاط مختصات و ͬ گیریم م نظر در را دلخواه مختصات دستگاه ͷی منظور

داریم مͺان بردارهای از پیوسته مجموعەای اکنون که کنید دقت ͬ کنیم. م مشخص x مͺان بردار 

مسیر کردن دنبال جای به اویلر روش در ͬ کنند. م مشخص را شاره) (نه فضا نقاط تمام که

را ͬ گذرد م x مشخص نقطه ͷی از t زمان در که شاره از ذرەای سرعت بردار ذرات، تک تک

میدان به دهیم انجام فضا نقاط تمامͬ برای را کار این اگر ͬ دهیم. م نشان u(x, t) بصورت

داراست. را شاره ͷسینماتی کامل اطلاعات که ͬ رسیم م u(x, t) برداری

پایەی بر ͬ شود م ارائه کتاب این بعدی بخش های در که شارەها ͷانیͺم ریاضͬ توصیف

داشته سرعت اویلری میدان در بیشتری دقت تا است لازم سبب همین به است. اویلری رهیافت

باشیم.

شتاب میدان

واضح ͬ آیند؟ م بدست سرعت اویلری میدان از چطور شاره ذرات  شتاب که ببینیم ͬ خواهیم م

در که آنجا از فضاست. از x خاص نقطەی در سرعت زمانͬ تغییرات ∂
∂tu(x, t) که است

نگاه در نیست[۱۷]. شاره دهندەی تشͺیل اتمها ی و مولͺولها لزوما ً اینجا در ذرە از منظور که کنید دقت ۱

ͷکوچ بسیار ماکروسͺوپی ابعاد با مقایسه در آنها اندازەی که هستند شارە از ریزی قطعات ذرات بزرگ  مقیاس،
در که است ذرەای مͺان بردار Xr(t) صورت این در باشد. ذرات اولیەی مͺان ͬ تواند م r پارامتر ۲ است.

است. داشته قرار r مͺان در t = ۰ لحظەی
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۱۷ شاره سرعت میدان ۱ .۲

شتاب شده، اندازەگیری تغییرات این پس ͬ گذرند م نقطه این از مختلفͬ ذرات مختلف، لحظات

سرعت زمانͬ تغییرات از تعریف، طبق ذره ͷی شتاب که کنید دقت ͬ کند. نم مشخص را ذرات

ͬ آید. م بدست ذره همان

آن به که حالت این در بͽیرید. نظر در را ∂
∂tu(x, t) = ۰ حالت مثال، ͷی عنوان به

در سرعت البته ͬ کند. نم تغییر زمان گذشت با نقاط تمام در سرعت ͬ شود، م گفته پایا جریان

باشند؟ داشته شتاب ͬ توانند م شاره ذرات پایا حالت در آیا باشد. متفاوت ͬ تواند م مختلف نقاط

ͬ دهیم. م شرح را سرعت اویلری میدان از شتاب محاسبەی روش اینجا در است. مثبت پاسخ

سرعت میدان دستگاه، این همراه ناظر بͽیرید. نظر در را S آزمایشͽاه مختصات دستگاه

سرعت با که بͽیرید نظر در را S′ دستگاه اکنون ͬ گیرد. م اندازه u(x, t) صورت به را شاره

شاره همراه ناظر این واقع در ͬ کند. م حرکت ،V = u(x, t) یعنͬ شاره سرعت با برابر لحظەای

سرعت زمانͬ تغییرات دقیقا ً شود، محاسبه ناظر این دید از زمانͬ تغییرات اگر و ͬ کند م حرکت

دید از زمانͬ تغییرات کافیست شتاب محاسبەی برای پس است. شده بررسͬ خاص ذرەی ͷی

ͬ نویسیم: م زیر صورت به را S′ ناظر دید از زمانͬ تغییرات شود. اندازەگیری متحرک ناظر

a(x, t) =
∂

∂t′
u(x, t), (۲ .۲)

لحظەی در که شاره از ذرەای لحظەای شتاب و است شتاب اویلری میدان a(x, t) اینجا در که

ͬ دهد. م نشان را ͬ گذرد م x نقطەی از t

مختصات دستگاه ۱ .۲ شͺل مطابق متحرک، ناظر دید از تغییرات محاسبەی برای اکنون

ͬ کند. م حرکت V سرعت با S آزمایشͽاه مختصات دستگاه به نسبت که بͽیرید نظر در را S′

است[۴۳]: زیر بصورت ͬ کنند، م مربوط هم به را دستگاه دو این که گالیلەای تبدیلات

x = x′ +Vt′, t = t′, (۳ .۲)

شد: خواهد اندازەگیری زیر بصورت متحرک دستگاه در زمانͬ تغییرات صورت این در
∂

∂t′
=
∂t

∂t′
∂

∂t
+
∂x

∂t′
∂

∂x
, (۴ .۲)

داریم: سادەسازی با
∂

∂t′
=

∂

∂t
+V · ∂

∂x
, (۵ .۲)
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ͬͺفیزی مقدمات ۲ ۱۸

زیر صورت به را شاره همراه دستگاه در زمانͬ تغییرات معمولا .V = u(x, t) که کنید دقت

ͬ دهیم: م نشان

d

dt
:=

∂

∂t′
= (

∂

∂t
+ u · ∇). (۶ .۲)

ͬ شود: م زیر بەصورت اویلری شتاب میدان پس

a(x, t) =

(
∂

∂t
+ u · ∇

)
u(x, t). (۷ .۲)

ͷی برای بازگردید. کردیم مطرح پایا شارش ͷی شتاب مورد در قبلا ً که پرسشͬ به اکنون

بودن صفر و دارد ارتباط ذرات واقعͬ شتاب به سرعت اویلری میدان مͺانͬ تغییرات پایا، شارش

شارەها ͷدینامی که بعدی فصل های در ندارند. شتاب ذرات که نیست این معنای به ∂u/∂t

کرد. خواهیم استفاده شتاب میدان از ͬ شود، م مطالعه

x

M

S S'

x'

Vt

حرکت V سرعت با (آزمایشͽاه) S مختصات دستگاه به نسبت S′ مختصات دستگاه ۱ .۲ شͺل
ͬ کند. م

میدان خطوط ۲ .۲

سه از ͬ شود. م استفاده میدان خطوط از برداری میدانهای از بهتر شهودی درک برای معمولا ً

استفاده میدان خطوط از هندسͬ شهود ایجاد برای رنگ خط و مسیر خط ، جریان خط مفهوم

ͬ شود. م

جریان خط

میدان راستای در نقطه هر در آنها بر مماس که هستند فضا در فرضͬ خطوطͬ جریان، خطوط
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۱۹ میدان خطوط ۲ .۲

سرعت اویلری میدان از جریان خطوط آوردن بدست روش اینکه برای  است. نقطه آن در سرعت

u(x, y) = بصورت سرعت اویلری میدان ͬ کنیم. م استفاده بعدی ۲ مثال ͷی از دهیم، شرح را

(x−y)صفحەی در را دلخواه بعدی دو شارش ͷی که بͽیرید نظر در را (ux(x, y), uy(x, y))

M دلخواه نقطەی از که میدان خطوط از ͬͺی ، ۲ .۲ شͺل مطابق ͬ خواهیم م ͬ کند. م مشخص

در باشد. شده داده y = y(x) تابع با نظر مورد خط معادلەی کنید فرض کنیم. رسم را ͬ گذرد م

است: زیر بصورت مماس واحد ِ بردار ͷی مؤلفەهای خط، این روی دلخواه نقطەی ͷی

t̂ = (cos θ, sin θ),

باید نقطە این در ͬ کند. م مشخص را افقͬ محور با مماس خط زاویه ، tan θ = dy
dx آن در که

پس: باشند. موازی هم با برداری میدان و مماس بردار

u× t̂ = ۰. (۸ .۲)

رسیم: مͬ زیر دیفرانسیل معادلەی به مماس بردار دیفرانسیلͬ رابطەی کردن جایͽزین با حال

ux(x, y)
ẏ√

۱ + ẏ۲
− uy(x, y)

۱√
۱ + ẏ۲

= ۰, (۹ .۲)

داریم: اکنون .ẏ = dy
dx آن در که

dy

dx
=
uy(x, y)

ux(x, y)
.

را میدان خطوط شͺل ͬ توانیم م بالا دیفرانسیل معادلەی حل با دلخواه برداری میدان هر برای

آوریم. بدست

خطوط کنندەی توصیف دیفرانسیل معادلات بعدی، ۳ شارش حالت برای بالا روش تعمیم

با را نظر مورد خم بر مماس ͷکوچ بی نهایت بردار کنید فرض ͬ دهد. م بدست را جریان

هم سو سرعت میدان با جریان خط این که برای لازم شرط پس دهیم. نشان dr = (dx, dy, dz)

است: زیر بصورت باشد

dr× u = ۰. (۱۰ .۲)
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ͬͺفیزی مقدمات ۲ ۲۰

x

y

t̂

dx

dy M

است. شده داده نشان دوبعدی فضای در آن بر مماس بردار با جریان فرضͬ خط ͷی ۲ .۲ شͺل

دیͽر: بیان به

dx

ux
=
dy

uy
=
dz

uz
, (۱۱ .۲)

شوند: حل زیر جزئͬ دیفرانسیل معادلات دسته باید جریان خطوط یافتن برای بنابراین

∂z

∂x
=
uz
ux
,

∂z

∂y
=
uz
uy
. (۱۲ .۲)

را u = (u۰, ۰) بصورت پایایی و یͺنواخت بعدی، دو شارش ساده، مثال ͷی عنوان به

جواب بی نهایت دارای ، dy
dx = ۰ دیفرانسیل معادلەی است. ثابت u۰ آن در که بͽیرید نظر در

معرف آمده بدست صاف خطوط درواقع است. y۰ مختلف مقادیر تمام برای ، y = y۰ بصورت

تشͺیل ذرات حرکتͬ مسیر های بر جریان خطوط ساده، بسیار مثال این در هستند. جریان خطوط

ͬͺی جریان خطوط با ذرات حرکت مسیر و است کلͬ نتیجە این آیا هستند. منطبق شاره دهندەی

هستند؟

مسیر خط

ذرات حرکت واقعͬ مسیر ͬ دهد، م شارش نوع از بهتری شهودی درک که دیͽری مهم  مفهوم

اطلاعات تمامͬ که آنجا از ͬ گوییم. م مسیر خط  مسیرها، این به است. شاره دهندەی تشͺیل

خطوط آوردن بدست روش است، شده گنجانده سرعت اویلری میدان در شارش ͬͺسینماتی

زمان در که کنیم دنبال را ذرەای حرکت مسیر ͬ خواهیم م ͬ دهیم. م شرح را سرعت میدان از مسیر

این مͺان  ِ ͬ زمان تحول ͬ خواهیم م است. داشته قرار r(t۰) = (x۰, y۰, z۰) مͺان در t = t۰
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۲۱ میدان خطوط ۲ .۲

هر در ذرە این سرعت صورت، این در آوریم. بدست را r(t) = (x(t), y(t), z(t)) یعنͬ ذره

ͬ آید: م بدست سرعت میدان از t لحظەی

d

dt
x(t) = ux(x(t), y(t), z(t); t),

d

dt
y(t) = uy(x(t), y(t), z(t); t),

d

dt
z(t) = uz(x(t), y(t), z(t); t). (۱۳ .۲)

معادلەی شده، داده توضیح اولیەی شرط همراه به بالا دیفرانسیل معادلات دستگاه همزمان حل با

اولیەی شرایط برای روش این تکرار با ͬ آید. م بدست زمان حسب بر نظر مورد ذرەی مسیر خط

ͬ آیند. م بدست ذرات تمامͬ برای مسیر خطوط متفاوت،

رنگ خط

در ͬ شود. م گفته رنگ خطوط آنها به که کرد تصور ͬ توان م را شارەها در خطوط از دیͽری نوع

شاره به آهستگͬ به را رنگͬ دانەهای مقداری شارش، ͷی از مشخص نقطەای در که بͽیرید نظر

که ͬ شوند م تشͺیل رنگͬ خطوط یا رگەها نباشد، زیاد شده اضافه رنگ اندازەی اگر کنیم. اضافه

ذراتͬ هندسͬ مͺان ، t = t۰ لحظەی در رنگ خط ͷی واقع در ͬ گوییم. م رنگ خطوط آنها به

برای باشند. گذشتە x۰ مشترک نقطەی ͷی از ،(t < t۰) قبل تر لحظات در آنها ͬͽهم که است

شوند. حل باید مناسب مرزی شرط با ۱۳ .۲ معادلات دسته عملا ً رنگ، خطوط شͺل یافتن

خطوط صورت این در ندارد. بستگͬ زمان به شاره مختلف نقاط در سرعت پایا، شارش برای

شارش برای شده تعریف مختلف خطوط تطابق عدم هستند. منطبق هم بر رنگ و مسیر جریان،

را مسیر خطوط ͬ توانیم م رنگ خطوط تجربی مشاهدەی با عمل در است. روشن بسیار ناپایا،

به دود تزریق و مایعات جریان به رنگ تزریق با رنگ خطوط کنیم. بازسازی ریاضͬ بصورت

ͬ آیند. م دست به گاز ها جریان

چرخش شهودی تعبیر

در است؟ سرعت میدان تاو شدن صفر غیر معنͬ به شاره در دورانͬ حرکت یا چرخش هرنوع آیا
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واقعͬ چرخش با u×∇را یعنͬ سرعت میدان مثل برداری، میدان ͷی تاو ارتباط ͬ خواهیم م اینجا

راه بͽیرید. نظر در را دوبعدی شارش حالت ،۳ .۲ شͺل مطابق سهولت برای کنیم. مطالعه شاره

بسیار و ͷکوچ بسیار چوب تکه ͷی که است این نقطە، هر در شاره چرخش تشخیص عملͬ

دارد. شاره چرخش با مستقیم ارتباط چوب در موجود چرخش دهیم. قرار شاره روی را ͷسب

ͬ توانیم م کند، چرخش به شروع ͬ گذرد، م خودش درون از که مرکزی حول چوب، قطعەی اگر

راستاهای در که چوب دو از بیشتر دقت برای است. چرخشͬ نقطه آن در شاره که کنیم ادعا

دادەایم. قرار OQ و OP راستاهای در را دوچوب این ͬ کنیم. م استفاده دارند قرار هم بر عمود

ͷکوچ بسیار و ،a با برابر آنها طول که حالتͬ برای را چوب هر انتهای دو نسبی سرعت مقدار

ͬ نویسیم: م زیر بصورت تیلور بسط ͷکم با است،

o P

Q

y

x

چرخش تا ͬ دهیم م قرار است چرخشͬ که شارەای در را ͷسب و ͷکوچ چوب قطعه دو ۳ .۲ شͺل
بسنجیم. را شاره

uP = uO +
∂u

∂x
a+ · · · , uQ = uO +

∂u

∂y
a+ · · · . (۱۴ .۲)

داشته آن برای که باشد صورتͬ به سرعت میدان که کنید فرض خاص حالت عنوان به اکنون

باشیم:
∂ux
∂x

= ۰,
∂uy
∂y

= ۰,

و
∂ux
∂y

̸= ۰,
∂uy
∂x

̸= ۰,
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داریم: حالا

uP − uO =
∂uy
∂x

a ŷ

uQ − uO =
∂ux
∂y

a x̂, (۱۵ .۲)

ͬ گیرند. م اندازه را O نقطەی حول چوب دو چرخش های عملا ∂
∂yux و ∂

∂xuy جملەی دو یعنͬ

مناسب تر پس دارد. ارتباط شاره موضعͬ چرخش به بالا صورت دو از کدام هر در چرخش وجود

کنیم: بیان زیر ترکیب با را شاره چرخش تا است

Ωz =
۱
۲

(
∂

∂x
uy −

∂

∂y
ux

)
=

۱
۲
(∇× u)z.

اندازەگیری ما هدف زیرا شدەاست، گرفته نظر در منفͬ علامت نقطەیQبا چرخش که کنید دقت

به نقطه هر در سرعت میدان تاو پس است. z محور حول ساعتگرد پاد چرخش خالص مقدار

مثال، ͷی عنوان به دارد. بستگͬ دارد وجود نقطه آن در که شاره از ͬͺکوچ قطعەی ذاتͬ چرخش

بͽیرید: درنظر است شده نوشته قطبی دستگاه در که را زیر دوبعدی سرعت میدان

u = rω(r)θ̂.

ͬ چرخند م مختصات مبدأ حول که را سرعت میدان این چرخشͬ خطوط ͬ توانید م سهولت به

استفاده با است؟ صفر مخالف دارد، چرخشͬ ظاهری که سرعت میدان این تاو آیا کنید. تصور

وابسته کلͬ شͺل ͷی آورید. بدست را میدان این تاو ͬ توانید م استوانەای دستگاه در تاو شͺل از

کنید. بحث آمده بدست نتیجەی مورد در و کنید فرض ω(r) چرخش فرکانس برای شعاع به

پیوسته محیط های در نیرو ۳ .۲

درونͬ نیروهای تأثیر تحت پیوستە)، محیط هر کلͬ حالت (در شاره ͷی دهندەی تشͺیل ذرات

پیوسته محیط ͷی اجزای تمام بر وارد نیروهای  از کاملͬ توصیف  ارائەی هستند. برونͬ و

است. پیوسته محیط آزادی درجات بودن نامتناهͬ علت به موضوع این دارد. ͬ هایی پیچیدگ

تانسور، این مختلف مؤلفەهای که ͬ دهیم م نشان تنش، تانسور مفهوم معرفͬ با فصل این در
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عمومͬ خواص فصل، این ادامەی در ͬ کنند. م مشخص را پیوسته محیط های درون نیروهای

ͬ کنیم. م مطالعه بیشتر را تنش تانسور

در را یافته شͺل تغییر اسفنج قطعه ͷی یا لوله درون شارەی مثل ͬͺفیزی سامانەی ͷی

ارائەی برای راهͬ کردن پیدا بپردازیم، آن به ͬ خواهیم م اینجا در که اساسͬ سؤال بͽیرید. نظر

ͬͺفیزی سامانەهای ریزمقیاس، نگاه در است. سامانه این بر وارد نیروهای به مربوط اطلاعات

نیروهای اطلاعات ارائەی برای که است بدیهͬ کاملا ً پس شدەاند. تشͺیل مولͺول ها و اتم ها از

Nبͽیریم، را مولͺولها تعداد اگر واقع در بͽیریم. ͷکم ذره هر بر وارد نیروی بردارهای از وارده،

در کنیم. مشخص را ام) i ذرەی بر وارد (نیروی f i نیروی بردار تعداد همین لحظه، هر در باید

نگاه کردەایم. مشخص را نیروها کامل وضعیت لحظه هر در که کنیم ادعا ͬ توانیم م صورت این

جنبشͬ نظریەی و آماری ͷانیͺم در واقع در نیست. کتاب این در بحث مورد روش ریزمقیاس،

از اتم ها تعداد که کنید دقت ͬ شود. م پرداخته ͷفیزی سامانە های بررسͬ به ریزمقیاس رهیافت با

ͬ شود. م ریزمقیاس توصیف شدن پیچیده باعث که است آووگادرو عدد بزرگͬ مرتبەی

جزییات که ͬ کنیم م فرض است، کتاب این در ما نظر مورد که مقیاس بزرگ رهیافت در

کاملا ً محیط˼ ͷی نگاه، این در ͬ شود). نم (دیده ندارد وجود سامانە مولͺولͬ) یا (اتمͬ دانەای

اند. گرفته قرار هم کنار که شده ساخته ͬͺکوچ بی نهایت قطعات از پیوسته محیط داریم. پیوسته

قطعات این اندازەی البته، عمل در ͬ کنیم. م فرض ͷکوچ بسیار ریاضͬ بصورت را قطعات این

مقیاس بزرگ توصیف صورت این غیر در شود. ͷکوچ اتمͬ و مولͺولͬ اندازەهای حد در نباید

وارد نیروهای توصیف برای روشͬ زیر بحث در بود. نخواهد برقرار سامانە بودن پیوسته شرط و

هر برای و بوده کلͬ کاملا ً آمده بدست نتایج و شده ارائه بحث ͬ کنیم. م ارائه پیوسته سامانە بر

دارد. کاربرد یافته شͺل تغییر اسفنج یا لوله درون شارش مثل پیوستەای، سامانە

تنش

تقسیم دارند، قرار هم کنار که d ابعاد با شͺل مͺعب قطعات به را نظر مورد پیوستەی محیط

برای  ͬ کنیم. م فرض (d → ۰) ͷکوچ بسیار را مͺعب ها اندازەی ریاضͬ صورت به ͬ کنیم. م

بر وارد نیروهای تا است لازم پیوسته محیط بر وارد نیروهای وضعیت از کاملͬ توصیف ارائەی
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این بر وارد نیروهای تمامͬ ، ۴ .۲ شͺل در باشیم. داشته را ͷکوچ بی نهایت قطعات این تمامͬ

مشخص برای گرفتەایم، نظر در ͷکوچ خیلͬ را مͺعب اندازەی چون دادەایم. نشان را مͺعب

مبادله جانبی سطوح طریق از فقط نیروها این که ͬ کنیم م فرض مͺعب بر وارد نیروهای کردن

مشخص شͺل در مختلف نیروی مؤلفەی ۱۸ تعداد دارد، وجه ۶ مͺعب که آنجا از . ۱ ͬ شوند م

ͷی به نسبت را مͺعب وضعیت است. شدە عمل زیر صورت به نیروها نامͽذاری برای شدەاند.

یͺەی بردارهای با مͺعب مختلف وجوه بͽیرید. نظر در (x, y, z) راستگرد و دکارتͬ دستگاه

عمود یͺەی بردار که است وجهͬ شͺل، در جلو روبه وجه مثلا ً ͬ شود. م مشخص آنها بر عمود

برای کلͬ حالت در است. −x̂ راستای در آن مقابل وجه است. x̂ یͺەی بردار راستای در آن بر

مشخص اصلͬ راستای ۳ در نیرو آن مولفەهای باید وجه هر بر وارد نیروی بردار کردن مشخص

سطح واحد بر نیرو مقدار با نیرو جای بە شود مͺعب اندازەی از مستقل نتایج، اینکه برای شوند.

عمود بردار که است وجهͬ بر وارد نیروی x̂j مولفەی d۲ ×σij ، ۴ .۲ شͺل مطابق ͬ کنیم. م کار

است سطحͬ بر وارد نیروی −x̂j مولفەی d۲ × σ̄ij همچنین است. x̂i راستای در وجه آن بر

است. −x̂i راستای در وجه آن بر عمود بردار که

باشد، شاره غیر یا شاره پیوسته، محیط که حالتͬ برای کلͬ، کاملا ً بحث ͷی با اینجا در

برقرار بالا بحث در شده معرفͬ نیروی مؤلفەهای برای مهم بسیار شرط دو که ͬ دهیم م نشان

است:

σij = σ̄ij , σij = σji.

ͬ دهد. م کاهش عدد ۶ به را مستقل عناصر تعداد نتیجه دو این

باشیم: داشته مؤلفەها از ͬͺی برای مثلا́ کنید، فرض اثبات برای

σzz ̸= σ̄zz.

به شده وارد خالص نیروی صورت این در دارد. پی در نتیجەای چه فرض این ببینیم دهید اجازه

از اگر است. مهم موضوع این در هم مولͺولͬ نیروهای کوتاه برد مͺعب، اندازەی بودن ͷکوچ بر علاوه ۱

صرف نظر ندارند) خالص بار آن سازندەی مولͺولهای و اتم ها که موادی (در مغناطیسͬ و ͬͺتریͺال برهمͺنش های
فقط موارد این در هستند. کوتاهͬ برد دارای هیدروژنͬ و واندروالز مثل مولͺولͬ برهمͺنش های انواع دیͽر کنیم،

ͬ کنند. م وارد نیرو هم به و دارند قرار یͺدیͽر اثر تحت مجاور اتم های و مولͺولها
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x

y

z

xxs
xys

xzs

yzs

yys

yxs

zxs
zys

zzs

yys

yzs

yxs

zys

zzs

zxs

xys
xxs

xzs

نشان ͬ شوند م مبادله آن وجوه طریق از که ͷکوچ مͺعب ͷی بر وارد نیروهای شͺل این در ۴ .۲ شͺل
راستای در وجه آن بر عمود بردار که است سطحͬ بر وارد نیروی x̂j مولفەی d۲ × σij است. شده داده
در وجه آن بر عمود بردار که است سطحͬ بر وارد نیروی −x̂j مولفەی d۲ × σ̄ij همچنین است. x̂i

است. −x̂i راستای

این ͬ شود. م (σzz− σ̄zz)×d۲ بصورت صفر مخالف جملەی ͷی دارای ẑ راستای در مͺعب

اندازەی: به شتابی نیرو،

a =
(σzz − σ̄zz)

ρ
× ۱
d
,

دیده که همانطور کردەایم. مشخص ρ با را پیوسته محیط چͽالͬ اینجا در ͬ دهد. م مͺعب به

ͬ شود. م واگرا است، ͷکوچ خیلͬ مͺعب که ما نظر مورد حدی حالت برای شتاب این ͬ شود، م

راه تنها هستند. متناهͬ شتاب دارای آن ͷکوچ بی نهایت اجزای هم، متحرک شارەی برای حتͬ

σzz = σ̄zz یعنͬ مقابل وجوه بر وارد نیروهای شدن برابر شتاب، شدن متناهͬ برای ممͺن

σij = σ̄ij وجوه تمام برای باید که ͬ بینیم م دیͽر مؤلفەهای برای استدلال این ادامەی با است.

باشد.

صورت این در باشد. σxy ̸= σyx مثلا: که کنید فرض دوم، و اساسͬ خاصیت اثبات برای

مخالف گشتاور این با بچرخد. ͬ گذرد م ẑ راستای در و آن مرکز از که محوری حول باید مͺعب

با: است برابر چرخش محور حول زاویەای شتاب نیوتن، قانون طبق و صفر

α = ۳
(σxy − σyx)

ρ
× ۱
d۲ ,
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۲۷ پیوسته محیط های در نیرو ۳ .۲

با برابر ͬ گذرد م آن بر عمود و وجوه از ͬͺی وسط از که محوری حول مͺعب دورانͬ لختͬ آن در که

ͬ شود. م نامتناهͬ زاویەای شتاب است، ͷکوچ خیلͬ مͺعب که حدی حالت برای است. ۱
۶ρd

۵

چارەای زاویەای، شتاب شدن متناهͬ برای است. ͬͺفیزی غیر نیز نتیجه این قبلͬ، بحث مشابه

مولفەهای تمامͬ بودن متقارن استدلال، همین تکرار با باشد. σxy = σyx اینکه: جز نداریم

شد گفته اینجا تا آنچه از ͬ شود. م گفتە تنش تانسور مولفەهای σij به ͬ شود. م اثبات σij دیͽر

تانسور مستقل مولفه ۶ باید نقطه هر در نیروها وضعیت کردن مشخص برای که ͬ گیریم م نتیجه

باشیم: داشته را تنش

σxx, σyy, σzz, σxy, σxz, σyz.

نکردەایم. ارائه دارند تانسوری خاصیت ، σij مولفەهای اینکه برای اثباتͬ ما که کنید دقت البته

شͺل به دوران تحت باید باشد، تانسور σ اگر واقع در است. زحمت پر کمͬ موضوع این اثبات

شود: تبدیل زیر

σ′mn =
∑
i,j

RmiRnjσij , (۱۶ .۲)

در تا ͬ شود م سعͬ فصل انتهای مسائل  از ͬͺی در است. دوران ماتریس مولفە ی Rmi آن در که

شود. بررسͬ رابطه این درستͬ خاص حالت ͷی

توجه با دارند. ارتباط ͬͺهیدروستاتی فشار به عمودی تنش های یا قطری عناصر که کنید دقت

تنش های متوسط است، جهت بدون و اسͺالر کمیتͬ نقطه هر در ͬͺهیدروستاتی فشار اینکە به

ͬ کنیم: م تعریف فشار نام به زیر بصورت را اصلͬ راستاهای در عمودی

P = −۱
۳
(σxx + σyy + σzz) = −۱

۳
tr(σ).

در که اختلافͬ سبب به منفͬ علامت است. اسͺالر tr(σ) که کردەایم ثابت قبلا که کنید دقت

بیشتر آینده فصل های در است. شده وارد داریم فشار و تنش تانسور عناصر برای جهت تعریف

ͬ کنیم. م بحث آنها ͬͺفیزی منشأ و تنش تانسور قطری غیر و قطری عناصر مورد در

دلخواه سطح بر وارد نیروی

مولفەهای تمامͬ یعنͬ است. مشخص کاملا ً پیوسته محیط ͷی درون تنش، تانسور کنید فرض
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قرار سامانە این درون که ،S دلخواه˼ بستەی سطح ͷی به داریم. سامانە درون نقاط تمامͬ در آنرا

بر وارد نیروی چͽونه تنش تانسور داشتن دست در با مثال، عنوان به ͬ شود؟ م وارد نیرویی چه دارد

ͷکوچ بی نهایت عنصر ͷی بر وارد نیروی اگر کنیم؟ محاسبه را آب در غوطەور صلب ِ توپ ِ ͷی

آنجا از ͬ آید. م بدست خالص نیروی سطح، کل روی انتگرالͽیری کنیم،  محاسبه را (ds) سطح

نیروی پس است، صفر غیر تصویری دارای دکارتͬ اصلͬ راستای سه در ͷکوچ سطح این که

در ،ds = (dsx, dsy, dsz) بصورت را سطح ͬ آوریم. م بدست مجزا آنرا مولفەی هر بر وارد

این بر وارد نیروی x̂ مولفەی بخواهیم اگر نمونه، عنوان به ͬ کنیم. م تصویر دکارتͬ راستای سه

آوریم: بدست زیر بصورت را سطح مولفەی سه هر بر وارد نیروی x̂ مولفەی باید بیابیم، را سطح

dfx = σxxdsx + σxydsy + σxzdsz,

فشرده: بصورت یا

dfi =
∑
j

σijdsj ,

است: زیر بصورت سطح بر وارد خالص نیروی پس

f =

∮
σ · dsT ,

ستونͬ بردار ͷی و سطح بردار ترانهادەی ،dsT و تنش تانسور ماتریسͬ نمایش ،σ آن در که

است. شده استفاده نیز ماتریس ها ضرب از اینجا در است.

شارە ۴ .۲

تنش اگر است. همراه آنها شͺل تغییر با مواد، سطوح به عمودی) یا (مماسͬ خارجͬ تنش اعمال

عامل کردن خاموش با است. ͷکوچ بسیار نیز شده ایجاد شͺل تغییر باشد، ͷکوچ اعمالͬ

مختلف، مواد برای سوال این ͬ رود؟ م بین از نیز شده ایجاد شͺل تغییر آیا تنش، کنندەی تولید

بازیابی اولیه شͺل خارجͬ، تنش کردن خاموش با جامد، مواد بیشتر در دارد. متفاوتͬ پاسخ های

ͬ گوییم. م کشسان مواد آنها به که ͬ دهند م تشͺیل را مواد از دستەای این ها .( ۵ .۲ شͺل ) ͬ شود م

تنش کردن قطع با مومسان، مواد مورد در است. کشسان سامانە ͷی از مثالͬ فلزی خط کش ͷی
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۲۹ شارە ۴ .۲

ͬ رود. م بشمار مواد از دسته این نمایندەی مهم ترین موم، ͬ شود. نم بازیابی اولیه شͺل خارجͬ،

هم تنش اندازەی و تنش اعمال شرایط به کاملا مواد، کردن دستەبندی نوع این که کنید دقت

داشته مومسانͬ یا کشسانͬ خاصیت ماده ͷی است ممͺن آزمایش، شرایط  به بسته دارد. بستگͬ

باشد.

مواد، از برخͬ دارد. وجود هم دیͽری مهم  مورد شد، اشاره بالا در که رفتار هایی بر علاوه

تمامͬ ͬ گوییم. م شاره مواد این به ͬ شوند. م جاری خارجͬ، مماسͬ تنش  کوچͺترین به پاسخ در

دارند قرار آن در که را ظرفͬ شͺل همواره مواد این ͬ گیرند. م قرار دسته این در گاز ها و مایعات

تا ͬ شوند م جاری آنقدر همواره خودشان، وزن  نیروی به پاسخ در مایعات واقع در ͬ گیرند. م

با وزن نیروی  در آمد، ظرف شͺل به مایع که زمانͬ و درنهایت بͽیرند. خود به را ظرف شͺل

خود به را ظرف شͺل البته هم گازها ͬ رسند. م تعادل به ظرف، سطح̧ عکس العمل نیروهای

است. وزن نیروی بر آنها غلبەی و گرمایی افت وخیز های وجود سبب به موضوع این ͬ گیرند. م

در را شده خارج یخچال از تازه که عسلͬ است. وابسته آزمایش شرایط به نیز، بندی دسته این

کنید. وارد عسل سطح به سریع ولͬ ͷکوچ ضربەای ،ͷکوچ قاشق  ͷی پشت با بͽیرید. نظر

اکنون ͬ رسد. م نظر به کشسان مادەای عسل آزمایش این در است، درست ͬ افتد؟ م اتفاقͬ چه

صبر ثانیه چند و کنید کج اندکͬ را عسل حاوی ظرف آرامͬ به دهید. انجام را دیͽری آزمایش

دو آزمایش، انجام سرعت و زمانͬ پاسخ واقع در ͬ بینید. م را عسل شارش شرایط این در کنید.

هستند. آزمایش هر در مواد برای گونه کشسان  یا گونه شارە رفتار تعیین در اساسͬ عامل

را تمایز این ͬͺفیزی خصوصیت چه است. متفاوت هم با مختلف، شارەهای شارشͬ خواص

دماهای با عسل از نمونەهایی ͬ توانید م طور همین  کنید. مقایسه هم با را عسل و آب ͬ رساند؟ م

جاری عسل از بیشتر خیلͬ آب ثابت، خارجͬ تنش ͷی به پاسخ در بͽیرید. درنظر را متفاوت

بین درست تمایزی تا باشد باید نیز دیͽری مشخصەی چͽالͬ، بر علاوه که است واضح ͬ شود. م

ابزار های عملͬ و مفهومͬ طراحͬ به شارەها، بین تمایز اندازەگیری برای دهد. نشان را شارەها

داریم. نیاز مرجعͬ
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f f

است. داده نشان شده اعمال خارجͬ نیروی به شͺل مͺعب جسم ͷی پاسخ شͺل این در ۵ .۲ شͺل

شارەها در برشͬ تنش آزمایش

شارەهای بین تمایز معرفͬ و شارش اندازەی اندازەگیری برای مرجع روش ͷی برشͬ، تنش آزمایش

نظر در را موازی و بزرگ) بسیار (ابعاد نامتناهͬ صفحه دو ،۶ .۲ شͺل مطابق است. مختلف

دیͽر با مقایسه در دوصفحه، بین فاصلەی پرکردەایم. نظر مورد شارەی با را آنها بین که بͽیرید

باعث بالایی، صفحه به مماسͬ نیروی کوچͺترین اعمال است. ͷکوچ بسیار مساله طول های

دو بین شاره جریان صورت این در ͬ داریم. م نگاه ثابت را پایینͬ صفحەی ͬ شود. م آن حرکت

یͺدیͽر به مولͺولها چسبندگͬ و مولͺولͬ بین نیروهای وجود سبب به ͬ شود. م ایجاد صفحه

با برابر سرعتͬ با هستند بالایی صفحه ͬͽهمسای در که شارە مولͺولهای سطح، به مولͺولها و

شروع کمتری سرعت های با شاره پایین تر لایەهای ͬ کنند. م حرکت به شروع صفحه آن سرعت

برای ͬ شود. م کم نیز شاره لایەهای سرعت متحرک، صفحەی از شدن دور با ͬ کنند. م حرکت به

سرعت با صفحه و ͬ کنیم م اعمال آن بە را F ثابت نیروی بالایی، صفحه آوردن در حرکت به

،ͷکوچ بسیار نیروهای برای و آزمایش گاهͬ بصورت است ممͺن کرد. خواهد حرکت ،V ثابت

و متناسب A یعنͬ سطح اندازه با نیرو همچنین شود. مشاهده نیرو و سرعت بین خطͬ ارتباطͬ

داریم: صورت این در دارد. عکس نسبت d یعنͬ صفحه دو فاصلەی با

F = ηA
V

d
, (۱۷ .۲)

گفته شاره وشͺسانͬ ،η به کردەایم. تبدیل تساوی به را تناسب ،η کردن وارد با رابطه، دراین که

مقدار از معیاری شاره، وشͺسانͬ است. متفاوت مختلف، شارەهای برای آن مقدار و ͬ شود م

ͬ کند، م وارد نیرو بالایی صفحەی به که ͬ ای خارج عامل درواقع است. شاره آن در انرژی اتلاف

زمان واحد در شده مصرف انرژی نرخ ͬ دارد. م نگاه ثابت را صفحه سرعتِ انرژی، صرف با
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d

f,V

سرعت با بالایی صفحەی و ساکن پایینͬ صفحەی آنها. بین شارەی و موازی صفحه دو ۶ .۲ شͺل
ͬ شود. م ایجاد حرکت صفحه دو بین شارە ی در تا ͬ شود م کشیده ثابت

با: است برابر

P (t) = FV = ηA
V ۲

d
.

یا گرما صورت به شاره، درون ریزمقیاس سازوکار های با و ͬ شود م منتقل شاره به انرژی این

شارەهایی است. بیشتر هوا از آب وشͺسانͬ و بیشتر آب از عسل وشͺسانͬ ͬ شود. م تلف تابش

ͬ شوند. م جاری (بیشتر) راحت تر و دارند کمتری اتلاف کمتر، وشͺسانͬ با

تا شود داده تغییر اندکͬ باید شد، معرفͬ اینجا در که موازی دوصفحەی مفهوم̞ͬ روش

از برخͬ صفحه، و مخروط  و هم محور استوانەی دو سنج  ͬ وشͺسان کند. پیدا عملͬ کارایی

کار اصول و هندسە ،۷ .۲ شͺل در هستند. شارەها وشͺسانͬ اندازەگیری برای  ͬ عمل ابزار های

ͷی و صفحه ͷی بین شاره صفحه، و مخروط سامانە در است. شده داده نشان ابزارها این

تنش  صفحە، چرخاندن با است. صفحه بر عمود مخروط محور ͬ شود. م ریخته صلب مخروط

اندازەی مخروط، محور به متصل پیچشͬ فنر ͬ شود. م منتقل مخروط به شاره طریق از برشͬ

مدرج با است. سامانە وشͺسانͬ از معیاری گشتاور این ͬ کند. م معین را آن بر وارد گشتاور

سامانە  در آوریم. بدست وشͺسانͬ و گشتاور بین ͷبەی ͷی رابطەای ͬ توانیم م دستگاه، این کردن

استوانەی چرخش ͬ شود. م ریخته استوانه دو بین ͷباری شͺاف در شاره هم محور، استوانەی دو

ͬ کند. م تعیین را وشͺسانͬ بیرونͬ، استوانەی بر وارد گشتاور اندازەگیری و درونͬ
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w

w

چرخاندن با است. شده دادە نشان صفحه و مخروط  سنج وشͺسانͬ از ساده طرحͬ راست: ۷ .۲ شͺل
متصل چرخشͬ فنر ͬ یابد. م انتقال بالایی مخروط به شاره، طریق از برشͬ تنش مقداری پایینͬ، صفحەی
استوانەی دو سامانە  در چپ: ͬ کند. م تعیین را است وشͺسانͬ با متناسب که گشتاور اندازە ی مخروط، به
ͬ کند. م تعیین را گشتاور اندازەی خارجͬ استوانەی به متصل فنر و ͬ چرخد م مرکزی استوانەی محور، هم

وشͺسانͬ بزرگͬ مرتبه

برهمͺنشهای مقیاس ریز نگاه در ثانیه. بر متر بر کیلوگرم با است برابر وشͺسانͬ دیمانسیونِ یا بˀعد

ͬ شوند. م شارەها شدن وشͺسان باعث مولͺولها بین انرژی مبادلەی سازوکاهای و مولͺولͬ بین

مرتبەی از مناسبی عددی بر آورد ͬ توانیم م داشتەباشیم، پدیدە از درستͬ ریز مقیاس تصویر اگر

آن در که ،η ∼ m
lT ͬ دهیم م قرار وشͺسانͬ برآورد برای آوریم. بەدست نظر مورد کمیت بزرگͬ

برآورد برای هستند. شدن وشͺسان پدیدەی به مربوط ریزمقیاس زمان و جرم، طول ،T و l ،m

طول است. مولͺولها جرم نظر مورد جرم ریز، مقیاسهای در که کنیم دقت باید وشͺسانͬ عددی

هوا، مورد در و مولͺولها بین متوسط فاصله آب، مثل شارەای برای وشͺسانͬ پدیدەی در دخیل

بین انرژی مبادلەی فرآیندهای به مربوط زمانهای به نیز مشخصه زمان است. آزاد میانگین پویش

میشود. مربوط مولͺولها

۱۰−۹m یعنͬ مولͺولها خود ابعاد مرتبه از آب مولͺولهای بین متوسط فاصله مشخص بطور

۱۸ از آب مولͺول هر که واقعیت این از آب، مولͺولهای  جرم آوردن بەدست برای است.

بسیار کل جرم در الͺترونها سهم ͬ کنیم. م استفاده است، شده تشͺیل نوترون ۱۸ و پروتون

۱۰−۲۷kg مرتبەی از و برابر تقریباً هم نوترونها و پروتونها جرم اینکه به توجه با است. ناچیز

از برآوردی باید اکنون ͬ شود. م ۱۰−۲۶kg با برابر آب مولͺولهای جرم بزرگͬ مرتبەی است،
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۳۳ شارە ۴ .۲

انتقال سازوکار که: بپرسیم دهید اجازه منظور این برای باشیم. داشته مسأله مشخصەی زمان

با انرژی مجاور، مولͺول های بین برهمͺنش در است؟ چͽونه مجاور مولͺول های بین انرژی

که است عملͬ همان این ͬ شود. م منتقل آب مولͺولهای چرخشͬ یا ارتعاشͬ مˀد های ͷتحری

با ریزموج الͺتومغناطیسͬ موج انرژی ͬ گیرد. م صورت هم (میͺروویو) ریزموج اجاق های در

نقطەی ͬ شود. م سامانه جذب گرما بصورت آب، مولͺول های ارتعاشͬ یا نوسانͬ مد های ͷتحری

است. موج ریز انرژی مرتبەی از آب مولͺول ارتعاش های مشخصەی انرژی است. خوبی شروع

بەدست آنرا بسامد ͬ توانیم م پس است، λ ≈ ۱µm مرتبەی از ریز موج موج طول بەاینکه توجه با

با: ͬ شود م برابر مشخصە زمان آنجا از و ،ω = c/λ ≈ ۱۰۸/۱۰−۶ = ۱۰۱۴ داریم: آوریم.

مرتبەی مشخصه، کمیات برای عددی مقادیر جایͽزاری با اکنون .T ≈ ۱/ω = ۱۰−۱۴s

ͬ شود: م زیر بەصورت آب وشͺسانͬ بزرگͬ

η ≈ m

l T
≈ ۱۰−۳Pa.s,

است. ͷنزدی بسیار آب وشͺسانͬ واقعͬ مقدار به عدد این

مورد در بەسهولت ͬ توان م آمد بدست ابعادی تحلیل اساس بر که بالا سادەی رابطەی از

آب مثل شارەای مورد در کرد. پیش گویی مختلف شارەهای در وشͺسانͬ دمایی وابستگͬ

بین فاصلەی به بسیار برهمͺنش این مولͺولهاست. بین مستقیم برهمͺنش انرژی انتقال سازوکار

برهمͺنش ها نتیجه در و شده زیاد مولͺولها متوسط فاصله دما افزایش با است. وابسته مولͺولها

مولͺولها برخورد انرژی مبادلەی سازوکار گازها مورد در ͬ شود. م کم هم وشͺسانͬ و کم شده

ͬ شود. م کم برخوردها بین متوسط فاصله و شده بیشتر تصادفͬ حرکت های دما افزایش با است.

ͬ یابد. م افزایش گازها وشͺسانͬ دما افزایش با بنابراین

است: شده گزارش شارەها از برخͬ آزمایشͽاهͬ مقادیر زیر جدول در

ηآب (T = ۳۰۰K) = ۰٫۷۹۸mPa.s,

ηآب (T = ۳۷۰K) = ۰٫۲۸۲mPa.s,

η زیتون روغن (T = ۲۹۰K) = ۴۰mPa.s,
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ͬͺفیزی مقدمات ۲ ۳۴

η عسل (T = ۲۹۰K) = ۸۰۰۰mPa.s,

η هوا (T = ۲۹۰K) = ۰٫۰۱۸mPa.s.

معادلات در شاره چͽالͬ به وشͺسانͬ نسبت معمولا˟ ͬ شود. م گفته نیز ͬͺدینامی وشͺسانͬ ،η به

داده نشان ν = η/ρ نماد با و ͬ شود م گفته ͬͺسینماتی وشͺسانͬ آن به که ͬ شود م ظاهر حرکت

نماد با و است استوکس نام به CGS دستگاه در ͬͺسینماتی وشͺسانͬ سنجش واحد ͬ شود. م

آب ͬͺسینماتی وشͺسانͬ است. ۱cm۲ · s−۱ با برابر استوکس ͷی ͬ شود. م داده نشان St.

مقیاس ریز نظر از دهید توضیح ͬ توانید م آیا است. (۱cSt) استوکس سانتͬ ͷی با برابر حدوداً

مرتبەی آن با که بالا بحث از دارد؟ وجود ͬͺسینماتی و ͬͺدینامی ͬ های وشͺسان بین تفاوتͬ چه

بͽیرید. ͷکم شد برآورد وشͺسانͬ بزرگͬ

نانیوتنͬ شارەهای

ͬ کند. م تعریف را η وشͺسانͬ ضریب واقع در که است شناختͬ پدیدە رابطەی ͷی ۱۷ .۲ رابطه

در کنیم. بررسͬ را V
d به F

A یعنͬ برشͬ تنش وابستگͬ ͬ توانیم م تجربی آزمایشهای انجام با

نیوتنͬ شارە نظر مورد شارەی به باشد خطͬ سرعت، حسب بر برشͬ تنش منحنͬ که صورتͬ

را آنها ͬ توان م و است خطͬ مذکور منحنͬ خوبی تقریب با شارەها از برخͬ برای ͬ شود. م گفته

پلیمری، محلولهای مرغ ، تخم سفیدەی مثل مواد از پارەای برای گرفت. نظر در نیوتنͬ شارەهای

مواد این به است. خطͬ غیر سرعت، برحسب برشͬ تنش رفتار نشاسته و آب محلول و خون

تنش مقدار از تابعͬ وشͺسانͬ نیوتنͬ غیر شارەهای برای ͬ شود. م گفته نیوتنͬ غیر شارەهای

است. شده اعمال برشͬ

برای را شارەها نظریەی  مبانͬ است. نیوتنͬ شارەهای درمورد کتاب، این در ما بحث بیشتر

آخر فصل در نیز نانیوتنͬ شارەهای اصلͬ خواص ͬ کنیم. م بحث تفصیل به نیوتنͬ شارەهای

ͬ شود. م بررسͬ کتاب
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ریزمقیاس دیدگاه تنش: ۵ .۲

تعداد اینکه به توجه با شدەاست. تشͺیل مولͺول ها و اتم ها از ریزمقیاس، دیدگاه از پیوسته محیط

آماری ͷانیͺم نظریەی از ریزمقیاس توصیف برای تا ناگزیریم است، زیاد بسیار مولͺول ها و اتم ها

مطالعەی برای پیشرفتەای ابزار های جنبشͬ نظریەی و آماری ͷانیͺم نظریە ی کنیم. استفاده

این از جزییاتͬ ارایەی و توسعە هدفمان اینجا آوردەاند. فراهم ͬͺفیزی سامانەهای ریزمقیاس

سامانە های در تنش تانسور دهیم، نشان فشردە خیلͬ صورت به خواهیم مͬ تنها نیست نظریەها

ادامەی فهم برای قسمت این خواندن دارد. بستگͬ ذرات برهمͺنشͬ جزییات به چͽونه ͷفیزی

صورت به کند. صرفنظر آن از اول دید در ͬ تواند م خوانندە و نیست ضروری کتاب این مطالب

این از شروع با ͬ دهند. م دست به را فاز فضای در ذرات تحول هامیلتون، معادلات فشرده، خیلͬ

تحول معادلەی در چͽالͬ این که ͬ کنیم م توجه فاز فضای در احتمال چͽالͬ تعریف و معادلات

پیوستاری شدەی درشت دانە تصویر ͬ توانیم م توزیع، تابع از شروع با ͬ کند. م صدق لیوویل

تانسور با سامانه درون نیرو توزیع مفهوم پیوستار تصویر این در بسازیم. گسسته سامانەی از

تابع در ذرەای N سیستم  ͷی ͬͺدینامی اطلاعات همەی آماری نظر از ͬ شود. م جایͽزین تنش

که ͬ دهد م را این  احتمال توزیع تابع این است. نهفته fN (r۱, . . . , rN ,p۱, . . . ,pN ) توزیع

بەصورت توزیع تابع باشد. pi تکانەی دارای و ri مͺان در t زمان در ،( i=۱...N ) ام  i ذرەی

توزیع تابع داشتن دست در با .dΓ = dr۱ · · · dpN آن: در که است نرمالیزه
∫
dΓfN = ۱

محاسبه زیر صورت به را سرعت و چͽالͬ مثل مقیاسͬ بزرگ میدان های و کمیات ͬ توانیم م

کنیم:

ρ(r, t) = m

N∑
i=۱

⟨δ(r− ri)⟩

ρ(r, t)u(r, t) =

N∑
i=۱

⟨piδ(r− ri)⟩, (۱۸ .۲)

جرم ، ͬ آیند م دست به ⟨A⟩ =
∫
dΓAfN زیر صورت به آماری گیری های متوسط آن در که

صدق زیر صورت به لیوویل ͬͺدینامی معادلەی در توزیع تابع است. شده فرض برابر ذرات همەی
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ͬ کند: م

d

dt
fN =

∂

∂t
fN +

N∑
i=۱

[ṙi∂ifN + ṗi∂pi
fN ] = ۰; (۱۹ .۲)

است. شده استفاده ∂pi
= ∂/∂pi و ∇i = ∂i = ∂/∂ri نماد های از سهولت برای آن در که

شارش نیست. احتمال تابع برای فاز فضای در پیوستگͬ معادلەی جز چیزی لیوویل معادلەی

تحولͬ معادلەی از استفاده با ͬ کند. م رفتار ناپذیر تراکم شارش ͷی مانند فاز، فضای در چͽالͬ

میشود: زیر صورت به دلخواه کمیت هر متوسط زمانͬ تغییرات لیوویل،

∂

∂t
⟨Aα⟩ =

∫
dΓAα∂tfN =

N∑
i=۱

⟨ ۱
m
pi · ∂iAα − ∂iU · ∂pi

Aα⟩. (۲۰ .۲)

و است Nذرەای سامانەی فاز فضای مختصات از Aα({ri,pi})تابعͬ اینجا در که کنید دقت

نیست. d/dt و ∂t بین تفاوتͬ مورد این در باشد. داشته بستگͬ ͬ تواند م زمان به تنها متوسطش

بͽیرید: نظر در را ذرات چͽالͬ زمانͬ تغییرات مثال اولین برای

∂

∂t
ρ = m∂t⟨

∑
i

δ(r− ri)⟩ =
∑
i

⟨pi∂iδ(r− ri)⟩ = − ∂

∂r
(ρu), (۲۱ .۲)

Aα =
∑N

i δ(r− محاسبه این در است. جرم برای پیوستگͬ معادلەی ͷی آمده، بدست رابطەی

ͬ کنیم: م حساب را تکانه چͽالͬ زمانͬ تغییرات دیͽر، مثالͬ عنوان به است. اسͺالر ͷی ri)

∂

∂t
(ρu) =

۳∑
α=۱

êα∂t⟨
N∑
i

pi,αδ(r− ri)⟩

= − ∂

∂r
·
∑
i

⟨ ۱
m
pipiδ(r− ri)⟩ −

∑
i

⟨ ∂
∂ri

Uδ(r− ri)⟩,(۲۲ .۲)

دادەایم: قرار بالا محاسبەی در دارد. قرار U پتانسیل اثر تحت ذره هر کردەایم، فرض آن در که

نتیجەی در است. ام i ذرەی تکانەی ام α مولفەی pi,α آن در که Aα =
∑N

i pi,αδ(r− ri)

گونەای به دوم مرتبەی تانسور دیورژانس تساوی راست سمت جملەی اولین در و آمده دست به

ͬ توانیم م را ذرەای بین نیروهای و خارجͬ نیروهای سهم شود. تولید بردار ͷی که ͬ شود م محاسبه
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کنیم: جدا پتانسیل تابع در زیر صورت به

U(ri) = U e(ri) +
∑
j ̸=i

Uij ,

در است. ذرەای دو برهمͺنش  های از ناشͬ ذرەای بین پتانسیل که است شده فرض آن در که

گرفت. نظر در Uij = U(ri − rj) صورت به ͬ توان م را ذرەای بین پتانسیل موارد بیشتر

را راست سمت اول جملەی .۲۲ .۲ معادلەی تکانه، چͽالͬ تغییرات معادلەی به بازگردیم

ͬ بینیم: م محاسبه اندکͬ با ∑ببینید.
i

⟨ ۱
m
pipiδ(r− ri)⟩ =

∑
i

⟨m(
۱
m
pi − u)(

۱
m
pi − u)δ(r− ri)⟩+ ρuu.

ببینید: را رابطه همان دوم جملەی اکنون

−
∑
i

⟨ ∂
∂ri

(U e +
∑
j

Uij)δ(r− ri)⟩,

بͽیرید: درنظر عبارت این در را ذرەای برهمͺنش بین سهم

−
∑
i ̸=j

⟨ ∂
∂ri

Uijδ(r− ri)⟩ = −۱
۲

∑
i ̸=j

⟨ ∂
∂ri

Uij(δ(r− ri)− δ(r− rj))⟩

آید: دست به تا کنیم استفاده تیلور بسط از ͬ توانیم م ،rij = ri − rj تعریف با

δ(r− ri)− δ(r− rj) = −rij
∂

∂r
δ(r− rj) + · · · ,

ͬ آید: م دست به قبلͬ رابطەی در بسط این دادن قرار با

−۱
۲

∑
i ̸=j

⟨ ∂
∂ri

Uij(δ(r−ri)−δ(r−rj))⟩ =
۱
۲
∂

∂r
⟨
∑
i ̸=j

∂

∂ri
Uijrijδ(r−rj)⟩+· · · .

روابط سادەسازی از بعد ͬ دهیم. م قرا تکانه چͽالͬ تحول معادلەی در را بالا عبارات اکنون

که: ͬ بینیم م

∂

∂t
(ρu) +

∂

∂r
· (ρuu) = f e +

∂

∂r
· σ; (۲۳ .۲)



علͬ⁃نجفͬ⁃دانشͽاه⁃تحصیلات⁃تکمیلͬ⁃زنجان

ͬͺفیزی مقدمات ۲ ۳۸

با است. شده تعریف f e = −
∑

i⟨∂iU eδ(r−ri)⟩صورت به خارجͬ نیروی چͽالͬ آن در که

.ρ(∂t+u ·∇)u با: است برابر بالا رابطەی چپ سمت چͽالͬ، برای پوستگͬ معادلەی به توجه

برای است. σ = σK + σU صورت به برهمͺنشͬ و جنبشͬ قسمت دو دارای تنش تانسور

داریم: تنش تانسور جنبشͬ قسمت

σK = −
∑
i

⟨m(
۱
m
pi − u)(

۱
m
pi − u)δ(r− ri)⟩ (۲۴ .۲)

با: است برابر تنش تانسور برهمͺنشͬ قسمت

σU =
۱
۲

∑
i ̸=j

⟨rij
∂

∂ri
Uijδ(r− rj)⟩+ · · · . (۲۵ .۲)

دست به سامانه ریزمقیاس جزییات و برهمͺنش ها حسب بر را تنش تانسور آمده،  دست به روابط

ناظری دید از است. تنش تانسور در جنبش انرژی سهم تنش، تانسور جنبشͬ قسمتͬ ͬ دهند. م

حرکت های سبب به که است تکانەای ،σk · ds ͬ کند م حرکت شاره همراه موضعͬ بصورت که

ذرات بین برهمͺنشͬ که ایدەآل گاز مورد در ͬ شود. م منتقل سطح از زمان واحد در مولͺولͬ

تانسور برهمͺنشͬ قسمت ͬ سازد. م را تنش تانسور که است اثری تنها جنبشͬ قسمت نیست،

پس: ∂iUij = rij
rij
U ′ که: کنید توجه ͬ کنیم. م بازنویسͬ زیر صورت به را تنش

σU =
۱
۲

∑
i ̸=j

⟨rijrij
U ′

rij
δ(r− rj)⟩+ · · · ,

=
۱
۲

∫
dR

U ′

R
RR

∑
i ̸=j

⟨δ(r− rj)δ(R− rij)⟩+ · · · ,

=
۱
۲

∫
dR

U ′

R
RRρ(۲)(r, r+R) + · · · , (۲۶ .۲)

مͺان در دیͽری و r مͺان در ذره ͷی همزمان بصورت اینکه احتمال ذرەای، دو چͽالͬ آن در که

است: شده تعریف زیر صورت به باشد r+R

ρ(۲)(r, r+R) =
∑
i ̸=j

⟨δ(r− rj)δ(R− rij)⟩ =
∑
i ̸=j

⟨δ(r− rj)δ(r+R− ri)⟩,
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همبستگͬ تابع از است بهتر است. حساس بسیار R مختصەی به و کندتغییر r برحسب تابع این

کنیم: استفاده زیر صورت به ذرەای دو

ρ(۲)(r, r+R) =
۱
m۲ ρ(r)ρ(r+R)g(۲)(r,R).

چͽالͬ تابع به تک ذرەای چͽالͬ تابع تحول که است این ͬ شود م روشن بالا بحث از که چیزی آن

سلسله صورت به که دارند وجود معادلاتͬ که داد نشان ͬ توان م است. شده مربوط ذرەای دو

حل نتیجه در ͬ کنند. م مربوط ذرەای n − ۱ چͽالͬ توابع به را ذرەای n چͽالͬ توابع مراتبی

رهیافت این کردن کارا برای است. شدە جفت معادلات این همزمان حل مستلزم سیستم کامل

تشͺیل را جنبشͬ نظریەی اساس تقریب ها گونه این کرد. استفاده تقریب هایی از که است لازم

بدست روابطͬ ͬ توان م جنبشͬ نظریەی در است. دور ما کنونͬ هدف از آن جزییات که ͬ دهند م

خواهند معین ریزمقیاس جزییات حسب بر را ویسͺوزیته مثل ͬͺوپیͺماکروس کمیات که آورد

معادلەی ͬ توان م میͺروسͺوپی روش این از چͽونه که ͬ دهیم م نشان تنها بحث، ادامەی در کرد.

آورد. بدست را حالت

P = − ۱
۳ Trσ بەصورت تنش تانسو از که است اسͺالری کمیت ،ͷهیدروستاتی فشار

داریم: ͬ آید. م بدست

−۱
۳

TrσK =
۲
۳

∑
i

⟨۱
۲
m(ṙi − u)۲δ(r− ri)⟩ =

۲
۳

∑
i

⟨Kiδ(r− ri)⟩,

.⟨Ki⟩ = ۳
۲kBT با: است برابر ذره هر متوسط جنبشͬ انرژی گرمایی تعادل درحالت و آن در که

ͬ اید: م دست به نتیجه در

−۱
۳

TrσK = kBT
ρ

m
.

داریم: برهمͺنشͬ انرژی از ناشͬ سهم محاسبەی برای

−۱
۳

TrσU = −۲π
۳
(
ρ

m
)۲
∫ ∞

۰
dRU ′g(۲)R۳.

Peq =
N

V
kBT − ۲π

۳
(
N

V
)۲
∫ ∞

۰
dRU ′g(۲)R۳. (۲۷ .۲)
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ͬͺفیزی مقدمات ۲ ۴۰

تعادلͬ سامانەی ͬͺترمودینامی حالت معادلەی آمده دست به رابطەی و سامانه حجم V آن در که

است.
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۴۱ پرسش ها

پرسش ها

تمامͬ و یͺتا بصورت روش دو هر و معادلند هم با لاگرانژ و اویلر روش دو که دهید نشان ۱ .۲

با چͽونه که کنید بررسͬ منظور این برای  دارند. را شاره حرکت ͬͺسینماتی اطلاعات

بدست را ذرات حرکت مسیر اطلاعات ͬ توانیم م سرعت اویلری میدان داشتن دست در

بالعکس. و آوریم

ͬͺتریͺال دو قطبی ͷی برای ͬͺتریͺال برداری میدان شبیه شارشͬ میدان ͷی کنید فرض ۲ .۲

حل را آنها کنید سعͬ و آورده بدست را جریان خطوط کنندەی توصیف معادلەی داریم.

فرض واحد را ͬͺتریͺال بارها ی اندازەی دو قطبی ͬͺتریͺال میدان محاسبەی برای کنید.

۴πϵ۰ سهولت برای همچنین دهید. قرار (±۱, ۰, ۰) مختصات با نقاطͬ در را آنها و کنید

کنید. فرض واحد با برابر هم را

تطابق عدم یا تطابق با جریان بودن یͺنواخت غیر یا ناپایا ارتباط مورد در کیفͬ بصورت ۳ .۲

کنید. بحث فصل این متن در شده معرفͬ خطوط انواع

بͽیرید: نظر در را زیر پایای غیر سرعت میدان ۴ .۲

u = (az, (x− bt), cx) ,

در با کنید. محاسبه را ω = ∇ × u چرخش بردار هستند. ثابت c و b ، a آن در که

زیر: اولیه شرایط گرفتن نظر

x(۰) = x۰, y(۰) = y۰, z(۰) = z۰

آورید. بدست را مسیر و رنگ جریان، خطوط شͺل

مولفەهای برشͬ، میدان در است. شارشͬ مثالهای مهم ترین از ͬͺی برشͬ سرعت میدان ۵ .۲

میدان ͷی شͺل ͬ ترین کل ͬ کنند. م تغییر مرکز از فاصله با خطͬ بصورت سرعت مختلف

u(x) = Γ · x بصورت α و γ ثابت دو برحسب (x − y) بعدی دو فضای در برشͬ



علͬ⁃نجفͬ⁃دانشͽاه⁃تحصیلات⁃تکمیلͬ⁃زنجان

ͬͺفیزی مقدمات ۲ ۴۲

است: زیر بصورت Γ ماتریس اینجا در ͬ شود. م داده

Γ =
۱
۲
γ

 ۱ + α ۱ − α ۰
−۱ + α −(۱ + α) ۰

۰ ۰ ۰

 ,

آورید. بدست α = ۰, ۰٫۴, ۰٫۸, ۱ برای را میدان خطوط شͺل

است چرخیده x̂۳ محور حول π
۴ اندازەی به که دستگاهͬ در تنش تانسور شͺل ͬ خواهیم م ۶ .۲

با را چرخیده دستگاه در و σij با اصلͬ دستگاه در را تنش مولفەهای آوریم. بدست را

این مقطع بͽیرید. درنظر را شاره از مͺعب ͷی ،۸ .۲ شͺل مطابق دهید. نشان σ′ij
نصف از که منشوری حال ͬ شود. م دیده دوبعدی صفحەی در مربع ͷی بصورت مͺعب

نیروهای است. ABC مثلث منشور این مقطع کنید. تصور را شده ساخته مͺعب این

نیروی که کنید دقت کنید. بیان تنش تانسور عناصر برحسب را منشور این وجوه بر وارد

در را سوم وجه بر وارد نیروی و ͬ نویسیم م اولیه دستگاه در را BC و AB وجوه بر وارد

منشور، این برای گشتاورها و نیروها تعادل بررسͬ با حال ͬ نویسیم. م چرخیده دستگاه

با آمده بدست روابط آیا آورید. بدست دستگاه دو در تنش تانسور عناصر بین رابطەی

سازگارند؟ ۱۶ .۲ تبدیل قانون

x

y
x'

y'
A B

C

'

yys

xys

xys

xxsxxs

xys

'

است. چرخیده π
۴ اندازەی به اولیه دستگاه به نسبت (x′, y′) مختصات دستگاه ۸ .۲ شͺل

دستگاه ͷی بصورت را کروی قطبی مختصات دستگاه ،۱ .۱ شͺل مطابق و قبل فصل  در ۷ .۲

تانسور عناصر است. چرخیده دکارتͬ دستگاه به نسبت که گرفتیم نظر در موضعͬ متعامد

با دهید. نشان σϕϕ و σθϕ ،σθθ ،σrϕ ،σrθ ،σrr با را قطبی⁃کروی دستگاه در تنش

ارتباط ͬ کند، م تبدیل دکارتͬ دستگاه به را قطبی دستگاه که دورانͬ ماتریس از استفاده

آورید. بەدست را دستگاه دو در تنش تانسور عناصر بین
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۳
پایستار شارش

سازوکارهای نیستند، کتاب این در ما نظر مورد و هستند کوانتومͬ شارەهایی که ابرشارەها جز به

ͬ کند. م تبدیل گرما به را شاره حرکتͬ انرژی اتلاف، دارند. نقش شارەها حرکت در همواره اتلافͬ

خصوصیات دارد. بستگͬ مختلفͬ عوامل به شارشͬ سامانەهای در اتلاف ِ ͬ کم یا زیادی البته

پدیدەی آن در که مشخصەای زمانهای  و مشخصه سرعت های مسأله، هندسͬ شͺل شاره، ذاتͬ

بدانیم قبل از است ممͺن شرایط، برخͬ در هستند. عوامل این از برخͬ ͬ شود، م مطالعه نظر مورد

انرژی که داریم شارشͬ صورت این در .۱ ندارند مهمͬ نقش مسأله ͷی در اتلافͬ اثر های که

آن در که کنیم بررسͬ را شارشͬ ͬ خواهیم م فصل این در است. پایسته) (تقریبا پایسته آن در

ریاضͬ ارزش تنها مسأله این که شود تصور اول نگاه در است ممͺن است. صفر دقیقا ً اتلاف

داریم انتظار است، کم خیلͬ اتلاف که پدیدەهایی در واقع در نیست. درست این ولͬ دارد

و اویلری» «شارەهای موضوع دو دهند. دست به مناسبی تقریبی نتایج فصل این رهیافت های

ادامه، در پایستارند. شارش های مطالعەی برای مناسبی ریاضͬ ابزار های پتانسیلͬ»، «شارەهای

است. استفاده قابل شارشͬ گونه هر برای معادله این ͬ آوریم، م بدست را پیوستگͬ معادلەی ابتدا

اهمیت درجەی اندازەگیری برای را دقیق عددی معیار ͷی رینولدز، بعد بدون عدد معرفͬ با بعدی فصل های در ۱

ͬ کنیم. م ارائه مسألە هر در اتلافͬ اثر های
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آنجا از و ͬ نویسیم م پایستار شارش از ͷکوچ عنصر ͷی برای را نیوتن حرکت قانون سپس

مثال، چند ͷکم با ادامه در ͬ آوریم. م بەدست را پایستار شارش حرکت دیفرانسیل̞ معادلەی

ͬ کنیم. م مطالعه بیشتر را معادلات این خصوصیات از برخͬ

جرم پایستگͬ قانون ۱ .۳

ͬ آوریم. م دست به ͷفیزی اولیەی اصول از را حرکت معادلات شارەها، ͷدینامی مطالعەی برای

که بسته ِ  ͬ شارش سامانەهای در ͬ آید. م دست به جرم پایستگͬ قانون از حرکت معادلەی اولین

نظر در را شارشͬ است. پایسته جرم ͬ گیرند، نم انجام هستەای یا شیمیایی فرآیندهای آن ها در

سطح ͷی ،۱ .۳ شͺل مطابق است. شدە داده u(x, t) سرعت میدان با آن حرکت که بͽیرید

واحد در ،(ds) سطح، این ِͷکوچ بی نهایت عنصر هر از بͽیرید. نظر در را S فرضͬ بستەی

این است. سطح خارج سمت به و سطح بر عمود ds بردار جهت ͬ کند. م عبور dm جرم زمان

است: محاسبه قابل سرعت میدان از زیر رابطەی با ͷکوچ بی نهایت جرم

از زمان واحد در شده رد جرم جریان. خطوط همراه به شاره درون دلخواه بستەی سطح ͷی ۱ .۳ شͺل
.ρ(x, t) u(x, t) · ds با: است برابر سطح ͷکوچ بی نهایت عنصر این

ρ(x, t) u(x, t) · ds, (۱ .۳)

و سرعت میدان به کمیت این علامت که کنید دقت است. شاره چͽالͬ ،ρ(x, t) آن در که
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dm > ۰ شود خارج S بستەی سطح از جرم این اگر دارد. بستگͬ سطح به نسبت آن جهت گیری

بصورت ͬ شود م خارج سطح این از که خالصͬ جرم .dm < ۰ شود سطح وارد جرم این اگر و

ͬ شود: م محاسبه ∮زیر
ρu · ds.

زیر بصورت آن تغییرات آهنگ دهیم، M(t)نشان با را t زمان در بسته سطح این درون جرم اگر

است:
d

dt
M(t) = −

∮
ρu · ds,

جرم تغییرات عامل تنها نداریم. S حجم درون ͬͺچاه یا چشمه هیچ کردەایم فرض آن در که

که کنید توجه اکنون است. آن سطح̧ طریق از شارە خروج یا ورود بسته، سطح این درون شارەی

ͬ آید. م بدست چͽالͬ تابع از ،M(t) =
∫
d۳xρبصورت نظر مورد سطح درون شارەی کل جرم

ͬ رسیم: م زیر دیفرانسیلͬ رابطەی به دیورژانس قضیەی ͷکم با و موضوع این از استفاده با

∇ · (ρu) + ∂

∂t
ρ = ۰. (۲ .۳)

است. مشهور پیوستگͬ رابطەی به و جرم پایستگͬ قانون دیفرانسیلͬ صورت بالا رابطەی

معادلەی برد. بەکار پایستار، غیر یا پایستار شارشͬ، نوع هر برای ͬ توان م را پیوستگͬ معادلەی

ͬ کنیم: م بازنویسͬ زیر بصورت را پیوستگͬ

ρ∇ · u+
d

dt
ρ = ۰, (۳ .۳)

است: شده تعریف زیر بەصورت چͽالͬ تابع کامل مشتق آن در که

d

dt
ρ = (

∂

∂t
+ u · ∇)ρ.

گیری اندازه چͽونه شاره همراه دستگاه بر واقع ناظر دید از زمانͬ تغییرات که ͬ کنیم م یادآوری

است چͽالͬ زمانͬ تغییرات چͽالͬ، کامل مشتق  قبل، فصل در شده ارایه بحث مطابق ͬ شود: م

ͬ شود. م اندازەگیری شاره همراه ناظر دید از که
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جریان تابع و تراکم ناپذیر شارش

ͷکدام ی چͽالͬ، ِ ͬ مͺان یا زمانͬ تغییرات است؟ ناپذیر تراکم شارشͬ چه و پذیر تراکم شارشͬ چە

با آغازین، لحظەی در است ممͺن ͬ کنند؟ م ارائە ناپذیری تراکم مفهوم برای مناسب تری تعبیر

سامانه این در شارشͬ اگر باشد. متفاوت فضا مختلف نقاط در چͽالͬ که باشیم روبرو سامانەای

این کرد. خواهد تغییر زمان با مدام بعدی لحظات در فضا مختلف نقاط در چͽالͬ شود، برقرار

چون بماند. ثابت مجاور ذرات ِ بین متوسط فاصلەی که است ناپذیر تراکم صورتͬ در شارش

مدام شاره همراه دستگاه در را چͽالͬ تا است لازم موضوع، این بررسͬ برای ͬ کند، م حرکت شاره

شارش آن بماند، ثابت چͽالͬ شاره، همراه دستگاه بر واقع ناظر دید از اگر کنیم. گیری اندازه

داریم: ناپذیر تراکم شارش برای دیͽر، بیان به است. ناپذیر تراکم

d

dt
ρ = ۰.

تراکم شرط برای زیر سادەتر ِ ͬ ریاض رابطەی به پیوستگͬ، معادلەی با بالا رابطەی ترکیب با اکنون

ͬ رسیم: م ناپذیری

∇ · u(x, t) = ۰. (۴ .۳)

است. ناپذیر تراکم تقریباً شارش  برای خوبی مثال ͬ گیرد، م صورت لولەها درون که آب شارش

انتشار است. پذیر تراکم که ͬ کند م تولید شارشͬ آب، در صوتͬ امواج انتشار دیͽر، طرف از

در شارە ͷی است ممͺن است. همراه سامانه موضع̞ͬ انقباض های و تراکم ها انتشار با صوت

ͬ توان نم باشد. داشته پذیری تراکم رفتار دیͽر، آزمایشͬ در ولͬ ناپذیر تراکم آزمایش ͷی شرایط

در است. کننده تعیین مسأله هر شارشͬ شرایط نامید، تراکم ناپذیر یا پذیر تراکم را شارەی ͷی

یا تراکم پذیری تشخیص برای ͬˁکم معیار ͷی بەعنوان ماخ، بˀعد بدون عدد از بعدی، فصل های

ͬ کنیم. م استفاده شارش تراکم ناپذیری

است. سادەتر پذیر تراکم شارش های بررسͬ از اندکͬ ناپذیر، تراکم شارش های مطالعەی

ͷکم جریان تابع̧ مفهوم بͽیرید. نظر در را ناپذیر تراکم شارش های مورد در جریان خطوط

سرعت میدان کرد. مطالعه آسان تر را دوبعدی سامانەهای در ناپذیر تراکم شارش های تا ͬ کند م

توجه با بͽیرید. نظر در u = (u, v, ۰) بصورت را ناپذیر تراکم دوبعدیِ شارش ͷی به مربوط
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داریم: ناپذیری تراکم شرط به

∇ · u = ∂xu+ ∂yv = ۰, (۵ .۳)

کامل دیفرانسیل این است. کامل دیفرانسیل ͷی udy − vdx بنابراین .∂xu = −∂yv پس:

ͬ گیریم: م نظر در زیر شͺل به و ،Ψ اسͺالر تابع ͷی دیفرانسیل بصورت را

dΨ = udy − vdx, (۶ .۳)

که ͬ یابیم م در بعدی، دو شارش در جریان خطوط به مربوط معادلەی با رابطه این مقایسەی با

باید جریان تابع یافتن برای ͬ کنند. م مشخص را جریان خطوط ثابت، های c با Ψ = c خطوط

شوند: حل زیر معادلات

∂Ψ

∂x
= −v, ∂Ψ

∂y
= u. (۷ .۳)

ͬ آوریم: م بەدست را u = (u۰, ۰, ۰) یͺنواخت شارش برای جریان تابع مثال، اولین عنوان به

dΨ = u۰dy,→ Ψ = c+ u۰y, (۸ .۳)

موازی خطوطͬ مورد، این در جریان خطوط داریم، انتظار که همان طور است. ثابت c آن در که

هستند. x محور با

شده معرفͬ جریان کنیم. بررسͬ را دوبعدی خطͬ جریان ͷی دهید اجازه دوم، مثال برای

زیرند: بصورت سرعت میدان مؤلفەهای بͽیرید. نظر در را قبل فصل ۵ شمارەی مسألەی در

u =
γ

۲
((۱ + α)x+ (۱ − α)y) , v =

γ

۲
((−۱ + α)x− (۱ + α)y) , (۹ .۳)

مورد: این در

dΨ =
γ

۲

(
(۱ + α)(xdy + ydx) + (۱ − α)d(x۲ + y۲)/۲

)
,

ͬ شود: م زیر بەصورت جریان تابع مقدار انتگرال گیری، با

Ψ =
γ

۲

(
(۱ + α)xy + (۱ − α)(x۲ + y۲)/۲

)
+Ψ۰.

شدەاند. رسم α = ۰٫۸ برای و ۲ .۳ شͺل در جریان خطوط
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y
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.α = ۰٫۸ برای و خطͬ دوبعدی جریان ͷی برای میدان خطوط ۲ .۳ شͺل

اویلر معادلەی ۲ .۳

شارەها  در را تکانه پایستگ̞ͬ قانون ͬ خواهیم م اکنون جرم، پایستگͬ قانون مطالعەی از پس

ͷی به تا برده بͺار شارە عنصر هر برای را نیوتن حرکت معادلەی ͬ خواهیم م کنیم. بررسͬ

فصل این در این منظور، برای برسیم. ͬ کند م توصیف را شاره حرکت که دیفرانسیل معادلەی

مورد در که گذشته فصل مقدمات̞ͬ بحث در گرفت. خواهیم نظر در را پایستار شارش های تنها

شاره، مجاورِ لایەهای ِ لغرش و چسبندگͬ که دیدیم شد، ارائه شارەها در اتلاف و وشͺسانͬ

ͷی در تنش) تانسور مماسͬ (مؤلفەهای برشͬ نیروهای وجود دارند. اتلاف با مستقیمͬ ارتباط

واقع در کنیم، صرفنظر اتلافͬ اثرهای و وشͺسانͬ از اگر است. وشͺسانͬ اصلͬ نتیجەی شارش،

تانسور عمودی مؤلفەهای تنها پایستار، شارش های در پس گرفتەایم. نادیده را برشͬ نیروهای

فشار کنندەی مشخص تنش، تانسور عمودی مؤلفەهای دارند. سهم داخلͬ نیروهای در تنش

مشخص برای بنابراین هم ارزند، راستاها تمام همسانگرد، شارەهای برای هستند. شاره درون

بͽیریم. نظر در را است اسͺالر کمیتͬ که فشار است کافͬ شارەها، این در درونͬ نیروهای کردن

دارد: بستگͬ تنش تانسور قطری عناصر به زیر بصورت فشار

P = −۱
۳
(σxx + σyy + σzz).

میدان و u(x, t) سرعت میدان با که بͽیرید نظر در را اتلاف بدون و کلͬ شارش ͷی اکنون
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شاره از ͷکوچ بسیار مͺعبِ قطعە ͷی ،۳ .۳ شͺل مطابق شدەاست. مشخص P (x, t) فشار

قرار (x, y, z) مختصات با فضا از نقطەای در مͺعب این مرکز بͽیرید. نظر در را d ابعاد به

دادەایم. نشان را ͬ شوند م وارد مͺعب به ŷ راستای در که فشاری نیروهای تنها شͺل، در دارد.

ͬ کنند. م اثر ẑ و x̂ راستاهای در است، نشده داده نشان شͺل در که دیͽر وجوه بر وارد نیرو های

مقدار تیلور بسط از استفاده با ͬ توانیم م ،۱ کردەایم فرض  ͷکوچ بسیار را مͺعب اندازەی چون

دهیم: ارتباط مͺعب مرکز در فشار مقدار به را مͺعب وجوه روی فشار

x y

z

d

P(x,y-d/2,z) P(x,y+d/2,z)

(x,y,z)

است. شده داده نشان شاره از ͷکوچ حجم ͷی بر وارد نیروی y مؤلفەی ۳ .۳ شͺل

P (x± d

۲
, y, z) = P (x, y, z)± d

۲
∂

∂x
P +O(d)۲. (۱۰ .۳)

میدان مشتقات حسب بر را مͺعب این بر وارد کل نیروی مختلف مؤلفەهای ͬ توانیم م اکنون

داریم: نیرو x مؤلفەی برای مثال عنوان به آوریم. بدست فشار

fx =
Fx
m

= −۱
ρ

∂P

∂x
, (۱۱ .۳)

مطالعەی با و روش همین به کردەایم. محاسبه را جرم واحد بر نیرو نیرو، بەجای که کنید دقت

ͬ رسیم: م جرم واحد بر نیرو برای زیر کلͬ رابطەی به نیرو مؤلفەهای دیͽر

f = −۱
ρ
∇P. (۱۲ .۳)

مقیاس بزرگͬ مرتبەی باشد. ͷکوچ باید ͬ کند م تغییر فشار آن در که طولͬ مقیاس با مقایسه در مͺعب اندازەی ۱

ͬ آید. م بەدست (P/|∇P |) رابطەی از ͬ کند م تغییر فشار آن در که طولͬ
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واحد بر خالص نیروی ͬ کنیم. م بررسͬ شاره ͷکوچ قطعەی این برای را نیوتن حرکت قانون حالا

میدان از را شتاب میدان چͽونه که دادیم توضیح قبلͬ فصل در باشد. شتاب با برابر باید جرم

به ، a = ∂
∂tu + (u · ∇)u بصورت: سرعت از شتاب ͬ آوریم. م بەدست سرعت اویلری

بی نهایت قطعەی ͷی برای نیوتن حرکت معادلەی شتاب، داشتن دردست با اکنون ͬ آید. م دست

ͬ شود: م زیر بصورت شاره ͷکوچ

∂

∂t
u+ (u · ∇)u = −۱

ρ
∇P + f ext. (۱۳ .۳)

همسانگرد شارەهای برای و پایستار شار ش های برای تکانه پایستگͬ قانون دیفرانسیلͬ صورت این

نظر در هم خارجͬ نیروهای دیͽر برای سهمͬ اویلر، معادلەی در است. معروف اویلر معادلەی به

حرکت معادلەی در ،f ext = −gẑ بصورت وزن نیروی اثر مثال، عنوان به است. شده گرفته

ͬ شود. م وارد اویلر

میدان و u(x, t) سرعت میدان باید اویلری، شارەهای ازحرکت  کامل توصیف ارائەی برای

مجهول چهار ،ͷهیدروستاتی فشار همراه به سرعت مؤلفەی سه آوریم. بدست را P (x, t) فشار

به که صورتͬ در اویلر، معادلەی و پیوستگͬ معادلەی اساسͬ، معادلەی دو ͬ دهند. م تشͺیل را

مسأله آن شارشͬ میدان از یͺتایی و کامل توصیف شوند، حل  مسأله مناسبِ مرزی شرایط همراه

معادلەی ͷی باید نباشد، ثابت شاره چͽالͬ که حالتͬ برای کنید، دقت البتە ͬ دهند. م بدست

تجربی رابطەی ͷی حالت، معادلەی شود. اضافه بالا معادلات جمع به نیز ͬͺترمودینامی حالت

چͽالͬ آنها در که ͬ پردازیم م مثال هایی بررسͬ به تنها ما است. سامانه دمای و چͽالͬ فشار، بین

موضوع بود. خواهد ناپذیر تراکم شارش مسائل، گونه این در است. ثابت و یͺنواخت شاره

اطلاعات آن، دقیق بررسͬ برای که است مهمͬ مسائل از ͬͺی شارەها، در صوتͬ امواج انتشار

بررسͬ و ͬͺدینامی مسائل به پرداختن از پیش است. لازم نیز سامانه ͬͺترمودینامی حالت معادلەی

کنیم. بحث ساکن شارەها ی مورد در کمͬ ابتدا دهید اجازه اویلر، معادلەی

ساکن شارەهای

معادلەی از خاصͬ حالت عنوان به ͬ توانیم م را شارەها ͷاستاتی قوانین و ساکن شارەهای حالت

ͷی برای دهیم. ادامه ثابت چͽالͬ با سامانه ͷی برای را بحث دهید اجازه بͽیریم. نظر در اویلر
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ͬ شود: م زیر صورت به اویلر معادلەی و u = ۰ ساکن شارەی

∇(
P

ρ
+ g z) = ۰. (۱۴ .۳)

دارد: زیر شͺل به سادەای جواب معادله این

P = P۰ − ρ g (z − z۰), (۱۵ .۳)

نقطەی دو در ͷهیدروستاتی فشار اختلاف دیͽر، بیان به هستند. ثابت عدد دو ،z۰ P۰و آن در که

توزیع کنندەی توصیف اساسͬ، معادلەی این دارد. بستگͬ نقطه دو آن ارتفاع اختلاف به تنها شاره

نقشͬ هیچ اتلافͬ اثر های سͺون، حالت در که کنید دقت است. شارەها در ͷهیدرواستاتی فشار

ͬ دهد. م نشان را خود شارش در تنها شاره اصطͺاک ندارند،

ارشمیدس نیروی

غوطەور و سͺون حالت در شاره، درون که بͽیرید نظر در را صلب جسم ͷی ،۴ .۳ شͺل مطابق

بی نهایت عنصر هر به کنیم. محاسبه را شاره طرف از جسم این بر وارد نیروی ͬ خواهیم م است.

انتگرال گیری با کل نیروی ͬ کند. م اثر −Pds با برابر فشار نیروی ، (ds) جسم این سطح ͷکوچ

ͬ آید: م بدست

F = −
∮
P ds.

فقط نیرو این که است واضح تقارن به بنا ͬ کنیم. م استفاده تقارن از انتگرال این محاسبەی برای

ͬ پردازیم: م نیرو مؤلفه همین محاسبەی به مستقیما پس دارد. صفر غیر مؤلفەی z راستای در

Fz = −
∮
P ẑ · ds = −

∫
V
∇ · (P ẑ)d۳x,

جسم حجم درون انتگرال ͷی به را سطحͬ انتگرال دیورژانس، قضیەی از استفاده با آن در که

∇· (P ẑ) = (∇P ) · ẑ اتحاد از بنابراین است،  ثابت فضا در ẑ یͺەی راستای کردەایم. تبدیل

ͬ نویسیم: م زیر بصورت را نیرو رابطەی و ͬ کنیم م استفاده

Fz = −
∫
V
(∇P ) · ẑ d۳x = ρg

∫
V
d۳x,
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،
∫
V d

۳x = V که کنید دقت اکنون کردەایم. استفاده ساکن شارەهای تعادل رابطەی از آن در که

که است، F = m′gẑ صورت به شارە درون جسم بر وارد نیروی بنابراین است. جسم حجم

قانون آشنای صورت این است. جسم حجم ِ هم شارەی یا شده جابجا شارەی جرم m′ آن در

با ͬ شود. م وارد بالا به رو نیرویی شارە طرف از شاره، درون جسم به ارشمیدس، قانون طبق ۴ .۳ شͺل
ͬ آید. م دست بە غوطەور جسم بر وارد کل نیروی سطح ، روی انتگرال گیری

از مقداری با حجم هم شارەی جرم با است متناسب ارشمیدس نیروی اندازەی است. ارشمیدس

جسم بر شده وارد کل نیروی از سهمͬ تنها ارشمیدس، نیروی است. رفته فرو شاره در که جسم

برآیند تا است لازم شاره،  درون جسم تعادل مطالعەی برای ͬ شود. م وارد شاره طرف از که است

تعادل مطالعەی برای کجاست؟ ارشمیدس نیروی اثر نقطەی شود. بررسͬ آن بر وارد نیروهای

نقطەی داریم. نیاز ارشمیدس نیروی اثر نقطەی به آن بر وارد گشتاور های محاسبەی برای و جسم

رفته فرو آب درون که است جسم از قسمتͬ هندسͬ مرکز با منطبق دقیقا ارشمیدس، نیروی اثر

ͬ شود، م وارد جسم سطح به شاره طرف از که نیرویی که دهید نشان نکته این تحقیق برای است.

ندارد. خالصͬ گشتاور ͬ گذرد، م شاره درون قسمت هندسͬ مرکز از که محوری هر حول

عرضͬ شیب با فشار ۳ .۳

ادامەی در بازگردیم. شارش مسألەی به دهید اجازه ساکن،  شارەهای خاص حالت بررسͬ از پس
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در که ،(u · ∇)u عبارت شهودی مفهوم شارش، برای سادە مثال هایی با ͬ خواهیم م بحث

حرکت معادلەی شدن خطͬ غیر باعث عبارت این که آنجا از کنیم. درک را هست اویلر معادلەی

در دلخواه شارش ͷی ،۵ .۳ شͺل مطابق است. برخوردار زیادی اهمیت از آن بررسͬ ͬ شود، م

موضعͬ و ͷکوچ چرخش های جریان، خمیدەی خطوط بͽیرید. نظر در را (x, y) صفحەی

و موضعͬ صورت به که است دایرەای شͺل، در شده داده نشان دایرەی دارند. همراه بە را شاره

مطابق است. r با برابر نقطه این در انحنا شعاع است. مماس جریان خطوط به P نقطەی در

میدان کنید فرض بͽیرید. نظر در را دایرە این روی Q و P هم̧ ِͷنزدی نقطەی دو ،۵ .۳ شͺل

دارد: x جهت در مؤلفه ͷی فقط P نقطەی در سرعت

uP = (uxP , ۰),

با: است برابر آن بە ͷنزدی خیلͬ نقطەی ͷی در سرعت میدان

uQ = (uxQ, uyQ).

در سرعت میدان تیلور بسط از استفاده با ͬ توانیم م بنابراین نزدیͷ اند، هم به بسیار نقطه دو این

دهیم: ارتباط P نقطەی در سرعت میدان به را Q نقطەی

uyQ = uyP +
∂uy
∂y

|P ∆y +
∂uy
∂x

|P ∆x+ · · ·

≈ r θ
∂uy
∂x

|P , (۱۶ .۳)

P نقطەی ͬͽهمسای در سرعت میدان خطوط که کردەایم استفاده موضوع این از بالا رابطەی در

طرف از .∆x = r sin θ ≈ rθ و است صفر نقطه این در ∂uy
∂y مقدار پس هستند، شͺل افقͬ

داریم: دیͽر

uyQ = −uQ sin θ ≈ −uQ θ,

داریم: ،۱۶ .۳ معادلەی با رابطه این مقایسەی از

∂uy
∂x

|P = −
uQ
r
.
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o

P Q

y

xr
q

روی P و Q نقطەی دو بͽیرید. نظر در را (x, y) صفحەی در دلخواه بعدی دو شارش ͷی ۵ .۳ شͺل
مماس جریان خطوط به موضعͬ صورت به دایرە این هستند. ͷنزدی هم به بسیار و r شعاع به دایرەای

است.

باشد، برابر مختلف نقاط در سرعت اندازەی باید نداریم، اتلاف اویلری شارش در که آنجا از

نهایت: در و .|uQ| = |uP | = uxP پس

uxP
∂uy
∂x

|P = −(
u۲

r
)|P . (۱۷ .۳)

نقطەی در که است (u·∇)uبرداری عبارت مؤلفەهای از ͬͺی حقیقت در ux ∂uy∂x که کنید دقت

حرکت در u۲

r مرکز جانب شتاب همان ،(u ·∇)u مسأله این در بنابراین است. شده محاسبه P

اویلر معادلەی مطابق اکنون است. ŷ جهت در P نقطەی در شتاب این راستای است. چرخشͬ

کند. تغییر ŷ محور راستای در حرکت با و P نقطەی در فشار شتاب، این سبب به داریم انتظار

که میدانͬ خطوط به نسبت عرضͬ راستای در اگر که صورت این به است، کلͬ کاملا́ نتیجه این

عرضͬ شیب مسأله، این به ͬ کنیم. م مشاهده شارش در فشار اختلاف کنیم، حرکت خمید ەاند

دارد، وجود فشار اختلاف همواره موضعͬ، شتابِ راستای در کلͬ حالت در پس ͬ گوییم. م فشار

خطوط خم شدگͬ از که داخلͬ یا باشد گرانش از ناشͬ و خارجͬ شتاب این که ͬ کند نم تفاوتͬ

و ͬ پردازیم م (u · ∇)u عبارت مفهوم به بیشتر بعدی، قسمت های در ͬ شود. م نتیجه جریان

معادلەی به را ما عبارت این طولͬ مؤلفەهای مطالعەی ͬ کنیم. م بررسͬ بیشتر آنرا دیͽر مؤلفەهای

ͬ رساند. م برنولͬ
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محور ͷی حول چرخش

مطابق کنیم. بررسͬ بیشتر ساده مثال ͷی مورد در را فشار عرضͬ شیب موضوع دهید اجازه

دستگاه در سرعت میدان ͬ چرخد. م z محور حول که بͽیرید نظر در را شارشͬ ،۶ .۳ شͺل

است: زیر بصورت دکارتͬ

u = (ux, uy, ۰),

ͬ توانیم م اکنون .u(r) = r ω آن در که ،u = u(r)θ̂ استوانەای دستگاه در معادل بطور و

(u·∇)u عبارت محاسبەی به استوانەای دستگاه در شیب عملͽر رابطەی از استفاده با و مستقیما ً

داریم: محاسبات انجام از پس بپردازیم. خاص شارش این برای

(u · ∇)u = −u
۲

r
r̂.

ͬ کند. م تأیید را فشار عرضͬ شیب مورد در قبلͬ قسمت کلͬ بحث هم باز آمده بەدست نتیجە ی

ͬ نویسیم. م استوانەای دستگاه در را اویلر حرکت معادلەی مؤلفەهای بالا، سرعت میدان برای اکنون

داریم: ẑ و r̂ راستای دو در

z

x

y

ͬ چرخد. م z محور حول که دادەایم نشان را شارشͬ ۶ .۳ شͺل

−u
۲

r
= −۱

ρ

∂P

∂r
, − ۱

ρ

∂P

∂z
− g = ۰.

بصورت که شارشͬ برای که است این بیانگر ،∂P∂r = ρu
۲

r اویلر معادلەی شعاعͬ مؤلفەی

فشار شویم دور چرخش محور از عرضͬ بصورت اگر ͬ چرخد م خاصͬ محور حول موضعͬ
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فشار تغییرات واقع در هم دوم معادلەی دارد. بستگͬ چرخش نوع به فشار تغییرات ͬ کند. م تغییر

فشار میدان برای زیر کلͬ جواب بالا، معادلات از انتگرال گیری با ͬ هد. م بدست را ارتفاع با

ͬ آید: م بدست

P (r, z) = P۰ − ρg(z − z۰) + ρ

∫ r

r۰

u۲

r
dr,

این از استفاده با ͬ آیند. م دست به مسألە مناسب مرزی شرایط اعمال با معادله این ثابت اعداد

کنیم. بحث چرخان شارەهای آزاد سطح مورد در ͬ توانیم م سهولت به معادلات

چرخان مایع آزاد سطح شͺل

با z محور حول که بͽیرید نظر در را شͺلͬ استوانەای و بلند سطل درون مایع ،۷ .۳ شͺل مطابق

شͺل ͬ خواهیم م ͬ دهیم. م نشان h(r) تابع با را مایع آزاد سطح شͺل ۱ ͬ چرخد. م ω سرعت

شویم دور استوانه محور از اگر ثابت، z یعنͬ ثابت ارتفاع ͷی در آوریم. بدست را h(r) تابع

این از انتگرالͽیری با ͬ کنند. م صدق ،∂P∂r = ρ r
۲ω۲

r رابطەی در تغییرات این ͬ کند. م تغییر فشار

داریم: شͺل)، (مطابق M نقطەی تا مایع آزاد سطح روی نقطەای از رابطه،

P (r, z) = Pهوا +
۱
۲
ρω۲r۲.

سطح نقطەی پایین ترین از ،∂P∂z = ρg رابطەی از ͬ توانیم م ثابت، شعاع ͷی در و دیͽر طرف از

آید: دست  به تا بͽیریم انتگرال M نقطەی تا مایع آزاد

P (r, z) = Pهوا + ρgh(r).

این .h(r) = (ω۲/۲g)r۲ پس  بدهند، را فشار ͷی M نقطەی برای باید بالا، روش دو هر

است. سهمͬ ͷی که ͬ کند م مشخص را مایع آزاد سطح هندسͬ شͺل ریاضͬ رابطەی

بچرخاند. آنرا درون شارەی ͬ تواند نم صورت هیچ به سطل چرخش کنیم، صرفنظ کاملا اتلافͬ اثرهای از اگر ۱

چرخش انتقال برای لازم عامل دو سطل دیوارەی به مرزی لایەی چسبندگͬ و سو ͷی از شاره لایەهای بین چسبندگͬ
این مهم نکتەی واقع در دارد. اتلاف حال هر به که ͬ کنیم م نگاه مسألەای به تقریب با کمͬ اینجا در هستند. شاره به
این وجود دارند. حضور سطل دیوارەهای ͷنزدی نازک مرزی لایەی ͷی در فقط اتلاف به مربوط اثرهای که است

است. شاره چرخش لازمەی نازک لایەی
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z

z

w

0

M

h(r)

mg

m'g

mr rw

m'r'w2
2

خمیدەی سطح  بچرخد. نیز آن درون آب تا ͬ چرخانیم م محورش حول را آب سطل راست: ۷ .۳ شͺل
روی شناور جسم ͷی بر وارد نیروهای چپ: است. شده داده نشان آن روی شناور جسم ͷی همراه به آب
عکس العمل و مرکز از گریز ارشمیدس، وزن، از عبارتند جسم این بر وارد نیروهای دادەایم. نشان را آب

مرکز. از گریز از ناشͬ شاره

چرخان مایع سطح روی غوطەور جسم تعادل

بر وارد نیروهای ،۷ .۳ شͺل مطابق است. شناور چرخان مایع آزاد سطح روی جسمͬ کنید فرض

علاوه ͬ شوند. م وارد جسم به مرکز از گریز و ارشمیدس وزن، نیروهای ͬ کنیم. م مطالعه را جسم

یادآوری موضوع شدن روشن برای ͬ شود. م وارد جسم به نیز دیͽر نیروی ͷی نیرو، سه این بر

ͬ شود. م ایجاد شاره وزن نیروی سبب به که است فشار شیب از ناشͬ ارشمیدس نیروی که ͬ کنیم م

ͷی نیرو این ͬ شود. م وارد شاره عنصر هر به هم مرکز از گریز نیروی وزن نیروی بر علاوه اینجا

محاسبەی ͬ شود. م جسم به نیروی اعمال باعث نهایت در که ͬ کند م ایجاد فشار در اضافͬ شیب

ͬ کنیم. م عمل ارشمیدس نیروی محاسبەی روش مشابه دقیقاً است. آسانͬ کار چهارم نیروی این

رفتن فرو از ناشͬ شده جابجا مایع جرم m′ آن در که ،m′r′ω۲ با: ͬ شود م برابر چهارم نیروی

مرکز از است فرورفتە مایع در که جسم از قسمتͬ هندسͬ مرکز فاصلەی r′ است. آن در جسم

مرکز به مرکز از گریز و وزن نیروهای بͽیریم، یͺنواخت را جسم چͽالͬ اگر ͬ باشد. م چرخش

حالت در ͬ کنند. م اثر است آب داخل که جسم از قسمتͬ جرم مرکز به نیروها دیͽر ولͬ جسم جرم

تعادل r′ = r حالت در فقط یعنͬ باشد. m′r′ω۲ = mrω۲ و m′ g = m g باید تعادل

غوطه جسم صورت این در باشد، r > r′ که باشد طوری جسم هندسͬ شͺل اگر دارد. وجود

به جسم آن که باشد گونەای به جسم هندسͬ شͺل است ممͺن ͬ گریزد. م چرخش مرکز از ور
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چه با و جذب چرخش مرکز به هندسͬ شͺل چه با اجسام نظرتان به شود. جذب چرخش مرکز

کنید. بحث تقریبی و کیفͬ بەصورت ͬ شوند؟ م دفع آن از شͺلͬ

تکانه شارش ۴ .۳

جرم) واحد بر (نیرو f ext خارجͬ نیروی چͽالͬ تاثیر تحت که اویلری شارش ͷی دادیم نشان

ͬ کند: م تبعیت زیر حرکت معادلات از است،

∂

∂t
ρ+∇ · (ρu) = ۰, ρ

∂

∂t
u = −ρ(u · ∇)u−∇P + ρf ext,

ͬ دهیم: م نشان بالا، روابط ترکیب از

∂

∂t
(ρu) = −∇ · (ρuu)−∇P + ρf ext. (۱۸ .۳)

کردەایم: استفاده زیر صورت به نویسͬ خلاصه از رابطه، این در کنید توجه

∇ · (ρuu) =
۳∑
i=۱

∂

∂xi
(ρuiu).

را شاره از آزمون حجم ͷی بسته سطح این بͽیرید. نظر در شاره درون دلخواه آزمون سطح ͷی

ͬ گیریم: م انتگرال آزمون حجم روی ،۱۸ .۳ رابطەی طرفین از لحظەای بصورت ͬ کند. م ∫مشخص
V
d۳x

∂

∂t
(ρu) = −

∮
S
ρuu · ds−

∮
Pds+ Fext. (۱۹ .۳)

به را حجمͬ انتگرال های و کرده استفاده دیورژانس قضیەی از بالا، عبارات به رسیدن برای

خارجͬ نیروی ،Fext =
∫
d۳xρf ext بالا رابطەی در کردەایم. تبدیل سطحͬ انتگرال های

قسمتͬ بالا، عبارت راست سمت در دوم جملەی است. آزمون سطح درون شارەی بر وارد برآیند

سمت در اول جملەی ͬ شود. م تولید فشار سبب به که است آزمون شارەی بر وارد نیروی از

اینجا مرز هاست. از تکانه شارش سبب به آزمون شارەی تکانەی تغییر کنندەی مشخص راست،

آزمون ناحیەی وارد مرزی شارش سبب به و زمان واحد در که است تکانەای میزان −ρu(u ·ds)

ͬ شود. م
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آزمون شارەی تکانەی افزایش میزان چپ سمت ͬ شود: م تعبیر صورت این به ۱۹ .۳ رابطەی

ͬ تواند م تکانه دلیل سه به ͬ دهد. م نشان را تکانه افزایش دلایل راست، سمت ͬ دهد. م نشان را

نیروی و ͬ شود م مبادله مرزها در که فشاری نیروی مرز ها، از تکانه خالص شارش یابد: افزایش

خارجͬ.

ͬ شود: م زیر بصورت بالا رابطەی باشد، پایا حالت در شارش ∮اگر
S
ρuu · ds = −

∮
Pds+ Fext. (۲۰ .۳)

فشاری نیروی و خارجͬ نیروی مجموع که آزمون شارەی بر وارد خالص نیروی پایا، حالت در

بود. خواهد برابر ͬ شود م خارج مرز ها از که زمان واحد بر تکانه یعنͬ تکانه شارش با است

برنولͬ معادلەی ۵ .۳

با چند هر ͬ کند. م پیشنهاد را سادەتری روش برنولͬ اویلری، شارەهای حرکت مطالعەی برای

روش این ولͬ دهیم، پاسخ اویلری شارش ͬͺدینامی سؤالات تمامͬ به ͬ توانیم نم برنولͬ روش

با ناپذیر تراکم شارەی برای اویلر حرکتͬ معادلەی از دهید اجازه دارد. بالایی کارائͬ ارزشمند

کنیم: شروع ثابت چͽالͬ

(u · ∇)u = −∇(
P

ρ
+ g z). (۲۱ .۳)

فرض و بیاورید خاطر به را شد تعریف قبلا́ که جریان خط مفهوم کردەایم. فرض پایا را شارش

مشخص برای ،l خم  طول پارامتر از ،۸ .۳ شͺل مطابق ͬ کنیم. م حرکت جریان خط ͷی روی کنید

نشان l̂ با را خط این بر مماس بردار همچنین ͬ کنیم. م استفاده خط این روی مختلف نقاط کردن

بصورت سرعت میدان پس است. سرعت میدان راستای در نقطه هر در مماس بردار این ͬ دهیم. م

تغییرات و است جهتͬ مشتق گیری ،u·∇ عبارت صورت این در ͬ شود. م نوشته u = ul̂ سادەی

اکنون .(u · ∇) = u ∂
∂l ͬ دهیم: م قرار بنابراین ͬ گیرد. م اندازه جریان خط ͷی راستای در را

کنیم: بازنویسͬ زیر صورت به را اویلر معادلەی خطͬ غیر عبارت ͬ توانیم م

(u · ∇)(ul̂) =
۱
۲
(
∂

∂l
u۲)l̂ + u۲ ∂

∂l
l̂,
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ͬ توانیم م نیز را گرادیان بردار است. عمود l̂ بر که است یͺەای بردار ، ∂∂l l̂ = −n̂ که کنید دقت

کنیم: تصویر زیر بصورت آن بر عمود راستای و جریان خط راستای دو در موضعͬ بصورت

∇ = l̂
∂

∂l
+ n̂

∂

∂n
.

معادلە ی طرفین تصویر مطالعەی و اویلر معادلەی در عبارتها این جایͽذاری با و صورت این در

ͬ رسیم: م زیر رابطەی به l̂ راستای در آمده بدست

l

l=0

l
n

^
^

ͬ شود. م نوشته جریان خطوط برای برنولͬ معادلەی ۸ .۳ شͺل

۱
۲
∂

∂l
u۲ = − ∂

∂l
(
P

ρ
+ g z). (۲۲ .۳)

داریم: جریان خط ͷی روی معادله این از انتگرال گیری با

۱
۲
u۲ +

P

ρ
+ g z = ثابت , (۲۳ .۳)

خط ͷی نقاط تمام در ۱
۲u

۲ + P
ρ + g z ترکیب است. مشهور برنولͬ قضیەی به معادله این

مختلف خطوط برای لزوما ً ثابت، مقدار این که کنید دقت است. ثابت مقدار ͷی دارای جریان

مسائل از بزرگͬ دستەی حل برای ͬ توانیم م ، ͬ برنول یافتەی این از نیست. واحد مقدار ͷی جریان

کنیم. استفاده

بیشتر دارند انرژی نوع از کمیاتͬ با برنولͬ معادلەی در موجود جملات که ͬͺنزدی ارتباط به

است. اویلری شارەهای درون انرژی پایستگͬ از دیͽری بیان برنولͬ رابطەی واقع در کنید. دقت

است لولەای شار، لولەی ͷی کنیم. تعریف را شار لولەی دهید اجازه موضوع، این درک برای
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انتخاب طوری را جریان خطوط ͬ آید. م بدست جریان خط تعدادی دادن قرار هم کنار از که فرضͬ

مسیر این واقع در باشد. خاص بستەی مسیر ͷی روی از آنها ͬͽهم شروع نقطەی که ͬ کنیم م

جریان، خطوط این مسیر کردن دنبال با ͬ دهد. م تشͺیل اول لحظەی در را شار لولەی مقطع بستە

نوع به توجه با لوله،  این مقطع که است واضح آوریم. بدست را شار لولەی از تصوری ͬ توانیم م

جریانͬ خط هیچ که دریافتەاید درستͬ به اکنون است. متغیر لوله مختلف جاهای در جریان،

بͽیرید. نظر در را دلخواه طول به شار لولەی ͷی کند. قطع را شار لولەی دیوارەهای ͬ تواند نم

نیروی که کاری با باید شار لولەی این به خروجͬ و ورودی انرژی دلخواه زمانͬ بازەی ͷی در

و ورودی انرژی های باشند. برابر ͬ دهد، م انجام شاره روی لوله سر دو در فشار اختلاف از ناشͬ

رابطەی که کنید تحقیق موضوع، این دقیق بررسͬ با هستند. گرانشͬ و جنبشͬ دونوع از خروجͬ

است. شاره انرژی پایستگͬ برای دیͽر بیانͬ برنولͬ، 

برنولͬ رابطەی کاربرد سادەترین روباز، مخزن ͷی انتهای از آب خروج سرعت محاسبەی

خارج جریان آن، کف در ͬͺکوچ سوراخ از و است پر H ارتفاع تا مخزن که کنید فرض است.

برنولͬ رابطەی ͬ گیریم. م پایستار را شارش کنیم، صرفنظر اتلافͬ اثر های از بتوانیم اگر ͬ شود. م

کار به ͬ توانیم م خروج نقطەی در دیͽری و مخزن آزاد سطح بالاترین در ͬͺی نقطە، دو برای را

با: ͬ شود م برابر خروج سرعت پس است. هوا فشار با برابر نقطه دو این در فشار بͽیریم.

u =
√

۲gH + u۲
∞,

است، ناپذیر تراکم شارش که آنجا از است. مخزن آزاد سطح آمدن پایین سرعت  ،u∞ آن در که

سطح و ظرف ته سوراخ مقطع سطح ترتیب به A∞ و A آن در که باشد A∞u∞ = Au باید

بنابراین: هستند. مخزن روباز قسمت مقطع

u =

√
۲gH√

۱ +A۲/A۲
∞
.

ͬ بینیم. م جلوتر را برنولͬ معادلەی از بیشتری کاربرد های

تاو بدون شارش های

اتحاد موضوع این بررسͬ برای دارد. را کاراتری شͺل تاو، بدون شارش های برای برنولͬ رابطەی
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بͽیرید: نظر در را زیر برداری

∇
(u · u

۲

)
= u× (∇× u) + (u · ∇)u.

با دارد. سادەتری شͺل بالا اتحاد صورت این در .∇ × u = ۰ نداریم چرخش که حالتͬ در

ͬ کنیم: م بازنویسͬ را اویلر معادلەی گردابه بدون شارەهای برای و اتحاد این از استفاده

∇
(
u · u

۲
+
P

ρ
+ g z

)
= ۰. (۲۴ .۳)

داریم: جریان)، خطوط لزوماً (نه دلخواه مسیر هر روی معادلە این دوسوی از انتگرالͽیری با

۱
۲
u۲ +

P

ρ
+ g z = ثابت . (۲۵ .۳)

شارش های در ͬ شود م دیده که همان طور است. تاو بدون شارش برای برنولͬ معادلەی صورت این

حالت برای واقع در دارد. را ثابت مقدار ͷی شاره نقاط تمام در برنولͬ، ترکیب چرخشͬ، غیر

غیر شارەهای برای ولͬ است خاص عدد ͷی با برابر شار خط هر روی برنولͬ ترکیب کلͬ،

است. ثابت مقدار ͷی همەجا عدد این چرخشͬ،

پتانسیل شارش ۶ .۳

در تاو) (بدون چرخشͬ غیر شارش  های مطالعەی برای را مناسبی ابزار پتانسیل، ریاضͬ نظریەی

کاربرد با روشͬ و ͬ شود م ترکیب برنولͬ یافتەی تعمیم رابطەی با نظریە این ͬ دهد. م قرار ما اختیار

برآورده را ∇× u = ۰ شرط سرعت میدان گردشار، بدون شارش های در ͬ آید. م بدست بیشتر

بسیار قضیەی به بنا ͬ شود. م نمایان بهتر کلوین قضیەی با پتانسیلͬ شارش های اهمیت ͬ کند. م

نخواهد بوجود موقع هیچ نباشد، گردشار اویلری شارەی در اول، لحظەی در اگر کلوین، مهم

.۱ کنیم محاسبه اسͺالر پتانسیل ͷی از ͬ توانیم م را سرعت میدان شرایط این در آمد.

وجود شارش ها در اتلاف و چرخش بین ͬͺنزدی ارتباط که ͬ دهیم م نشان اتلافͬ، شارش های به مربوط بحث در ۱

ندارد. نقشͬ اتلاف نیستند، هم چرخشͬ که ناپذیر تراکم شارش های در واقع در دارد.
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کلوین قضیەی

چرخش کمیت ͬ کند. م حرکت شاره همراه که بͽیرید درنظر را بسته مسیر ͷی ، ۹ .۳ شͺل مطابق

کنیم: مͬ تعریف زیر بصورت را

Ω =

∮
Γ
u · dl, (۲۶ .۳)

این ͬ شود. م انجام کند، حرکت شاره همراه که Γ بستەی مسیر روی انتگرال گیری اینجا در که

اندازەی کلوین، قضیە مطابق است. شده شاره بر سوار که است بسته سر دو نخ ͷی مثل مسیر

است: ثابت چرخش
d

dt
Ω = ۰.

dl

u
du

G

u+

ͬ کند. م حرکت شاره همراه که بسته و دلخواه مسیر ͷی ۹ .۳ شͺل

کند مͬ حرکت شاره همراه که ناظری دید از را زمانͬ تغییرات باید موضوع این اثبات برای

است: زیر بصورت محاسبه جزئیات کنیم. محاسبه

dΩ

dt
=

d

dt

∮
C
u · dl =

∮
C

(
du

dt
· dl+ u · d

dt
(dl)

)
. (۲۷ .۳)

تغییرات خاطر به ͬͺی شود: تولید است ممͺن علت دو به چرخش تغییرات که ͬ شود م مشاهده

زیر صورت به مورد دو این از کدام هر از ناشͬ سهم مسیر. تغییرات علت به دیͽری و سرعت

است:
du

dt
=

(
∂

∂t
+ u · ∇

)
u = −∇(

P

ρ
+ g z),
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d

dt
(dl) = (u+ du)− u = du, (۲۸ .۳)

هستند. dl بردار انتهایی و ابتدایی نقطەی دو سرعت های شͺل،  مطابق u+ du و u آن در که

دیفرانسیل ͷی انتگرال بصورت ͬ توانیم م را  dΩ
dt در موجود دوجملەی هر که ͬ شود م مشاهده

عامل دو از کدام هیچ بنابراین ͬ شود. م صفر آنها انتگرال پس بنویسیم. بسته مسیر روی کامل

همیشه اویلری شارەهای در چرخش بنابراین کنند. تولید چرخش در را تغییراتͬ ͬ توانند نم بالایی

است. ثابت

داریم: ͷکوچ بی نهایت مسیر ͷی برای و بالا قضیەی به توجه با

Ω =

∫
(∇× u) · ds ≈ (∇× u) ·∆s = ثابت , (۲۹ .۳)

صفر همواره و است Ωصفر باشیم، نداشته (تاو) گردشار لحظەای در اگر رابطه، این از استفاده با

شارش هایی برای که ͬ کند م ͷکم قضیه این ͬ آید. نم بوجود گردشار گاه هیچ بنابراین ͬ ماند. م

کنیم. استفاده پتانسیل مفهوم از بتوانیم همواره نیستند، چرخشͬ اول لحظەی در که

لاپلاس معادلەی

پتانسیل چرخش، بدون ناپذیر ِ تراکم اویلری شارش  های در شارشͬ میدان کردن مشخص برای

صفر سرعت میدان تاو چون ریاضͬ در پتانسیل قضیەی به بنا ͬ کند. م کفایت ،ϕ(x, t) اسͺالر

آوریم: بەدست زیر بصورت اسͺالر پتانسیل ͷی از آن را ͬ توانیم م است

u = ∇ϕ(x, t). (۳۰ .۳)

∇·u = ۰ بصورت که ناپذیر تراکم شارش های برای  ͬ پیوستگ رابطەی به توجه با و دیͽر طرف از

داریم: است،

∇۲ϕ(x, t) = ۰. (۳۱ .۳)

حل ϕ اسͺالر پتانسیل برای را لاپلاس معادلەی کافیست شارش  ها این توصیف برای پس

معادلەی جواب یͺتایی برگزینیم. را مناسب مرزی شرایط باید لاپلاس معادلەی حل برای کنیم.

ͬ شود. م تضمین مناسب مرزی شرایط اعمال با لاپلاس دیفرانسیل
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محصورند. مرزهایی توسط که ͬ گیرند م صورت محیط هایی در شارش ها هموارە ،ͬͺفیزی نظر از

شارە درون شناور اجسام متحرک دیوارەهای شارش، حاوی ظرفهای متحرک ِ یا ساکن دیوارەهای

در هستند. مختلف مسائل در مرزها انواع از مثالهایی ناپذیر، ترکیب شارەی دو مشترک مرز یا و

خود عمودی سرعت با برابر صلب سطوح روی شاره عمودی سرعت اویلری، شارش های مورد

آن سطح بر عمود بردار که بͽیرید نظر در را S دلخواه مرز ͷی کلͬ، حالت در پس است. سطح

مشخص پیش از سرعتِ با مرز این اگر ͬ دهیم. م نشان n̂ با آن روی مشخص نقطەی ͷی در را

ͬ شود: م اعمال زیر بصورت سرعت میدان مرزی شرط کند، حرکت V شدەی

u · n̂|S = V · n̂. (۳۲ .۳)

عقب تر یا جلوتر آن از مرز مجاورت در شاره ͬ دهد نم اجازە مرزی، شرط این که کنید دقت

سرعت مماسͬ مؤلفەهای کردن مشخص به نیازی پایستار، شار ش های مورد در کند. حرکت

در ناپذیر ترکیب دوشارەی مشترک مرز مثل پیچیدەتر، مرز های مورد در .۱ نیست مرزها روی

دهید اجازه محصور، سامانەهای در شارش  مطالعەی از قبل ͬ کنیم. م بحث بعداً فازی دو سیستم

فضای در لاپلاس معادلەی برای خاصͬ جواب های که مقدماتͬ شارش های از برخͬ مورد در

کنیم. بحث هستند، نامتناهͬ

ͷچاه و چشمه

 ͬ معرف چاه یا چشمه بنام را بعدی ۳ فضای در لاپلاس معادلەی تکینەی و مقدماتͬ جوابهای

بͽیرید: نظر در را زیر بصورت جوابهایی ͬ کنیم. م

ϕs(x, y, z) =
−Q
۴π

۱
R
, (۳۳ .۳)

تکینەی جواب های چاه و چشمە است. فضا نقاط مͺان بردار ،R = (x, y, z) آن در که

ͬ کنند: م صدق زیر معادلەی در بالا جوابهای که معنͬ این به هستند، لاپلاس معادلەی

∇۲ϕs = Qδ(R),

است. نویمان مسألەی مرزی شرط مشابه شارشͬ، پتانسیل روی مرزی شرط ،ͷتروستاتیͺال مسائل با مقایسه در ۱

. [۵۲] کنید مراجعه ͷفیزی ریاضͬ کتاب های به حالت این در جواب یͺتایی به مربوط بحث مورد در
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هستند. لاپلاس معادلەی مقدماتͬ جوابهای جریان چاه و چشمه ۱۰ .۳ شͺل

بنابراین ͬ کند. م صدق لاپلاس معادلەی در مختصات، مبدأ جز به نقاط، تمامͬ در پتانسیل این

جواب های این به مربوط سرعت میدان شهودی، درک برای هستند. تکینه مبدأ نقطەی در جوابها

ͬ کنیم: م محاسبه را تکینه

us = ∇ϕs = Q

۴π
R

R۳ , (۳۴ .۳)

حالت ͬ کنند. م مشخص را جریان نقطەای ͷچاه یا چشمه جوابها این ،Q علامت به توجه با

حالت دو این برای را جریان خطوط داریم. ͷچاه صورت این غیر در و است چشمه Q > ۰

بررسͬ برای ͬ رساند. م را ͷچاه یا چشمه قدرت Q مقدار ͬ کنید. م مشاهده ،۱۰ .۳ شͺل در

خارج آب حجم و گرفته نظر در را مبدأ مرکز به دلخواه کروی سطح ͷی کنید سعͬ موضوع این

داریم: محاسبه با کنید. محاسبه را آن از شده

∮
S
us · ds = Q, (۳۵ .۳)

ͬ شود. م ͷچاه وارد یا و خارج چشمه از زمان واحد در که است شارەای حجم Q پس

این به پاسخ برای است؟ چͽونه فضا مختلف نقاط در تنها، چشمەی ͷی برای فشار میدان

(x, y, z)مختصات با فضا دلخواه نقطەی ͷی کنیم. استفاده برنولͬ رابطەی از دهید اجازه سؤال

هر در فشار کنیم، صرفنظر گرانش از که درصورتͬ ͬ کنیم. م مقایسه بی نهایت در نقطه ͷی با را
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است: زیر بصورت نقطه

P s(x, y, z) = P∞ +
Q۲

۳۲π۲
۱
R۴ ,

است. ثابت عدد ͷی و بی نهایت در فشار P∞ آن، در که

یͺنواخت سرعت

را u = (۰, ۰, U) یͺنواخت سرعت میدان لاپلاس، معادلەی جوابهای از دیͽر مثالͬ عنوان به

ͬ آید: م بدست زیر پتانسیل از سرعت میدان این بͽیرید. نظر در

ϕ(x, y, z) = U z. (۳۶ .۳)

را ẑ محور راستای در شاره از یͺنواختͬ جریان و ͬ کند م صدق لاپلاس معادلەی در پتانسیل این

ͬ کند. م مشخص

یͺنواخت جریان حضور در چشمه

با دارد. قرار یͺنواخت جریان ͷی حضور در که بͽیرید نظر در را جریان نقطەای چشمەی ͷی

است. صادق برهم نهͬ اصل لاپلاس، معادلەی یعنͬ مسأله، حرکت معادلات بودن خطͬ به توجه

چشمەی ͷی به مربوط جوابهای ترکیب بصورت را مسألە این جوابهای برهم نهͬ، اصل به توجه با

ͬ نویسیم: م یͺنواخت جریان ͷی و تنها

ϕ(x, y, z) = Uz − Q

۴πR
, (۳۷ .۳)

ͬ شود: م زیر بصورت دکارتͬ دستگاه در هم مربوطه سرعت میدان و

uz = U +
Q

۴πR۲ cos θ, ux =
Q

۴πR۲ sin θ cosϕ, uy =
Q

۴πR۲ sin θ sinϕ,

قطبی⁃ دستگاه در را سرعت میدان این هستند. کروی قطبی مختصات زوایای ϕ و θ آن در که

داریم، z راستای حول که سمتͬ تقارن سبب به کروی، قطبی دستگاه در ͬ کنیم. م بازنویسͬ کروی
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ندارد: بستگͬ سمتͬ زاویەی به سرعت میدان

ur = U cos θ +
Q

۴πR۲ , uθ = −U sin θ, uϕ = ۰.

رابطەی از استفاده با قبل مشابه ͬ کنید. م مشاهده را مسأله این جریان خطوط ،۱۱ .۳ شͺل در
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- 2

- 1

0

1

y

x

یͺنواخت. جریان ͷی حضور در چشمه ͷی شارش برای جریان خطوط ۱۱ .۳ شͺل

نقطه ͷی با دلخواه نقطەی ͷی مقایسەی از ͬ آوریم. م بدست را مختلف نقاط در فشار برنولͬ،

ͬ آوریم: م بدست فضا دلخواه نقطەی آن در را فشار ، چشمه از دور خیلͬ نواحͬ در

P∞ +
۱
۲
ρ U ۲ =

۱
۲
ρ u۲(r, θ) + P (r, θ), (۳۸ .۳)

آنجا: از و

P (r, θ)− P∞ = − ρQ۲

۳۲π۲R۴ − ρUQ

۴πR۲ cos θ. (۳۹ .۳)

کردەایم. صرفنظر گرانش از سهولت برای اینجا در که کنید دقت

دارند، کارآیی مسائل تحلیلͬ حل در ریاضͬ ابزارهای عنوان به ،ͷچاه یا چشمه که چند هر

سوراخ های که را صلب کرەی ͷی باشند. داشته ذهنͬ از دور خیلͬ عملͬ نمود است ممͺن ولͬ

را شاره ͷباری خیلͬ لولەی ͷی با بͽیرید. نظر در کردەایم ایجاد آن روی یͺنواخت بصورت ریزی

تعداد اگر شود. تزریق بیرون به آن سطح روی ریز سوراخ های از تا ͬ کنیم م پمپ کره این درون به
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انتخاب ͷکوچ خیلͬ را کره اندازەی و ͷباری خیلͬ را رسان جریان لولەی زیاد، را سوراخ ها

چشمه ͷی کنید فرض اکنون است. شبیه جریان چشمەی به بسیار که ͬ رسیم م سامانەای به کنیم،

راستای در که یͺنواخت شارش ͷی درون را چشمه این ساختەایم. عمل در را بالا شرایط با

آن از یا و شود جذب جریان سمت به دارد تمایل چشمه منبع آیا ͬ دهیم. م قرار دارد، جریان ẑ

مشابە هم یͺنواخت جریان و ͷتروستاتیͺال نقطەای بار های مشابه ͷچاه و چشمه شود؟ دفع

به بار، علامت با متناسب نقطەای، بارهای ͷتروستاتیͺال در است. یͺنواخت ͬͺتریͺال میدان

تشابه از نیز نیرو راستای مورد در ندارید، انتظار آیا ͬ شوند. م دفع یا جذب میدان راستای سوی

انتظاری چه هم حضور در چشمه دو مورد در کنید؟ پیش گویی و کرده استفاده الͺترومغناطیس

دارید؟ دافعه انتظار آیا دارید؟

R

دور بسیار نقاط از فرودی یͺنواخت ِ جریان ͷی حضور در جریان نقطەای چشمەی ͷی ۱۲ .۳ شͺل
شود؟ جذب جریان سمت به دارد تمایل چشمه منبع آیا است. شده داده نشان

را دیͽری ذهنͬ مسألەی دهید اجازه یͺنواخت، جریان و چشمه بین برهمͺنش بررسͬ برای

شͺل مطابق ͬ رسیم. م اصلͬ سؤال پاسخ به ،ͬͺکم مسألەی این به دادن جواب با کنیم. مطرح

بͽیرید. نظر در را دارد قرار چشمه روی آن مرکز که R شعاع با فرضͬ کرویِ سطح ͷی ،۱۲ .۳

نیروی ،۲۰ .۳ رابطەی به مربوط بحث مطابق ͬ شود؟ م وارد نیرویی چه کره این درون شارەی به

سطح که زمان واحد در (تکانە تکانه شارش با باید فشار انتگرال و خارجͬ نیروی از ناشͬ خالص

کنیم. مͬ عمل زیر بصورت بیشتر بررسͬ برای شود. برابر ͬ شود) م خارج آزمون

چشمه طریق از که است درست ͬ کنیم.  م محاسبه را آزمون ناحیەی از خروجͬ خالص شار الف:

چشمه، شارش بودن همسانگرد سبب به ولͬ ͬ شود م تزریق آزمون ناحیەی این درون به ماده

تکانه شارش محاسبەی برای ͬ شود. نم افزوده آزمون سطح درون به طریق این از خالصͬ تکانەی

تغییر کنیم. مͬ عمل زیر بصورت ͬ گیرد م صورت سطحͬ جریانهای طریق از که زمان واحد در

و گرفته نظر در را (ds) سطح ͷکوچ بی نهایت عنصر ͷی از جریان عبور از ناشͬ تکانه خالص
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داریم: دهیم، نشان ṗ با را تکانه مرزی شارش اگر ͬ گیریم. م انتگرال آن روی

ṗ =

∮
ρu u · ds. (۴۰ .۳)

پس است. صفر شارش این y و x مؤلفە های مسأله، در موجود تقارنهای به بنا که است واضح

ͬ کنیم: م محاسبه را آن z مؤلفەی

ṗz =

∮
ρuz u · ds =

∮
ρuzur(۲πR۲)d(cos θ)

=

∫ +۱

−۱
ρ

(
U +

Q

۴πR۲ cos θ

)(
U cos θ +

Q

۴πR۲

)
(۲πR۲)d(cos θ)

=
۴
۳
ρ U Q. (۴۱ .۳)

کردەایم. استفاده سرعت میدان برای آمده بەدست نتایج از آن در که

شده وارد نیروی مورد، این در ͬ کنیم . م بررسͬ را آزمون کرەی درون شارەی بر وارد نیروی ب⁃ 

برابر سامانه این بر وارد نیروی دارد. را ۲۰ .۳ رابطەی در خارجͬ نیروی نقش چشمه، طرف از

روی نقاط در فشار از ناشͬ شده وارد نیروی اضافەی به چشمه طرف از شده وارد نیروی با است

پس: ͬ دهیم م نشان f s با را چشمه طرف از شده وارد نیروی کره. سطح

F = f s −
∮
S
Pds, (۴۲ .۳)

ͬ کنیم: م محاسبه را نیرو z مؤلفەی مستقیما ً تقارن، سبب به هم باز

Fz = f sz −
∮
S
P cos θds

= f sz + ۲πR۲
∫ +۱

−۱

(
−P∞ +

ρQ۲

۳۲π۲R۴ +
ρUQ cos θ

۴πR۲

)
cos θd(cos θ)

= f sz +
۱
۳
ρUQ. (۴۳ .۳)

این دادن قرار مساوی با باشند. برابر باید بالا در شده محاسبه کمیت دو هر که کنید دقت اکنون

پس: آوریم. بەدست را f s نیروی ͬ توانیم م نتیجه دو

f s = ρUQẑ. (۴۴ .۳)
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شده وارد نیروی که ͬ گیریم م نتیجه اینجا از و ͬ کند م وارد آب به را ρUQẑ نیروی چشمه پس

ͷچاه مسأله ͬ شود. م جریان جذب چشمه ͬ دهد م نشان که −ρUQẑ با: است برابر چشمه به

از ρUQẑ نیروی با ͷچاه است. بررسͬ قابل روش همین به نیز یͺنواخت جریان حضور در

ͬ شود. م دفع جریان

هم حضور در ͷچاه و چشمه

هم از d فاصلەی به که بͽیرید درنظر را Q۲, Q۱ قدرت های به نقطەای ͷچاه یا و چشمه دو

سامانەای کرد. عمل قبلͬ روش مطابق ͬ توان م آنها بین نیروی محاسبەی برای شدەاند. واقع

هم از را فضا نیم دو واصل، خط عمودمنصف صفحەی بͽیرید: نظر در زیر بصورت را فرضͬ

از و کرده محاسبه قبلͬ، مسألەی مشابه روش دو از را فضا نیم ͷی بر وارد نیروی ͬ کند. م جدا

با: است  برابر نیرو این اندازەی آورید. بدست را چاه و چشمه بین نیروی آنجا

F =
ρ Q۱ Q۲

۱۶πd۲ d̂, (۴۵ .۳)

جاذبه هم نام بار دو بین نیروی است. چاه و چشمه مراکز واصل خط راستای در واحد بردار d̂ که

نتیجەی کاملا ͷتروستاتیͺال تناظر بر تکیه با پیش گویی است. دافعه هم نام، غیر دوبار بین و

قانون است. میدان خطوط شͺل در تنها ͷتروستاتیͺال با تناظر که کنید دقت ͬ دهد. م نادرست

متفاوتند. هم با کاملا شارەها و ͷتروستاتیͺال مسألەی دو در نیرو

کره اطراف شارش ۷ .۳

ͷی در آزمایشͽاه) ناظر دید (از −uẑ سرعت با که بͽیرید نظر در را a شعاع به صلب ک͒رەای

است، شده واقع دور نقاط در که جریان منبع ͷی ک͒ره، بر علاوه ͬ کند. م حرکت اویلری شارەی

حضور از که شاره سرعت میدان ͬ خواهیم م ͬ کند. م تولید را vẑ سرعت با یͺنواختͬ شارش

بدست را ͬ شود م تولید بی نهایت در واقع منبع از ناشͬ یͺنواخت جریان و متحرک کرەی همزمان

برای ͬ کنیم. م حل مسأله این مناسب مرزی شرایط با را لاپلاس معادلەی منظور این برای آوریم.

مختصات دستگاه در را محاسبات و ͬ کنیم م استفاده کروی قطبی دستگاه از مسأله این بررسͬ

مرکز نظر، مورد لحظەی در که ͬ گزینیم برم طوری را دستگاه این مبدأ ͬ دهیم. م انجام آزمایشͽاه
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پتانسیل که ͬ زنیم م حدس دارد، مسأله که سمتͬ تقارن از باشد. مختصات مبدأ روی دقیقا کره

این مرزی شرایط هستیم. ϕ(r, θ) تابع جستجوی در پس دارد. بستگͬ θ و r مختصات به تنها

زیرند: بصورت آزمایشͽاه دستگاه در مسأله

∂

∂r
ϕ(r = a, θ) = −u cos θ, ∂

∂r
ϕ(r → ∞, θ) = v cos θ. (۴۶ .۳)

لحظەای بصورت را مسأله باید باشند، زمان از تابعͬ v و u سرعت های است ممͺن که آنجا از
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یͺنواخت جریان ͷی و است ساکن کره راست: صلب. کرەی ͷی اطراف سرعت میدان ۱۳ .۳ شͺل
در ثابت سرعت با کرە چپ: داریم. پایا جریان ͷی حالت این در ͬ شود. م ͷنزدی کره به دور فواصل از
پایا جریان آزمایشͽاه، دستگاه در و حالت این در نداریم. جریانͬ بی نهایت در و ͬ کند م حرکت −ẑ جهت
است. منطبق مختصات دستگاه مرکز بر کره مرکز که است شده رسم لحظەای در جریان خطوط نیست.

کروی قطبی دستگاه در لاپلاس معادلەی برای که عمومͬ حل های از ͬ توانیم م اکنون کنیم. حل

در لاپلاس معادلەی جواب ͬ ترین کل مسأله سمتͬ تقارن به توجه با .۱ کنیم استفاده ͬ شناسیم، م

است: زیر بصورت کروی قطبی  دستگاه

ϕ(r, θ) =

∞∑
n=۰

(
Anr

n +
Bn
rn+۱

)
Pn(cos θ), (۴۷ .۳)

عددی ثابتهای مرزی شرایط اعمال با هستند. لژاندر چندجملەای های ،Pn(cos θ) آن در که

. [۵۲] است شده بررسͬ مفصل بصورت ریاضͬ کتاب های در موضوع این ۱
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است: زیر بصورت نهایی جواب آمد. خواهند بدست

ϕ(r, θ) = A۰ + v r cos θ +
۱
۲
a۳

r۲ (u+ v) cos θ. (۴۸ .۳)

که کنید دقت باشد. زمان به وابسته ͬ تواند م ثابت این است. عددی ثابت ͷی ،A۰ رابطه این در

نواحͬ در شارە و کره نسبی سرعت مقدار است، شده ظاهر بالا رابطەی در که u + v ترکیب

ظاهر متقارن بصورت v و u سرعت دو نهایی جواب در که است توجه قابل است. دور خیلͬ

خاص حالت دو در را بالا جواب دارد. بستگͬ شده انتخاب دستگاه به موضوع این نشدەاند.

با جریان منبع از جریان و ساکن کرە که ͬ گیریم م نظر در را حالتͬ ابتدا ͬ کنیم. م بررسͬ بیشتر

دوم، حالت در داریم. پایا شارشͬ حالت، این در ͬ شود. م تولید بی نهایت در واقع ثابت سرعت

جریان دوم، حالت ِ این در ͬ گیریم. م متحرک را کره و خاموش را بی نهایت در واقع جریان منبع

وابسته مختصات دستگاه به کاملا میدان، خطوط و سرعت میدان شͺل حقیقت در است. ناپایا

رسم ۱۳ .۳ شͺل در مختلف حالت دو این برای را مربوطه جریان خطوط و شارش میدان  است.

کردەایم.

تنها نیرو، مورد در داریم، انتظار ͬ شود؟ م وارد متحرک کرەی به نیرویی شاره، طرف از آیا

است. ͬͺی لخت ناظر های تمامͬ دید از نیرو مقدار باشد. مهم کره و شاره بین نسبی سرعت

در که خاصͬ حالت دو در را مسأله دهید اجازه نیرو، محاسبەی البته و موضوع این تحقیق برای

کنیم. بررسͬ شد، معرفͬ بالا

سرعت میدان و است u = ۰ حالت این در ͬ گیریم. م نظر در را ساکن کرەی مسألەی ابتدا الف:

با: است برابر سرعت میدان است. رسیده پایا حالت به کرە اطراف

ur = v(۱ − a۳

r۳ ) cos θ, uθ = −v(۱ +
a۳

۲r۳ ) sin θ, uϕ = ۰.

این برای کنیم. محاسبه را ͬ شود م وارد کره این به شاره جانب از که نیرویی ͬ خواهیم م اکنون

ͬ آوریم. م بدست را نیرو کره، سطح روی انتگرالͽیری با و آورده بدست را فشار میدان ابتدا منظور

قضیەی از استفاده با بͽیرید. نظر در را θ زاویەای مختصات با کره سطح روی دلخواه نقطەی ͷی

فشار میدان بی نهایت، در نقطه ͷی با نقطه این در فشار و سرعت مشخصات مقایسەی و برنولͬ
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ͬ آید: م بدست

P (r = a, θ) = P∞ +
۱
۲
ρv۲

(
۱ − ۹

۴
sin۲ θ

)
, (۴۹ .۳)

اثر های از باز هم سهولت برای است. ثابت عدد ͷی و دور خیلͬ نقاط در فشار P∞ آن در که

با: است برابر کره بر وارد نیروی کردەایم. صرفنظر گرانش به مربوط

F = −
∮
P (a, θ)ds. (۵۰ .۳)

بررسͬ آن را ẑ مؤلفەی پس هستند. صفر نیرو ŷ و x̂ مؤلفەهای که است مشخص تقارن، از

بررسͬ دقیق تر آن را که ،Fz = −
∮
P (a, θ) cos θds با است برابر نیرو مؤلفەی این ͬ کنیم. م

وارد کره به شاره طرف از نیرویی هیچ بنابراین .Fz = ۰ که ͬ بینیم م محاسبه اندکͬ با ͬ کنیم. م

ͬ شود؟ نم وارد کره به نیرویی هیچ چرا شما نظر به ͬ شود. نم

مختصاتͬ دستگاه در را نتیجه همین تا است آموزنده نیرو، شدن صفر علت توصیف از پیش

شاره بͽیرید. نظر در را v = ۰ حالت منظور این برای کنیم. بررسͬ ͬ کند، م حرکت درآن کره که

به کروی قطبی دستگاه در سرعت مختلف مؤلفەهای ͬ کند. م حرکت آن در کره و است ساکن

زیراند: شͺل

ur = −a
۳

r۳ u cos θ, uθ = − a۳

۲r۳u sin θ, uϕ = ۰.

تغییر زمان با کمیات تمام و ͬ رسد نم پایا حالت به شاره سرعت میدان مورد، این در کنید دقت

برای برنولͬ قضیەی یافتەی تعمیم شͺل ͬ کند. م تغییر زمان با ϕ پتانسیل صورت این در ͬ کنند. م

:۱ است زیر صورت به ناپا شارش های

∂

∂t
ϕ+

P

ρ
+

۱
۲
u۲ = ثابت . (۵۱ .۳)

که شدەاند ارائه دستگاهͬ در بالا نتایج که کنید دقت پتانسیل، زمانͬ تغییرات محاسبەی برای

پس: است. کره مرکز بر منطبق لحظەای بصورت

∂

∂t
ϕ =

∂ϕ

∂r
· ∂r
∂t

= u
∂

∂z
ϕ. (۵۲ .۳)

شود. مراجعه فصل انتهای سؤالات به ۱
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ͬ نویسیم م بی نهایت در نقطەای و دلخواه نقطەی ͷی برای را برنولͬ رابطەی قبل، مثل اکنون

هم، نهایی نتیجەی است. سرراست محاسبات ادامەی آوریم. بدست را شتاب میدان بتوانیم تا

حالت، دو تفاوت هستند،  زمان از مستقل ،v و u سرعت های که تازمانͬ است. انتظار مطابق

ͬ شود. نم وارد کره به نیرویی هیچ صورت دو هر در پس است. لخت ناظر دو بین اختلاف تنها

به شاره طرف از متناهͬ نیروی ͷی کنیم فرض دهید اجازه نیرو، شدن صفر علت درک برای

از خالصͬ نیرویی اگر واقع، در داشت؟ خواهد اثری چه صفر غیر نیروی این ͬ شود. م وارد کره

سرعت اینکه برای پس ͬ شود. م کره سرعت تغییر باعث نیرو این شود، وارد کره به شاره طرف

سیستم، به انرژی تزریق یعنͬ نیرو اعمال کنیم. اعمال آن به نیرویی نیز ما باید بماند، ثابت کره

از شود. تلف شاره در شده تزریق انرژی تمام باید پس ͬ رسد نم بی نهایت به خالصͬ انرژی چون

به نباید نیرویی دیͽر بیان به نیست. پذیر امͺان اتلاف کردەایم، فرض پایستار را شارش که آنجا

کردەایم. فرض پایستار را شارش زیرا شود، وارد کره

شتابدار حرکت با ک͒ره

هم باز آیا ͬ افتد؟ م اتفاقͬ چه شود، شروع صفر غیر و مشخص شتاب با ابتدا از کره حرکت اگر

با ͬ کند. م حرکت ساکن اویلریِ شارەی ͷی درون که بͽیرید درنظر را کرەای است؟ صفر نیرو

از نیرویی چه ببینیم ͬ خواهیم م شرایط، این در ͬ گیرید. م شتاب کره این خارجͬ، نیروی اعمال

t = ۰ لحظەی در کره حرکت که کنیم مͬ فرض سهولت برای ͬ شود. م وارد کره به شاره طرف

شود: شروع سͺون حالت از و

u(t = ۰) = ۰,
d

dt
u(t = ۰) ̸= ۰, (۵۳ .۳)

پتانسیل قبلͬ، محاسبات از .(v = ۰) است صفر هم دور بسیار نقاط در شاره سرعت البته و

با: است برابر مسأله این پایای غیر

ϕ(r, θ; t) =
۱
۲
a۳

r۲ u(t) cos θ, (۵۴ .۳)

است: زیر بصورت پتانسیل زمانͬ تغییرات

∂

∂t
ϕ =

۱
۲
a۳

r۲
d

dt
u(t) cos θ, (۵۵ .۳)
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پایستار شارش ۳ ۷۶

روی دلخواه نقطەی ͷی فشار ،t = ۰ زمان در و برنولͬ قضیەی یافتەی تعمیم شͺل از استفاده با

ͬ آوریم: م بدست را کره

P (r = a, θ; t = ۰) = P∞ − ۱
۲
ρu۲(r = a, θ)− ρ

∂

∂t
ϕ(r = a, θ), (۵۶ .۳)

مسأله این در که سمتͬ تقارن  به توجه با کنیم. مͬ محاسبه را نیرو فشار، داشتن دست در با حال

بەدست زیر بصورت نهایی نتیجەی محاسبه اندکͬ با است. صفر غیر نیرو، z مؤلفەی داریم،

ͬ آید: م

Fz = −
∮
P cos θds =

۱
۲
m′ d

dt
u, (۵۷ .۳)

وارد نیروی که است جالب است. کره حجم هم شارەی یا شده جابجا شارەی جرم ،m′ آن در که

شده انجام کار که کنید دقت است. شتاب با متناسب و لختͬ نیروهای نوع از شاره طرف از شده

اگر اکنون ندارد. اتلاف با ارتباطͬ نیرو شدن صفر غیر دیͽر، بیان به است. صفر نیرو این توسط

نیوتن حرکت معادلەی باشد، f ext خارجͬ نیروی اثر تحت اویلری، شارەی در غوطەور ک͒رەی

ͬ آید: م در زیر شͺل به آن برای

f ext = (m+
۱
۲
m′) a. (۵۸ .۳)

یا جرم با کره ͷی حرکت مثل اویلری، شاره ͷی mدرون جرم به کره ͷی دار شتاب حرکت یعنͬ

بزرگتر اندکͬ اویلری ، شارەی در غوطەور کرە ی موثر لختͬ Mاست. = m+ ۱
۲m

′ موثر لختͬ

است. خلا در آن لختͬ از

مͽنوس نیروی و چرخان استوانەی ۸ .۳

انتقالͬ سرعتِ با که کرە ای به نیرویی هیچ اویلری شارش طرف از که دادیم نشان قبلͬ، قسمت در

است. شارش بودن پایستار از مستقیمͬ نتیجەی موضوع این ͬ شود. نم وارد ͬ کند م حرکت ثابت

ͬ شوند،  م پرتاب هوا در که هایی توپ  چطور؟ باشد، چرخشͬ حرکت دارای متحرک، جسم اگر

احتمالا˟ را موضوع این ͬ کنند. م حرکت خمیده مسیر در شوند، پرتاب اولیه چرخشͬ سرعت با اگر

سعͬ خوب، بازیͽر واقع در کردەایم. تجربه تنیس یا والیبال فوتبال، توپ  های با بازی در ما بیشتر
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۷۷ مͽنوس نیروی و چرخان استوانەی ۸ .۳

کند. تمام خود سود به را بازی نتیجەی رقیب، فریبِ با تا ͬ کند م پدیده این از بهینه استفادەی در

داشته اتلاف و ناپایستاری منشأ نیرو این ͬ رسد نم نظر به کجاست؟ آمیز اسرار نیروی این منشأ

اصطͺاک ͬ گیرد، م صورت مختلف توپ های با که روزمره تجربەهای بیشتر در واقع در باشد.

شود، تلف ملاحظەای قابل اندازەی به توپ حرکتͬ انرژی آنکه از  پیش است. ناچیز بسیار هوا

ͬ گذارد. م نمایش به را خود آمیز اسرار نیروی همان یا و انحراف

u0 y

x
r

q
W

حول استوانە دارد. قرار خارجͬ یͺنواخت جریان ͷی در که استوانە ͷی مقطع از طرحͬ ۱۴ .۳ شͺل
است. استوانه محور بر عمود نیز خارجͬ جریان راستای و ͬ چرخد م خود طولͬ محور

ͬ خواهیم م اکنون آنچه است[۴۹]. پیچیده بسیار موضوع، این برای دقیق پاسخͬ ارائەی

ͬ گیریم م نظر در را استوانە ͷی است. پدیده این از شده ساده بسیار تصویری ارائەی کنیم، بررسͬ

ͬ چرخد. م خود طولͬ محور حول استوانه این دارد. قرار خارجͬ یͺنواخت شارش ͷی در که

انتقالͬ حرکت که چرخانͬ استوانەی بر وارد نیروی با است برابر دقیقاً استوانه براین وارد نیروی

دارد. یͺنواخت شارش سرعت با برابر انتقالͬ سرعت با

استوانەی ͷی اطراف میدان ابتدا ͬ کنیم. م بررسͬ مرحله دو در نیز را شده ساده مسألەی این

طول ،۱۴ .۳ شͺل مطابق ͬ آوریم. م بدست را دارد قرار u۰x̂ یͺنواخت ِ جریان در که ساکن

راستای در شارش جهت است. ẑ جهت در آن طولͬ راستای و a آن شعاع نامتناهͬ، استوانه

عمومͬ حل به استوانه، اطراف سرعت میدان محاسبەی برای است. استوانه محور بر عمود

استوانه، راستای در انتقالͬ تقارن بخاطر داریم. نیاز استوانەای مختصات در لاپلاس معادلەی

ترین کلͬ دارد. بستگͬ استوانەای θ و r مختصەهای به تنها و است z مؤلفەی از مستقل پتانسیل
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:۱ است زیر شͺل به لاپلاس معادلەی جواب

ϕ(r, θ) = c۱ + c۲ ln(r) +

∞∑
n=۰

(An sin(nθ) +Bn cos(nθ)) r
n +

+ (Cn sin(nθ) +Dn cos(nθ)) r
−n. (۵۹ .۳)

زیرند: بصورت مسأله این مرزی شرایط

u · r̂|r=a = ۰, u|r→∞ = u۰x̂.

جواب ͬ آیند. م دست به پتانسیل عددی ثابت های ،۵۹ .۳ کلͬ جواب به مرزی شرایط این اعمال با

ͬ شود: م زیر صورت به محاسبه اندکͬ با پتانسیل نهایی̞

ϕ(r, θ) = u۰(r +
a۲

r
) cos θ. (۶۰ .۳)

ͬ کند. م برخورد ساکن استوانەی ͷی به که است یͺنواخت شارش ͷی پتانسیل̞ این

پایستار را شارش هر چند ͬ کنیم. م وارد را استوانە بودن چرخان اثر شͺل سادەترین بە اکنون

چرخش انتقال باعث شاره، چسبندگͬ از کمͬ بسیار مقدار عمل در همیشه ولͬ کردەایم فرض

ایدەآل گردشار نوع از شاره در شده ایجاد چرخش کنیم فرض ͬ خواهیم م ͬ شود. م شاره به استوانه

ͬ شود: م تعریف زیر بصورت ایدەآل گردشار سرعت میدان استوانەای مختصات در است.

u =
K

۲π
۱
r
θ̂, (۶۱ .۳)

سرعت میدان از کافیست گردشار، شهودی مفهوم درک برای است. گردشار قدرت ،K آن در که

گردشار برای .
∮
u·dl = K بͽیرید: انتگرال گردشار محور حول بسته و دلخواه مسیر ͷی روی

تاو .∇ × u = K δ(x)δ(y)ẑ که: کنید تحقیق ͬ توانید م شده، تعریف بالا صورت به که

است. صفر فضا نقاط تمام در گردابه، محور روی جز به شارش، این به مربوط

ͷی از آنرا ͬ توانیم م پس نیست چرخشͬ محور خارج نقاط در میدان این این که به توجه با

. [۵۲] شود مراجعه ͷفیزی ریاضͬ کتاب های به ۱
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این که ͬ یابیم درم استوانەای مختصات در محاسبات انجام با آوریم. بدست اسͺالر پتانسیل

است: زیر بصورت اسͺالر پتانسیل

ϕ(r, θ, z) =
K

۲π
θ. (۶۲ .۳)

ͬ دهد. م را  گردشار ͷی سرعت میدان درستͬ به ولͬ نیست مقدار تک پتانسیل این

از دارد، قرار یͺنواخت شارش ͷی در که چرخانͬ استوانەی اطراف سرعت میدان اکنون

ͬ آید: م بدست اخیر مسألەی دو برهم نهͬ

ϕ(r, θ) = u۰(r +
a۲

r
) cos θ +

K

۲π
θ, (۶۳ .۳)

دارد. بستگͬ ، Ω استوانه چرخشͬ فرکانس به ،K = ۲πa۲Ω بصورت گردشار قدرت آن در که

برنولͬ، قضیەی از استفاده با حال است. شده داده نشان ،۱۴ .۳ شͺل در مسأله این هندسەی

استوانەای مختصات در ͬ آوریم. م بدست را استوانه روی دلخواه نقطەی ͷی در فشار میدان

داریم:

P (r = a, θ) = P∞ +
۱
۲
ρU ۲

۰ (۱ − ۴ sin۲ θ)

+
۱
۲
ρ(

۲u۰K

πa
sin θ − K۲

۴π۲a۲ ). (۶۴ .۳)

ͬ آید: م بدست استوانه بر وارد نیروی سطح، روی انتگرال گیری با و فشار داشتن دست در با اکنون

F = −
∮
Pds. (۶۵ .۳)

دو است. صفر استوانه، طولͬ جهت در آن مؤلفەی یعنͬ نیرو، z مؤلفەی تقارن، به توجه با

ͬ رسیم: م زیر جواب به محاسبه اندکͬ با کنیم. مͬ محاسبە را دیͽر مؤلفەی

Fx = ۰, Fy = −ρKu۰L,

و بوده x̂ راستای در فرودی جریان که کنید دقت دادەایم. نشان L با را استوانه طول آن در که

این به دارد. صفر غیر مؤلفەی فرودی جریان راستای بر عمود یعنͬ ،ŷ راستای در تنها کل نیروی
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نیروی کند، منحرف جریان سرعت بر عمود جهت در را چرخان جسم حرکت دارد تمایل که نیرو

شده داده Ω زاویەای سرعت بردار با استوانه چرخش اگر ، ͬ کل حالت در ͬ شود. م گفته مͽنوس

با: است برابر طول واحد بر مͽنوس نیروی باشد،

f =
F

L
= ρ u۰ ×Ω. (۶۶ .۳)

شدن خمیده باعث تنها است، یͺنواخت شارش سرعت بر عمود جهتͬ در همواره که نیرو این

ͬ دارد. م نگاه پایسته را انرژی نتیجه در است صفر نیرو این توسط شده انجام کار ͬ شود. م مسیر

برای و کلͬ حالت در ولͬ بود شͺل استوانەای جسم ͷی برای شده انجام محاسبەی هرچند

حرکت اویلری شارەی ͷی درون Ω زاویەای سرعت و u خطͬ سرعت با که دلخواه جسم هر

در کند. اثر چرخان جسم بر Ω × u راستای در کننده منحرف نیروی ͷی داریم انتظار ͬ کند، م

است. شده داده نشان شده منحرف مسیر از ساده تصویر ͷی ،۱۵ .۳ شͺل

u
W

منحرف Ω × u راستای در دارد، قرار اویلری شارەی ͷی در که چرخان جسم ͷی مسیر ۱۵ .۳ شͺل
است. جسم انتقالͬ سرعت بردار u و جسم زاویەای چرخش بردار Ω آن در که ͬ شود. م
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۸۱ مختلط ͷتکنی دوبعدی، شارش ۹ .۳

مختلط ͷتکنی دوبعدی، شارش ۹ .۳

در کنیم. حل را پتانسیل شارش بعدی دو مسایل از بسیاری ͬ توانیم م مختلط روش های ͷکم با

تعریف چرخش بدون بعدی دو شارش برای را ϕ پتاسیل تابع و Ψ جریان تابع پیشین، بخش های

ͬ آیند: م بەدست زیر صورت به جریان تابع و پتانسیل تابع برحسب بعدی دو شارش میدان کردیم.

u = (u, v) = (∂xϕ, ∂yϕ) = (∂yΨ,−∂xΨ) = ẑ × (∂xΨ, ∂yΨ).

صفحەی در که: است این کنیم استفاده مختلط روش های از تا ͬ کند م ͷکم که موضوع اصل

ͬ شود، م تعریف g(z) = ϕ+ iΨ بەصورت که مختلط تابع z = x+ iy مختصات با مختلط

است۱. تحلیلͬ تابع ͷی

سرعت میدان نمایشͽر ͬ تواند م بͽیریم، نظر در مختلط صفحەی در که تحلیلͬ تابع هر پس

توابع انتخاب با را شارش  ها از بزرگͬ دستەی ͬ توانیم م اینجا از باشد. پتانسیلͬ شارش ͷی

شرایط چه با متناظر تحلیلͬ تابع هر کنیم تحقیق کافیست تنها آوریم، بدست مختلف تحلیلͬ

کردیم: تعریف بالا صورت به که تحلیلͬ تابع برای که دهیم نشان ͬ توانیم م است. مرزی

d

dz
g(z) = u− iv.

محاسبەی با ثابت اند. دو b و a آن در که است g(z) = (a− ib)z تحلیلͬ تابع مثال، سادەترین

ثابت شارشͬ میدان ͷی با متناظر تحلیلͬ تابع این که ͬ بینیم م سهولت به تحلیلͬ، تابع این مشتق

است. u = (a, b) مولفەهای با

ͷی سرعت میدان تحلیلͬ تابع این است. g(z) = K
۲π log(z− z۰) تحلیلͬ تابع دوم مثال

ͬ دهد. م نشان را است واقع (ℜz۰,ℑz۰) مختصات به نقطەای  در که ایدەآل گردشار

میدان تحلیلͬ تابع این بͽیرید. نظر در را g(z) = αz۲ تحلیلͬ تابع بعدی، مثال برای

ͬ دهد: م دست به زیر صورت به سرعتͬ

d

dz
g(z) = ۲αz = u− iv −→ u = ۲αx, v = −۲αy,

ͬ توان م باشد. شده تعریف d
dz
f(z) آن مشتق اگر است تحلیلͬ تابع این بͽیرید. نظر در را f(z) مختلط تابع ۱

برقرار ∂xℜf = ∂yℑf, ∂yℜf = −∂xℑf صورت به کوشͬ⁃ریمن شرایط باید تحلیلͬ تابع برای که داد نشان
نیست. وابسته راستا به مختلط صفحەی در گیری مشتق تحلیلͬ، تابع ͷی برای نتیجه در باشند.
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این پس است. صفر هم x محور روی سرعت y مولفەی و صفر y محور روی سرعت x مولفەی

زاویەی با متقاطع صفحەی دو بین فضای در شارشͬ میدان با متناظر ͬ توانیم م را سرعت میدان

صفحەی اول (ناحیەی دارند قرار y و x محور های روی صفحات که بͽیریم نظر در π/۲

عمودی مولفەی به تنها مرزی شرط اویلری، شارش مورد در که ͬ شود م یادآوری مختصات).

داشته x محور کل روی صلب صفحەی ͷی تنها اگر ͬ شود. م اعمال صلب سطوح روی سرعت

تابانده صفحه این به راست) و چپ و نسبت متقارن ) متقارن صورت به و بالا از جریان و باشیم

هم باز مختصات)  صفحەی دوم و اول (ناحیەی صفحه بالای ناحیەی در شارش میدان شود،

داریم، انتظار تقارن به بنا این حالت در کر کنید دقت ͬ شود. م توصیف بالا تحلیلͬ تابع توسط

باشد. صفر y محور روی سرعت عمودی مولفەی

g(z) = صورت به ͬ رساند م را چشمە⁃چاه دوقطبی شارش که تحلیلͬ توابع از دیͽر ͬͺی

x محور با موازی و z۰ نقطەی در که را p قدرت به دوقطبی ͷی شارش تابع، این است. −p
z−z۰

شارشͬ مسالەی در که برشمرد ͬ توان م تحلیلͬ توابع از بسیاری مثال های ͬ دهد. م نشان را است

است. شده اشاره آنها از برخͬ به تنها اینجا در باشند. مفید ͬ توانند م

همدیس نگاشت های

z = مختلط صفحەی از همدیس نگاشت ͷی بەصورت ͬ توانیم م را ζ = F (z) تحلیلͬ تابع

را z فضای ͬ های منحن تحلیلͬ توابع بͽیریم. نظر در ζ = (ξ, η) مختلط صفحەی به (x, y)

ͬ های منحن که کنیم تصور اگر ͬ کنند. م تبدیل ζ فضای در دیͽر شͺل هایی با ͬ هایی منحن به

شارش محاسبەی برای موضوع این از ͬ توانیم م باشند، شارشͬ مسالەی ͷی مرزهای بحث، مورد

تبدیل بتوانیم که است اجرا قابل وقتͬ موضوع این کنیم. استفاده پیچیدە مرزهای حضور در

نگاشت، ͷی کنند. تبدیل سادەتری مرز های به را اصلͬ مسالەی مرزهای که کنیم پیدا همدیسͬ

بی نهایت نمو دو ͬ کند: م حفظ را طولͬ نسبت های و زوایەها که معنͬ این به است همدیس

F (z) تابع توسط که نگاشتͬ بͽیرید. نظر در z۰ دلخواه نقطەی ͷی حول را δz۲ و δz۱ ͷکوچ

δζ۲ و δζ۱ به ترتیب به را δz۲ و δz۱ نموهای و ͬ کند م تبدیل ζ۰ به را z۰ نقطەی شده، تعریف

بی نهایت نموهای این طول های نسبت  که داد نشان ͬ توان م تبدیل ها، این برای کند. مͬ تبدیل
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۸۳ مختلط ͷتکنی دوبعدی، شارش ۹ .۳

ͬ ماند. م ثابت آنها بین زاویەی و ͷکوچ

تحلیلͬ تابع شد، گفته که آنطور بͽیرید. نظر رادر ζ = F (z) = zn همدیس نگاشت

ξ راستای در شارشͬ مثلا است. ζ صفحەی در یͺنواخت شارشͬ میدان با متناظر g(ζ) = ζ

است. شده محصور η = ۰ صفحەی توسط که است

۱۶ .۳ شͺل

چطور بحث مورد تحلیلͬ نگاشت که دادەایم نشان n = ۲, ۱/۲ مورد دو برای زیر شͺل در

کنید: استفاده زیر روابط از تبدیل ها کردن پیدا برای ͬ کند. م تبدیل جدید مرز به را مرز

ζ = ReiΘ, z = reiθ −→ r = R۱/n, θ = Θ/n.

در g(ζ) از را شارشͬ پتانسیل تابع همدیس، نگاشت برگردیم.  ͬ کل حالت به دهید اجازه

همدیس نگاشت در سرعت، اندازەی پس ͬ کند: م تبدیل z صفحەی در g(F (z)) به ζ صفحەی

ͬ شود: م افزوده مقیاس ها، تغییر فاکتور اندازەی به و ͬ ماند نم ثابت

dg

dζ
=
dg

dz
× dz

dζ
.

ͬ ماند. م پایسته شارش کل جنبشͬ انرژی سرعت، اندازەی تغییر ͬ رغم عل البته،

ͷی نیست. ناوردا همدیس تبدیلات تحت شارشͬ ͷدینامی کنید، توجه که است آموزنده

z۱ = نقطەی به ذره این ، δt زمان گذر از بعد بͽیرید. نظر در را z۰ نقطەی در شاره عنصر
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نشان ζ۱ و ζ۰ با ترتیب به را z۱ و z۰ نقاط تصویر اکنون ͬ رسد. م z۰ + vδt = z۰ + δtdg
∗

dz∗
dζ
dz

نقطەی به ͷکوچ بی نهایت زمان گذر از بعد ولͬ است ζ۰ در ابتدا ذره ، ζ فضای در ͬ دهیم. م

برابر نقطە دو این مͺانͬ تفاوت دهید نشان نیست. منطبق ζ۱ نقطەی بر که ͬ رسد م ζ۲ جدید

با: است

δt
dg∗

dz∗

(
dζ

dz
− dz∗

dζ∗

)
.
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پرسش ها

ͷی از d فاصلەی در که بͽیرید نظر در را Q قدرت به جریان نقطەای چشمەی ͷی ۱ .۳

و نقطەای چشمەی این از ناشͬ شارش سرعت میدان قراردارد. ساکن و صلب صفحەی

آورید. بدست را صفحه بر وارد نیروی

کردەاند. قطع قائمه زاویەی با را همدیͽر که بͽیرید نظر در را ساکن و صلب صفحەی دو ۲ .۳

متقارن بصورت و گوشه این از d فاصلەی در Q قدرت به جریان نقطەای چشمەی ͷی

آورید. بدست فضا در را شارش سرعت میدان قراردارد.

شͺل ͬ کنیم. م ایجاد جاریست، آن در آب که کانالͬ کف در مانع ͷی ،۱۷ .۳ شͺل مطابق ۳ .۳

ارتفاع تغییرات برنولͬ، رابطەی از استفاده با است. شده داده h(x) تابع با مانع، ارتفاع

در ارتفاع کاهش بیشترین آورید. بدست را H(x) تابع یعنͬ آب، آزاد و خارجͬ سطح

شارش نرخ اندازەگیری برای ابزار این از چطور دهید توضیح ͬ آید. م بدست شرایطͬ چه

بͽیرید. U با برابر را سرعت اندازەی و آرام بسیار را شارش ͬ کنید. م استفاده

H(x)

x
h(x)

U

ͬ دهد. م تغییر را جریان آزاد سطح ارتفاع کانال کف مانع ۱۷ .۳ شͺل

این ،۱۸ .۳ شͺل مطابق است. شارش سرعت اندازەگیری برای وسیلەای پیتو لولەی ۴ .۳

لولەی S (سر ِ لو لەها از ͬͺی باز سرِ است. شده تشͺیل محور هم  استوانەی دو از وسیله

لولەی جانبی سطح در و دایرە ͷی روی ͬ شود. م دادە قرار شارش جلوی در درونͬ)

سوراخ ها این از ͬͺی A (نقطەی گرفتەاند قرار ͷکوچ سوراخ های از مجموعەای بیرونͬ

اختلاف تا هستند، متصل سنج فشار ͷی به استوانه دو هر خروجͬ انتهای دو است).
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لوله دوسرِ فشار اختلاف حسب بر را شارش سرعت شود. گرفته اندازه آنها بین فشار

کنید. محاسبه

S

A

است. شارش سرعت اندازەگیری برای وسیلەای پیتو لولەی ۱۸ .۳ شͺل

هم از ۲d فاصلەی به که بͽیرید نظر در را Q,−Q قدرت های به نقطەای چشمەی دو ۵ .۳

با دهید نشان آورید. بدست را سیستم این  سرعت میدان شدەاند. واقع x محور روی و

سرعت با که ک͒ره ͷی سرعت میدان با دقیقا آمده بدست نتیجەی ،Qd۲π = va۳

۲ انتخاب:

است. برابر ͬ کند، م حرکت vx̂

صورت این در کرد؟ استفاده پتانسیل مفهوم از ͬ توان م ناپایا و غیرچرخشͬ شارش برای آیا ۶ .۳

ͬ کند. م تغییری چه برنولͬ رابطەی یافتەی تعمیم شͺل دهد توضیح

در پتانسیلͬ شارش بͽیرید. نظر در را ͬ سازند م α زاویەی هم با که متقاطع صفحەی دو ۷ .۳

استوانەای مختصات در لاپلاس معادلەی راهنمایی: است؟ چͽونه گوشه این ͬ های ͺنزدی

مؤلفەای هیچ شارش که کنید دقت کنید. اعمال را دوصفحه مرزی شرایط و کنید حل را

داریم. تقارن تقاطع خط طولͬ راستای در و ندارد گوشه ͷنزدی

ایجاد ناپذیر تراکم اویلری شارەی ͷی درون آنͬ بصورت Rو شعاع به کروی حفرەی ͷی ۸ .۳

ایجاد شارش راهنمایی: کنید. محاسبه را حفره این شدن پر برای لازم زمان ͬ کنیم. م

معادلەی بͽیرید. u = ur̂ بەصورت را سرعت میدان است. کروی تقارن دارای شده

ͬ آید: م در زیر شͺل به اویلر

∂

∂t
u+ u

∂

∂r
u = −۱

ρ

∂

∂r
P.

سرعت میدان آوردن بەدست با کنید. آنها حل در سعͬ و نوشته نیز را پیوستگͬ معادلەی
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کنید. محاسبه را کره شدن پر برای لازم زمان ͬ توانید م
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۴
پذیر تراکم شارش

بخش این در ͬ شود. م نتیجه مواد پذیری تراکم از که است پدیدەای مهم ترین صوت انتشار

فراصوتͬ پدیدەهای برخͬ به سپس ͬ کنیم. م معرفͬ را صوتͬ امواج انتشار مختصر بصورت

شوک، موج ظهور با پرنده، اجسام صوت مافوق حرکت در شارش تراکم پذیری ͬ پردازیم. م هم

است. همراه کششͬ نیروی القای و بالابر نیروی نسبی افزایش

پذیری تراکم  ۱ .۴

طریق از شاره پذیری تراکم میزان تا است لازم پذیری، تراکم با مرتبط پدیدەهای مطالعەی برای

در سامانه حجم تغییرات که رابطەای یعنͬ حالت، معادلەی شود. داده ͬͺترمودینامی معادلات

مشخص را پذیری تراکم میزان که است رابطەای مهم ترین ͬ کند، م بیان را فشار تغییرات به پاسخ

χ = − ۱
V
∂V
∂P = ۱

ρ
∂ρ
∂P بصورت که ͬͺترمودینامی سامانەی ͷی ͬͺانیͺم پاسخ تابع ͬ کند. م

اندازەگیری قابل آزمایشͽاهͬ روش های طریق از و است موسوم تراکم پذیری به ͬ شود، م تعریف

نیست. ثابت عدد ͷی لزوما و است دما و فشار از تابعͬ سامانه، ͷی پذیری تراکم است.

دیͽری کمیت شد، تعریف سامانه ͬͺانیͺم پاسخ بصورت بالا در که تراکم پذیری بر علاوه
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پذیر تراکم شارش ۴ ۹۰

در ͬ کند. م بازگو را سامانه پذیری تراکم اطلاعات ͬ شود م تعریف c =
√

∂P
∂ρ بصورت که نیز

صوت سرعت که کنید توجه دارد. ارتباط صوت سرعت به کمیت این که ͬ بینیم م بعدی بخش

پذیری تراکم پیداست، که هستند.آنچنانکه مربوط هم به c =
√

۱/ρχ بصورت پذیری تراکم و

نیوتن تصور بی دررو. شرایط در یا شود انجام ثابت دمای در آزمایش اند، شرایط به وابسته c و

برای کمتری عددی تخمین دلیل همین به ͬ شود م انجام ثابت دمای در صوت انتشار که بود این

شرایط در صوت انتشار که شد متوجه لاپلاس بار اولین ͬ آورد. م بدست هوا در صوت سرعت

ͬ شود. م انجام بی دررو

درک تا ͬ کند م ͷکم است، مناسبی ͬͺترمودینامی مدل رقیق گازهای برای که ایدەآل گاز

در که P = ρkBT/Mⅿ بصورت ایدەال گاز حالت معادلەی باشیم. داشته اتفاقات از بهتری

شرایط در ایدەال گاز برای دیͽر طرف از است. گرمایی انرژی kBT و مولͺول  هر جرم Mⅿ آن

محاسبەای با .γ = cP /cV آن در که است برقرار Pρ−γ = ثابت شͺل به رابطەای بی دررو

ͬ شود: م زیر بصورت بی دررو و همدما پذیری تراکم سرراست،

χT =
۱
P
, χs =

۱
γP

.

صورت ثابت آنتروپی و بی دررو شرایط در نظر مورد فرآیند که است این دهندەی نشان s اندیس

ͬ شود: م زیر بصورت صوت سرعت بی دررو، تراکم پذیری از استفاده با ͬ گیرد. م

cs =

√
γP

ρ
=

√
γkBT

Mⅿ
.

γ = ۳/۲ با اکسیژن مولͺول های از تنها و خالص هوا که کنید تصور عددی تخمین برای

داریم: اطاق دمای در دیͽر طرف از باشد. شده تشͺیل Mⅿ ∼ ۳۲ × ۱٫۶ × ۱۰۲۷Kg و

بصورت صوت سرعت بزرگͬ مرتبەی اطلاعات این گرفتن نظر در با .kBT ∼ ۲ × ۱۰−۲۱J

است. ͷنزدی تجربی مقدار به بسیار که ͬ شود م cs ∼ ۳۰۰ⅿ/s
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۹۱ بی دررو ͷدینامی ۲ .۴

بی دررو ͷدینامی ۲ .۴

است: زیر بصورت پذیر تراکم و اتلاف بدون شارش ͷی کنندەی توصیف عمومͬ معادلات

ρ(∂t + u · ∇)u = −∇P, ∂tρ+∇ · (ρu) = ۰, P = P (ρ, s). (۱ .۴)

رابطەای یعنͬ حالت، معادلەی طریق از پذیری تراکم میزان پذیر، تراکم شارەی برای که کنید توجه

که هستند اساسͬ معادلات این ها ͬ شود. م داده ͬ کند، م مربوط آنتروپی و چͽالͬ به را فشار که

ͷی بصورت ͬ توانیم م را صوت انتشار که شد اشاره کنند. توصیف را صوت انتشار قادرند

صریحا که گرفتەایم نظر در بصورتͬ را حالت معادلەی دلیل همین به بͽیریم نظر در بی دررو فرآیند

هستند، بی دررو که سریعͬ فرآیند های برای دهیم نشان ͬ خواهیم م شود. شامل را رو بی در شرایط

نشان s و h با ترتیب به را جرم واحد بر آنتروپی و آنتالپی ͬ کند. م ایفا را انرژی نقش آنتالپی

.dh = Tds+(۱/ρ)dP که: ͬ دانیم Tم دمای در عمومͬ ͬͺترمودینامی فرآیند ͷی در ͬ دهیم. م

که: بینیم مͬ ،۱ .۴ معادلەی از رابطه اولین با رابطە این مقایسەی با

(∂t + u · ∇)u = −∇h.

ͬ بینیم م بͽیریم، نظر در را جریان خط ͷی روی بالا رابطەی مولفە ی اگر پایا، شارش ͷی برای

این باشد. ثابت باید ۱
۲u

۲ + h ترکیب جریان، خط ͷی روی پس .∂l( ۱
۲u

۲ + h) = ۰ که:

که ͬ کند م ایفا را سیستم درونͬ انرژی نقش آنتالپی پذیر، تراکم شرایط در که ͬ دهد م نشان رابطه

باشد. پایسته ͬ تواند م جنبشͬ انرژی با مجموعش

از که آیدەآل گاز ͷی برای ͬ اید. م بدست h = ϵ+P/ρبصورت ϵ درونͬ انرژی از آنتالپی

خواهیم حالت معادلەی از استفاده با و ϵ = ۳
۲
kBT
mM

داریم است شده ساخته اتمͬ تک مولͺول های

و درونͬ انرژی تک اتمͬ، غیر ایدەآل گاز ͷی برای داریم تمایل معمولا .h = ۵
۲
kBT
mM

داشت:

و ϵ = cV T بصورت ثابت فشار و حجم در جرم واحد ویژەی گرماهای حسب بر را آنتال پی

داشت: خواهیم کنیم استفاده γ = cP /cV تعریف از اگر بنویسیم. h = cPT

h =
γ

γ − ۱
RT

Mⅿoⅼ
=

γ

γ − ۱
kBT

Mⅿ
,

است. گاز مولͬ جرم Mⅿoⅼ و گاز ها عمومͬ ثابت R آن در که
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صوت انتشار ۳ .۴

بلند گو ͷی دیافراگم که چیزی همان مانند است، مرتعش ورق ͷی صوت تولید ابزار سادەترین

تراکم های با که ͬ دهد م انجام رفت وبرگشتͬ حرکت ͬͺکوچ بسیار دامنەی با ورق این ͬ سازد. م را

ͬ شوند. م منتشر شاره سرتاسر در موضعͬ تراکم های این و ͬ شود م همراه روبرویش شارەی موضعͬ

در ͷکوچ اختلال ͷی کنیم فرض دهید اجازه کنیم، بررسͬ را صوت انتشار سازوکار اینکه برای

تغییر ͷی اختلال، از منظور ͬ شود. م متحول چطور اختلال این ببینیم و است شده ایجاد شاره

با سͺون حالت در ابتدا شارە کنید فرض است. فشار و چͽالͬ سرعت، میدان های در ͷکوچ

ͬ گیریم: م نظر در زیر بصورت دلخواهͬ اختلال های اکنون باشد. یͺنواخت فشار و چͽالͬ

ρ(x, t) = ρ۰ + δρ(x, t), P (x, t) = P۰ + δP (x, t), u(x, t) = ۰ + δu(x, t).

اختلالͬ بسط های ͬ کنند، م صدق آن در اختلال ها که ͬͺدینامی معادلات یافتن برای اکنون

داریم: ͬ داریم. م نگاه را اختلال اول مرتبەی تا جملات و داده قرار ۱ .۴ اساسͬ معادلات در را بالا

ρ۰∂tδu = −∇δP, ∂tδρ = −ρ۰∇ · δu. (۲ .۴)

ͬ زنیم: م تقریب زیر بصورت ساده شدەای معادلەی با را حالت معادلەی همچنین

δP = P − P۰ ∼ (
∂P

∂ρ
)ρ۰,sδρ = c۲δρ.

شرط دهد، رخ ͬ تواند م آن اجزای بین گرما انتقال که گرما، رسانای و وشͺسان شارەی برای

بودن بی دررو اندیس از ادامه در نوشتەها، سهولت برای نیست. درست لزوما بودن بی دررو

در فشار و چͽالͬ اختلال های که ͬ بینیم م بسهولت بالا، معادلات ترکیب با ͬ کنیم. نم استفاده

ͬ کنند: م صدق زیر معادلات

(
∂۲
t − c۲∇۲) δρ = ۰,

(
∂۲
t − c۲∇۲) δP = ۰. (۳ .۴)

بالا معادلات که ͬ شود دیده م ͬ کنند. م صدق موج معادلەی در فشار و چͽالͬ اختلال های

اند موجͬ جواب ها این دارند. δP (x, t) = f(x ± ct) عمومͬ کاملا شͺل به پاسخ هایی
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دیده ثابت ͬ کند، م حرکت ∓c سرعت با که ناظری دید از تابع فضایی شͺل که معنͬ این به

طناب ͷی روی فضایی آشفتگͬ ͷی مثل آنها زمانͬ تحول که داریم جواب هایی پس ͬ شود. م

ͷی است. موج انتشار سرعت c ͬ شود. م منتقل چپ یا راست سمت به عینا که است کشیده

گرفت: نظر در زیر بصورت ͬ توان م را جواب ها از خاص خیلͬ دستەی

δρ = δρ۰ cos(k · x− ωt), δP = c۲δρ۰ cos(k · x− ωt).

ͬ شود. م منتشر n̂ = k/k جهت در که ͬ دهد م نشان را تخت و ساده صوتͬ موج ͷی این

باشد، برقرار ω = ck شرط اگر که کرد تحقیق ͬ توان م بالا تابع دادن قرار با مستقیم بصورت

،ω فرکانس ،δρ۰ دامنەی با ساده کسینوسͬ موج این ͬ کند. م صدق موج معادلەی در تابع این

خیلͬ شده تولید صوت عمل در ͬ شود. م مشخص λ = ۲π/k موج طول و n̂ انتشار راستای

که ساده بلندگوی ͷی فرکانس تک صوتͬ موج است ممͺن ولͬ است رابطه این از پیچیدەتر

به باشد. شبیه بالا جواب به تقریبی بصورت است مرز بدون محیط ͷی در و بسیار فواصل در

ͬ ترین کل ͬ شود م دادە نشان ریاضͬ نظر از ͬ شود. م گفته تخت موج ساده، موجͬ پاسخ این

فرکانس های و دامنه که بالا شͺل به سادەای موج های خطͬ ترکیب از موج معادلەی پاسخ های

است. بازسازی قابل دارند مختلفͬ

موج انتشار راستای و فرکانس دامنە، ساده، تخت موج ͷی تولید در که شود توجه باید

رابطەی طریق از و محیط توسط موج طول اندازەی ولͬ ͬ شوند. م تعیین ساز موج دستگاه توسط

ساکن، نامتناهͬ محیط ͷی برای ͬ شود. م داده موج، طول و فرکانس بین رابطەی یعنͬ پاشندگͬ،

شرایط شاره، حرکت است. برقرار λ = ۲π/q = ۲πc/ω بصورت سادەای پاشندگͬ رابطەی

دهند. تغییر را پاشندگͬ رابطەی ͬ توانند م محیط جنس و مرزها هندسͬ

ͬ کند: م صدق زیر شدەی خطͬ معادلەی در سرعت اختلالͬ میدان اختلال، اول مرتبەی تا

(
∂۲
t − c۲∇∇·

)
δu = ۰. (۴ .۴)

ولͬ دارد. پی در سرعت اختلال های برای شͺلͬ موجͬ رفتار قبلͬ معادلات مانند هم معادلە این

را مطلب اصل ͬ توان م ساده مثال ͷی با داشت. ملاحظاتͬ باید آن، برداری جزییات سبب به
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بͽیرید: نظر در را زیر شͺل به جوابی بعدی سه فضای در نمود. دریافت

δux = δu۰ cos(kx− ωt), δuy = δuz = ۰.

به ͬ کند م صدق سرعت موج معادلەی در جواب این که شد قانع ͬ توان م سرراست محاسبات با

سرعت میدان و ͬ شود م منتشر k = kx̂ راستای در که است موجͬ این .ω = ck که شرطͬ

تنها سرعت، میدان موجͬ معادلەی دیͽر بیان به دارد. صفر غیر مولفەی x̂ راستای همان در هم

در ذرات حرکت راستای طولͬ امواج در ͬ داند. م مجاز را سرعت میدان برای طولͬ موج های

این است. مربوط چͽالͬ دامنەی به سرعت اختلالͬ موج دامنەی هستند. موج انتشار راستای

۲ .۴ معادلەی در شدند معرفͬ بالا در که تخت موج جواب های قراردادن با راحتͬ به موضوع

.δu۰ = δP۰/(cρ۰) که ͬ شود م دیده

خطͬ معادلات که سرعت هاست از محدودەی کرد توجه آن به باید که مهمͬ بسیار نکتەی

از اگر .δρ/ρ۰ ≪ ۱ که است شده فرض اختلالͬ بسط های در دارند. کارایی بالا شدەی

سرعت بزرگͬ مرتبەی اگر .δρ/ρ۰ = δu۰/c که ͬ شود م دیده کنیم استفاده بالا جواب های

،M = v/c≪ ۱ حد در که ͬ شود م دیده دهیم، نشان δu۰ = v با را صوتͬ موج ͷی در ذرات

تا است لازم بزرگ، ماخ عدد برای ͬ شود. م گفته ماخ عدد M به دارند. صحت خطͬ روابط

کرد. وارد را خطͬ غیر اثرهای

متحرک ناظر ۴ .۴

نظر در را w سرعت با باد یͺنواخت جریان و S آزمایشͽاه در ساکن ناظر ،۱ .۴ شͺل مطابق

کنید توجه ͬ شود. م شنیده صورتͬ چه به صوت آزمایشͽاه ناظر دید از ببینیم ͬ خواهیم م بͽیرید.

منتشر ساکن شارەی به نسبت که است موجͬ شد، معرفͬ پیشین بخش در که تخت صوتͬ موج که

دستگاه این در ′Sبرویم. مختصات دستگاه یعنͬ شاره، همراه دستگاه به دهید اجازه پس ͬ شود. م

راستای هر در میتواند k موج بردار با و ͬ شود م تولید ω۰ فرکانس با که داریم ساده موج ͷی

δPS′ = δP۰ cos(k · x′ − ω۰t) بصورت موج شͺل دستگاه این در شود. منتشر دلخواهͬ

نشان n̂ با را شاره همراه دستگاه در انتشار راستای است. ω۰(k) = ck پاشندگͬ رابطەی با و

موج، کردن مشخص برای که کنید دقت .k = kn̂ اینصورت در که کنید توجه ͬ دهیم. م
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مشخص پاشندگͬ رابطەی طریق از موج طول و داریم احتیاج پاشندگͬ رابطەی و فرکانس به تنها

بصورت S ناظر دید از اسͺالر موج شͺل ،x = x′ +wt مختصات تبدیل به توجه با ͬ شود. م

با تخت موج ͷی آزمایشͽاه، ناظر دید از ͬ شود. م δpS = δp۰ cos(k · x−w · kt− ω۰t)

است: زیر بصورت انتشارش جهت و پاشندگͬ رابطەی داریم. vS انتشار جهت و ωS فرکانس

ωS(k) = ω۰(k) +w · k = ω۰

(
۱ +

w · n̂
c

)
, (۵ .۴)

آزمایشͽاه ناظر دید از انتشار راستای همچنین باشد. منفͬ یا مثبت ͬ تواند م w · n̂ آن در که

است: زیر بصورت

vS =
∂ωS
∂k

= cn̂+w. (۶ .۴)

ناظر دید از انرژی انتشار راستای و است باد جریان بر سوار صوتͬ موج داشتیم، انتظار آنچنانکه

است. باد سرعت و موج سرعت برآیند آزمایشͽاه

از بͽیرید. نظر رادر S′ باد همراه ناظر wو سرعت با باد جریان Sو آزمایشͽاه در ساکن ناظر ۱ .۴ شͺل
آزمایشͽاه ناظر طرف از صوت این داریم. (ω۰, cn̂) مشخصات با تخت صوت ͷی شاره، همراه ناظر دید
در باد همراه ناظر دید از انتشارشان راستای و موج جبهەهای ͬ شود. م شنیده (ωS ,vS) مشخصات با

است. شده داده نشان شͺل

دوپلر اثر ۵ .۴

چشمە ͬ شوند. م داده نشان Ⅾ و E با ترتیب به که بͽیرید نظر در را صوتͬ موج گیرندەی و منبع

در نقشͬ چه گیرنده و منبع حرکت  های کند. تولید ωE فرکانس با صوتͬ موج ͷی است قادر

دارد؟ ͬ شود م ثبت گیرنده توسط که ωD فرکانس
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کند. حرکت WD سرعت با گیرنده و ساکن منبع بالا، −۲ .۴ شͺل مطابق کنید، فرض ابتدا

راستای در باد جریان ͷی ناظر، این دید از ͬ رویم. م گیرنده همراه دستگاه به مساله این حل برای

ω۰ = ωE و ωS = ωD ،w = −WD جایͽزینͬ با و ۵ .۴ رابطەی از استفاده با داریم. −WD

داشت: خواهیم

ωD = ωE(۱ − WD · n̂
c

) = ωE

(
۱ ± WD

c

)
.

است. دورشونده حالت برای − و شونده ͷنزدی حالت برای + WDو > ۰ همواره رابطه این در

شونده دور وضعیت در آشͺارساز و منبع شͺل، همان مطابق کنید فرض علامت، تعیین برای

اینصورت در ͬ آید. م بدست n̂ ·WD > ۰ پس هستند WDهمراستا و n̂صورت این در باشند.

است. کوچͺتر فرستنده فرکانس از گیرنده توسط شده شنیده فرکانس دورشونده، حالت برای و

ͬ شود. م برعکس شونده ͷنزدی حالت برای وضعیت

سرعت با فرستنده و ساکن گیرنده که کنید فرض پایین −۲ .۴ شͺل مطابق دوم، حالت برای

همراه دستگاه به کنیم، استفاده قبلͬ بخش نتیجەی از هم باز اینکه برای کند. حرکت WE

۵ .۴ رابطەی از استفاده با داریم. −WE سرعت با باد جریان ناظر، این دید از ͬ رویم. م فرستنده

داشت: خواهیم ω۰ = ωD و ωS = ωE ،w = −WE جایͽزینͬ با و

ωE = ωD(۱ − WE · n̂
c

) → ωD = ωE

(
۱ ± −WE

c

)−۱

.

شونده دور و شونده ͷنزدی حالت های ترتیب به − و + بازهم و WE > ۰ همواره اینجا در

زیر رابطە ی ͬ کنند م حرکت دو هر آشͺارساز و منبع که ͬ  تر عموم حالت در ͬ دهند. م نشان را

ͬ شود: م بالا روابط جایͽزین

ωD = ωE
۱ ± WD

c

۱ ± −WE
c

.

بنویسیم: زیر بصورت ͬ توانیم م را بالا رابطەی WE ≪ c برای

ωD ≈ ωE

(
۱ ± WD +WE

c

)
.

فرکانس در گیرنده و منبع شدن ͷنزدی یا شدن دور نسبی سرعت کم، سرعت های حد در واقع در

دارد. تاثیر گیرنده توسط شده ثبت
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ثبت فرکانس بالا حالت در شدەاند. داده نشان Ⅾ و E با ترتیب به صوتͬ موج گیرندەی و منبع ۲ .۴ شͺل
ͷنزدی حالت های ترتیب به − و + که است ωD = ωE

(
۱ ± WD

c

)
بصورت آشͺارساز توسط شده

بصورت آشͺارساز توسط شده ثبت فرکانس پایینͬ، حالت در ͬ دهند. م نشان را شونده دور و شونده
کوچͺتری فرکانس ͬ شود م دور منبع از که گیرنده ای صورت هر در است. ωD = ωE

(
۱ ± −WE

c

)−۱

بین فاصلەی که موج جبهەهای شͺل ͬ شنود. م را بزرگتری فرکانس شونده ͷنزدی گیرندەی و ͬ شنود م را
شده داده نشان (پایین) شونده ͷنزدی و (بالا) دورشونده حالت های برای ͬ دهد، م نشان را موج طول آنها

است.

صوتͬ دیوار ۶ .۴

بͽیرید. نظر در را ͬ کند م حرکت هوا درون Wp سرعت با که هواپیما ͷی مثلا صلب، جسم ͷی

بصورت بالا −۳ .۴ شͺل در ͬ شوند. م منتشر فضا در چͽونه هواپیما این از ناشͬ صوتͬ امواج

کنید. فرض نقطەای را آن و ͷکوچ بسیار هواپیما کنید فرض کردەایم. بررسͬ را موضوع کیفͬ

موتور نوسانات (مثلا دلیلͬ هر به که صوتͬ ͬ هایی آشفتگ باشد، کم خیلͬ هواپیما سرعت اگر

همسانگرد بصورت و c سرعت با و شده هوا وارد ͬ شوند م تولید هواپیما سطح روی از هواپیما)

از c سرعت با که موج جبهەهای هواپیما، سرعت افزایش با ͬ شوند. م منتشر راستا ها تمام در

سرعت اگر ͬ شوند. م تر فشرد ه و تر ͷنزدی هم به هواپیما روبروی درست ͬ شوند، م دور هواپیما

هواپیما روبروی شدەاند تولید قبلا که موج جبهەهای همەی یابد، افزایش Wp = c تا هواپیما

افزایش بیشتر اندکͬ را هواپیما سرعت بخواهیم اگر اکنون ͬ شوند. م جمع هم با و رسیده هم به

روبرویش همه و کرده تولید قبلا که موجͬ جبهەهای از هواپیما باید شود، بیشتر کمͬ c از تا دهیم

همراه فشار اختلاف ͷی با موج جبهەی هر که آنجا از کند. عبور دارند قرار چͽالیده بصورت

است. لازم سد این از گذر برای بزرگͬ خیلͬ پیش ران نیروی که زد حدس ͬ توان م پس است
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ͬ کند، م حرکت چپ سمت به که شͺل نقطەای تقریبا پرندەی ͷی موج جبهەهای بالا: ۳ .۴ شͺل
در ͬ شوند. م چͽالیده پرنده روبروی موج جبهەهای جسم، سرعت افزایش با است. شده داده نشان
،M > ۱ برای رسیدەاند. هم به هواپیما روبروی درست قبلͬ موج های جبهه همەی ،M =Wp/c = ۱
که است محلͬ ماخ، سطح ͬ شوند. م منتشر صوتͬ امواج پرنده، پشت مخروطͬ ناحیەی ͷی درون فقط
که لحظەای در ،X ناظر راست: پایین داریم. شوک موج ͷی و ͬ رسند م هم به قبلͬ موج های جبهه تمام
معروف فراصوت غرش به که ͬ شنود م مهیبی صدای ͬ کند، م ملاقات را سرش بالای پرندەی ماخ سطح

ͬ شود. م داده sinα = ۱/M رابطەی با ماخ مخروط زاویەی چپ: پایین است.

با ولͬ نباشد مقدور عملͬ، محدودیت های خاطر به سد، این از گذر ͬ شد م تصور سالها تا

برای و پرنده سرعت افزایش با شد. شͺسته عملͬ لحاظ از سد این جنگͬ پرندەهای توسعەی

در و است جلوتر خودش توسط قبلͬ شده تولید موج های جبهە از همواره پرنده ،Wp > c

این مرز به انتشارند. قابل پرنده پشت شͺل مخروطͬ ناحیەی ͷی درون فقط صوتͬ امواج واقع

که موجهایی جبهه که است جایی ماخ سطح ͬ شود. م گفته ماخ سطح شͺل، مخروطͬ ناحیەی

حد از گذر به داریم. شوک موج ͷی واقع در و ͬ شوند م جمع هم با آنجا شدەاند، تولید قبلا

حال ͬ شود. م گفته صوتͬ دیوار شͺست هواپیما، پشت صوتͬ مخروط تشͺیل و Wp = c

نظر در را M = Wp/c > ۱ صوت مافوق سرعت با جنگͬ پرندەی ۴. ۳⁃پایین شͺل مطابق

زمانͬ در است. گر نظاره زمین روی X ناظر و است چپ سمت به حرکت حال در که بͽیرید

هیچ قاعدتا و نشده پرنده پشت مخروط وارد ناظر هنوز است، ناظر سر بالای درست پرنده که
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دورتر پرنده که زمانͬ تا سͺوت این ͬ شنود. نم هواپیما از توجهͬ قابل صدای دست کم یا صدایی

ͬ شود. م شͺسته سͺوت این آن، از پس و ͬ کند م پیدا ادامه گیرد قرار مخروط درون ناظر و شده

شنیده مهیبی بسیار صدای است، ماخ) (سطح مخروط سطح گذر شاهد ناظر که لحظەای درست

رسیدەاند. هم به یͺباره به که است صوتͬ امواج برهم نهͬ که ͬ شود م

ماخ سطح ۷ .۴

پرنده جسم پشت مخروط ͷی درون فقط صوتͬ امواج ،M > ۱ برای شد داده شرح که آنطور

دید از دهیم. ادامه پرنده همراه ناظر دید از دهید اجازه مساله این بررسͬ برای ͬ شوند. م منتشر

رابطەی اینصورت در است. برقرار W = −Wp سرعت با هوا جریان و ثابت هواپیما ناظر این

ازای به ͬ کند. م مشخص vS = w + cn̂ بصورت ناظر این دید از را موج انتشار راستای ۶ .۴

شͺل مطابق ͬ آید. م بدست رابطه این از انتشار مجاز راستاهای تمام n̂ دلخواه بردار  های تمام

ͬ گیرند. م قرار sinα = ۱/M راس زاویەی نیم با مخروطͬ درون vS تمام ،۴ .۴

در شاره سرعت میدان ،M > ۱ برای و پرنده همراه ناظر دید از که است این نهایی نتیجەی

مخروط درون سرعت میدان ولͬ است w یͺنواخت سرعت میدان ماخ، مخروط خارج ناحیەی

امواج بصورت (که هواپیما از ناشͬ پذیری تراکم اثرات و یͺنواخت سرعت میدان این شامل ماخ

است. شده) گرفته نظر در صوتͬ

میدان از سادەای برهم نهͬ فضا نقاط تمام در سرعت میدان ،M < ۱ برای که کنید توجه

است. صوتͬ امواج بصورت اختلالͬ اثرات و w یͺنواخت

یابد. دست M = ۱٫۲ با سرعتͬ به است قادر دریا سطح در f−۱۴ جنگندەی هواپیمای ͷی

و سرعت این با پرنده این اگر است. α ∼ ۵۶◦ با برابر ماخ مخروط نیم زاویەی شرایط این در

مخروط وارد ناظر شد، دورتر که ۶۰۰m از پس حدودا کند، گذر ناظری سر بالای از ۱kⅿ ارتفاع

کرده صرفنظر پرنده سطح هندسͬ شͺل جزییات از که است حالتͬ برای نتایج این ͬ شود. م ماخ

ͬ کنیم. م بحث هندسͬ شͺل نقش مورد در اندکͬ جلوتر بخش های در باشیم.
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رابطەی از انتشار مجاز راستاهای تمام جسم، همراه ناظر دید از ماخ، مخروط کردن پیدا برای ۴ .۴ شͺل
ͬ تواند م n̂ەیͺی بردار ولͬ است ثابتͬ و شده داده سرعت wبردار آن در که ͬ آید م vSبدست = W+cn̂

را زاویه بیشترین که وقتͬ W + cn̂ بردار انتهای صورت این در کند. اختیار را فضایی راستاهای تمام
sinα = ۱/M رابطەی با ماخ مخروط زاویەی ͬ کند. م مشخص را ماخ سطح هندسͬ مͺان ͬ سازد، م

ͬ شود. م داده

نازک بال ۸ .۴

عدد با شار ش های بودن پذیر تراکم از ناشͬ اثرهای مورد در کیفͬ بصورت قبلͬ قسمت های در

نقش از خوبی ایدەهای ͬ توانیم م ساده بسیار مدل ͷی با کردیم.  صحبت ͷی از بزرگتر ماخ

جریان معرض در صلب و ساکن بال نازک ͷی ،۵ .۴ شͺل مطابق آوریم. بدست هندسͬ شͺل

و متقارن نازک، باله این پایینͬ و بالایی نیمەی بͽیرید. نظر در را w = Wx̂ یͺنواخت فرودی

بدست را بال این مجاورت در ناپذیر تراکم شارش ͬ خواهیم م ͬ شود. م داده y = f(x) تابع با

حالت به شارش میدان ͬ بیند م ساکن را بال که آزمایشͽاه ناظر دید از که است واضح آوریم.

جریان حالت حول پایا حالت در را سامانه این کنندەی توصیف اساسͬ معادلات ͬ رسد.  م پایا

ͬ کنیم: م مختل زیر بصورت یͺنواخت

u = w + δu, P = P۰ + δP, ρ = ρ۰ + δρ, δP = c۲δρ.

نگاه را اول مرتبەی جملات فقط و داده قرار اساسͬ معادلات در را شده معرفͬ اختلال های

ͬ داریم: م

ρ۰W∂xδu = −∇δP, ρ۰∇ · δu = −W∂xδρ, (۷ .۴)

باشد: ثابت باید سرعت چرخش میدان که ͬ بینیم م بͽیریم، کرل اول معادلەی طرفین از اگر

همەجا نتیجه در است، چرخش بدون جریان دور بسیار فواصͬ در چون .∂x(∇ × δu) = ۰
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اسͺالر پتانسیل از سرعت میدان صورت این در ͬ ماند. م چرخش بدون سرعت اختلالͬ میدان

که ͬ بینیم م معادلات در جایͽذاری با ͬ آید. م بدست δu = ∇ϕ = (∂xϕ, ∂yϕ) بصورت

ͬ کند: م صدق زیر معادلەی در پتانسیل

(
−Λ۲∂۲

x + ∂۲
y

)
ϕ(x, y) = ۰, Λ۲ = M ۲ − ۱. (۸ .۴)

حالت دو برای (بال) صلب جسم ͷی مجاورت در تراکم پذیر شارش ͷی میدان خطوط ۵ .۴ شͺل
که داریم فضا در همواری میدان خطوط ،M < ۱ حالت در است. شده رسم M > ۱ و M < ۱
برای ͬ شود. م شبیه ناپذیر تراکم و پایستار شارش میدان خطوط به طولͬ، راستای مقیاس تغییر ͷی با
و درونͬ ناحیه دو به را فضا شدەاند رسم sinα = ۱/M شیب با که ماخ خطوط ،M > ۱ حالت
ͬ دهند. م قرار تاثیر تحت را درونͬ ناحیە ی فقط بال سطح از ناشͬ صوتͬ امواج اثر ͬ کنند. م تقسیم بیرونͬ
خطوط روی فشار و سرعت عمودی مولفەی ناپیوستگͬ دارند. شͺستگͬ ماخ ناحیه مرز در میدان خطوط

ͬ کند. م وارد بال به کششͬ نیروی ماخ،

شدەی مختل میدان  کنیم.  نگاه سرعت مرزی شرط به معادله این پاسخ های بررسͬ از پیش

کند: صدق زیر مرزی شرط در باید سرعت

δu(x→ ∞) = ۰, m · δu(x, y = f(x)) = −m ·w.

سرعت مرزی شرط باشد، نازک خیلͬ بال اگر است. بال سطح بر عمود یͺەی بردار m آن در که

را بال سطح بر عمود بردار که کنید توجه ابتدا ͬ کنیم. م ساده زیر بصورت را بال سطح روی

پس: داریم. m ∼ (−f ′(x), ۱) بصورت

δuy(x, y = f(x)) =Wf ′(x),

و دهیم بسط δuy(x, f(x)) ∼ δuy(x, ۰)+ f(x)δu′y(x, ۰) بصورت را سرعت میدان اگر
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δuy(x, ۰) =Wf ′(x) بصورت  بال سطح روی مرزی شرط داریم، نگاه اول مرتبەی را نتایج

کند: صدق زیر مرزی شرط در باید پتانسیل نتیجه در ͬ شود. م

∂yϕ(x, ۰) =Wf ′(x).

کاملا رفتار های M > ۱ و M < ۱ دوحالت برای معادلەی این .۸ .۴ معادلەی به بازگردیم

دارد. متفاوتͬ

معادلەی ͷی در پتانسیل تابع ،M < ۱ است ͷکوچ ماخ عدد که اول حالت برای

که دارد بال اطراف فضای در همواری پاسخ های معادلە این ͬ کند. م صدق بیضوی دیفرانسیل

را مساله توصیف ساده مشاهدەی ͷی است. بال ͬͽهمسای در میدان خطوط تغییر آن نتیجەی

ͬ رسیم. م لاپلاس معادلەی به ،x → x̄ = x/
√

۱ − M ۲ مقیاس تغییر ͷی با ͬ کند. م ساده

صلب جسم اطراف ناپذیر تراکم پایستار شارش کنندەی توصیف لاپلاس معادلەی که کنید توجه

در ساده مقیاس تغییر ͷی بصورت شارش بودن تراکم پذیر ،ͷکوچ ماخ عدد برای پس است.

نتیجه است، متناسب بال طول با بالابر نیروی که آنجا از مثلا ͬ شود. م دیده بال طولͬ راستای

۱/
√

۱ − M ۲ ضریب اندازەی به را هواپیما بالابر نیروی شارش، بودن پذیر تراکم که ͬ گیریم م

کششͬ نیروی ایجاد باعث شارش پذیری تراکم حالت، این در نداریم انتظار ͬ دهد. م افزایش

شود. طولͬ) راستای در (نیرو

پتانسیل و Λ۲ > ۰ حالت این در بͽیرید. نظر در را M > ۱ بزرگ ماخ عدد حالت اکنون

است: زیر صورت به معادله این پاسخ های ͬ ترین کل ͬ کند. م صدق هذلولوی معادلەی در

ϕ(x, y) = g+(x+ Λy) + g−(x− Λy).

توجه شدەاند. داده نشان قرینەاش و M۱ خطوط با ۵ .۴ شͺل در y(x) = ±Λ−۱x منحنͬ دو

sin(α) = ±M−۱ بصورت و بود شده تعریف قبلا که ماخ زاویەی با خط دو این شیب که کنید

بال سطح نقاط دیͽر و x = y = ۰ نقطەی یعنͬ بال نقطەی جلوترین اگر درواقع ͬ شود. م داده

سرعت با و تولید شده بال سطح از که تراکم پذیری از ناشͬ صوتͬ موج های بͽیریم، نظر در را

معلوم ادامه در ͬ گیرند. م قرار قرینەاش و M۱ خط دو این پشت همواره ͬ شوند، م منتشر صوت

و پذیری تراکم اثرهای ͬ توانند م M۲ و M۱ خط دو بین ناحیەی تنها لحظه، هر در که ͬ شود م
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آن در و نیست  تراکم پذیری اثرهای از متاثر عملا ناحیە این خارج کنند. تجربه را موج انتشار

ناحیه این خارج پتانسیل پس است. فرودی یͺنواخت سرعت با برابر شاره سرعت میدان نواحͬ

داریم انتظار ͬ گیریم. م صفر با برابر بͺاهد مساله کلیت از اینکه بدون را آن و است ثابت مقداری

شͺل در که M۲ و M۱ خطوط (همان ماخ خطوط روی بیرون ناحیەی و درون ناحیەی پتاسیل

را (x, x/Λ) مختصات به جلویی ماخ خط روی نقطه ͷی مثلا باشد. پیوسته شدەاند) مشخص

بͽیرید: نظر در

ϕ(x, x/Λ) = ۰ → g−(۰) + g+(۲x) = ۰,

.g+(x) = ۰ میͽیریم: را آن مشͺلͬ بدون پس باشد x از مستقل باید g+(x) که ͬ شود م نتیجه

داریم:

ϕ(x, y) = g−(x− Λy), g−(۰) = ۰,

آسان رابطه این از انتگرالͽیری .g′−(x) = −W
Λ f

′(x) بال سطح روی مرزی شرط اعمال با

ͬ شود: م زیر بصورت نهایی جواب و است

ϕ(x, y) =

{
−W

Λ f(x− Λy), ۰ < x < L, y > ۰,

−W
Λ f(x+ Λy), ۰ < x < L, y < ۰.

(۹ .۴)

با ͬ شود م برابر پتانسیل مقدار ،(x, (L + x)/Λ) مختصات با M۲ خط روی نقطه ͷی روی

خط روی پیوستگͬ شرط نتیجه در .( f(L) = ۰ کنید توجه ) ϕ = −(W/Λ)f(L) = ۰

است. برقرار هم راست سمت ماخ

طرح شͺل به میانͬ ناحیەی در شارشͬ میدان خطوط که است این بالا محاسبات پیغام اولین

جریان به مربوط نشده مختل میدان خطوط با میدان خطوط خارجͬ ناحیەی در است. بال سطح

مشتق ناپیوستگͬ به شارش پذیری تراکم از ناشͬ مهم نتیجەی دومین است. برابر یͺنواخت

مختصات به ماخ خط روی نقطه ͷی در مثلا ͬ شود. م مربوط ماخ خطوط روی میدان خطوط

ͬ شود: م ناپیوسته زیر میزان به سرعت میدان عمودی مولفەی ،(x, x/Λ)

∆uy = δuy(x, x/Λ) =Wf ′(۰) =
W√

M ۲ − ۱
.

خارجͬ ناحیەی در ͬ کند. م رفتار ناپیوسته ماخ خطوط در نیز فشار سرعت، ناپیوستگͬ بر علاوه
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سرعت ناپیوستگͬ سبب به ماخ ناحیەی درون ولͬ ندارد عمودی مولفەی هیچ سرعت میدان ماخ،

ͬ رود. م بی نهایت به که داریم صوتͬ امواج انرژی از شاری سرعت، عمودی مولفەی وجود و

کششͬ نیروی ͷی بصورت ͬ رود م بی نهایت بە صوتͬ امواج طریق از که انرژی این داریم انتظار

ͬ کند. م ثابت را نیرو این وجود دقیق تر محاسبەی شود. دیده صوت مافوق پرندەی حرکت در

صورت به ͬ شود م کششͬ نیروی باعث صوت مافوق پایستار شارش در تراکم پذیری اثر های

ͬ شود[۱۶]: م داده زیر رابطەی با تقریبی

PD =
۲ρ۰W

۲
√

M ۲ − ۱

∫ L

۰
f ′۲(x)dx.

است. شوک موج از مثالͬ ͬ شود م دیده شارشͬ کمیات در ناپیوستگͬ آن در که ماخ ناحیەی مرز

محاسبات ͬ دهد. م نشان را M = ۱ در تکینگͬ ͷی وجود شد انجام اینجا که تقریبی محاسبات

نشان M = ۱ برای تکینەای غیر و هموار رفتار ͬ شود م انجام بهتری تقریب های با که کامل تر

نیروی در ملاحظەای قابل افزایش دهندەی نشان دست ِکم اینجا، سادەی محاسبات ͬ دهد. م

کششͬ نیروی که است شده ثابت هم عمل در است. M = ۱ در پذیری تراکم از ناشͬ کششͬ

شود. شͺسته صوتͬ دیوار تا است لازم متناهͬ ولͬ زیاد

شوک موج ۹ .۴

است این موضوع است. فراصوت تراکم پذیر جریان های اصلͬ مشخصەی شوک، موج تشͺیل

طول از مستقل امواج این انتشار سرعت و است همراه صوتͬ امواج انتشار با تراکم پذیری که

معرض در ،۶ .۴ شͺل مطابق هواپیما بال یا گوه مثل صلب جسم ͷی چنانچه است. موجشان

ͬ توانند نم جسم سطح از شده منتشر اختلال های و صوتͬ امواج گیرد، قرار فراصوت شارش ͷی

در که کرد تصور را مرزی ͬ توان م همواره نتیجە در شوند. منتشر جریان بالادست راستای در

موج به که است ͷباری ناحیەی ͷی مرز این است. شدە مشخص چین خط  بصورت شͺل ها

متحرک جبەی ͷی بصورت مرز، این شارش، همراه ناظر دید از کنید توجه است. معروف شوک

قالب در که جسم اثرات و نیست جسم اثرات از متاثر مرز، این بالادست سمت ͬ شود. م دیده

شوک موج دست پایین ناحیەی در تنها ͬ کنند، م مختل را فرودی جریان که موجͬ اختلال های

چͽالͬ فشار، سرعت، مانند شارشͬ کمیات در ناپیوستگͬ ͷی شوک موج در است. مشاهده قابل
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کاسته سرعت شوک، دست پایین ناحیەی در ولͬ زیاد سرعت بالادست ناحیەی در داریم. دما و

ͬ یابد. م افرایش چͽالͬ و دما فشار، آن همراه به که ͬ شود م

گوه ͷی اطراف جریان چپ)، همͽرا⁃واگرا(بالا نازل ͷی درون تراکم پذیر شارەی جریان ۶ .۴ شͺل
همراه شوک موج ͷی تشͺیل با ͬ رسد م صوت سرعت به وقتͬ چپ) (پایین صلب بال و راست) (بالا
در سرعت نازل مورد در البته است. شده داده نمایش خط ⁃چین ͷی بصورت شͺل ها در که ͬ شود م
در فراصوتͬ شارش به ͬ توان م هم صوت از کمتر ورودی سرعت با قاعدتا که است نظر مورد گلوگاه
و اختلال ها که است کاغذ برگەی ͷی مرتبەی از مثلا ͬͺباری بسیار ناحیەی شوک موج رسید. گلوگاه
در فقط صوتͬ موج های ͬ رسد. فرودی)نم جریان (سمت آن بالادست ناحیەی به جسم از ناشͬ امواج
شده داده نشان عمودی شوک موج ͷی راست، سمت پایین ͬ شوند. م منتشر شوک موج پشت ناحیەی

است.

ͬ شود. م استفاده موشͷ ها پیشران نیروی تولید برای همͽرا⁃واگرا نازل های در شوک موج از

گلوگاه در که باشد طوری فرودی جریان کنید فرض ببینید. را همͽرا⁃واگرا نازل ۶ .۴ شͺل مطابق

همه و شوند منتشر دست پایین به ͬ تواند نم صوتͬ امواج حالت این در شود. فراصوت شارش

مثلا ͬ کنند. م تولید قوی ایستادەی موج ͷی و شده ترکیب هم با است شوک همان که ناحیەای در

کند. تجربه را بزرگͬ پرش ͬ تواند م ایستاده موج این مͺان در که بͽیرید نظر در را فشار کمیت

است. آرام جریان شوک، این پشت

و عمودی به را شوک فرودی، جریان راستای و شوک موج جبهەی جهت گیری به توجه با

داده نشان عمودی سادەی شوک موج ͷی پایین، قسمت ۶ .۴ شͺل در ͬ کنند. م ͷتفکی مایل

و u۱ و P۱ ،ρ۱ با را شوک بالادست ͬͽهمسای در شارشͬ کمیات کنید فرض است. شده

تکانه جرم، پایستگͬ، قوانین اعمال با دهیم. نشان u۲ و P۲ ،ρ۲ با را دست پایین سمت کمیات
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بصورت را پایستگͬ قوانین آورد. بدست کمیات ناپیوستگͬ میزان برای روابطͬ ͬ توان م انرژی و

بͽیرید: نظر در زیر

ρ۱ = ρ۲u۲,

P۱ + ρ۱u
۲
۱ = P۲ + ρ۲u

۲
۲,

h۱ +
۱
۲
u۲

۱ = h۲ +
۱
۲
u۲

۲. (۱۰ .۴)

ͬ شوند: م زیر بصورت دست پایین کمیات دهید نشان

M ۲
۲ =

(γ − ۱)M ۲
۱ + ۲

۲γM ۲
۱ − (γ − ۱)

,
P۲

P۱
= ۱ +

۲γ
γ + ۱

(M ۲
۱ − ۱),

ρ۲

ρ۱
=

(γ + ۱)M ۲
۱

(γ − ۱)M ۲
۱ + ۲

T۲

T۱
=
p۲ρ۱

p۱ρ۲
, (۱۱ .۴)

داده M۲ = u۲/c و M۱ = u۱/c با ترتیب به دست پایین و بالادست ماخ اعداد آن در که

شدەاند.

ͷهیدرولی پرش

شبیه اثری ͬ شوند، م منتشر هوا، و آب مثلا شاره، دو مشترک مرز در که مرزی امواج انتشار در

که آن چیزی ولͬ ͬ شود م بررسͬ آینده فصول در مرزی امواج انتشار ͬ شود. م دیده شوک موج

برای ͬ شود. م مربوط عمق کم شارەهای در مرزی امواج انتشار سرعت به ͬ کنیم م اشاره آن به

و صوتͬ امواج شبیه خطͬ پاشندگͬ رابطەی با مرزی امواج ،H عمق به شاره نازک لایەي ͷی

در یͺنواخت فرودی جریان ͷی اگر نتیجه در ͬ شوند، م منتشر
√
gH ثابت سرعت با آن پی در

ͬ توانند نم سطحͬ امواج باشد، بیشتر بالا رابطەی از سرعتش که باشیم داشته کم عمق شارەی این

بزرگ ارتفاع با آشفتگͬ ͷی امواج، این برهمنهͬ شوند. منتشر جریان دست پایین راستای در

کف در پدیده این ͬ شود. م گفته ͷهیدرولی پرش آن به و است شوک موج مشابه که ͬ سازد م

شیر از فرودی آب است. مشاهده قابل داریم آب آرام جریان ͷی که وقتͬ ظرفشویی سینک

دور آب ریزش محل از شعاعͬ بصورت که ͬ سازد م سطحͬ جریان ͷی ͬ رسد م سینک به وقتͬ
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میزان در جهش ͷی بصورت ͷهیدرولی پرش باشد، قوی تر  ͬ کم فرودی جریان اگر ͬ شود. م

ͬ شود. م دیده آب فرود نقطەی اطراف ناحیەای در آب عمق

است. مشاهده قابل نیز جاریست شیبدار سطح روی که شارەای نازک لایەی در پدیده این

ͷهیدرولی پرش برای شرایط و است زیاد شیبدار سطح پایین در شارش سرعت گرانش، بخاطر

باشیم امواجͬ شاهد ͬ توانیم م سطح، پایینͬ نقاط در شده ایجاد ͷهیدرولی پرش در مهیاست.

ͬ شوند. م منتشر بالادست سمت به که
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کیمبریج در ۱۸۱۹ سال به بریتانیایی ͬ  دان ریاض و   ͷفیزی استوکس، گابریل جˀرج س˼ر

کرد. کار به شروع کیمبریج دانشͽاه در ریاضͬ پروفسور عنوان به ۱۸۴۹ سال از شد. زاده

ͬ شود م شناخته استوکس قانون نام با امروزه که وشͺسان شارەهای رفتار روی استوکس مطالعات

مقالات دارند. استوکس اشتهار در را سهم بیشترین برداری آنالیز در استوکس قضیەی همین طور و

علاوه است. بوده شارەها اصطͺاک و ناپذیر تراکم شارەهای پایای حرکت روی استوکس آغازین

بوده گذار تاثیر نیز ͷفیزی دیͽر موضوعات پیشرفت در استوکس شارەها، به مربوط مسائل بر

نور، موجͬ نظریەی است. استوکس کارهای از کلمه این ابداع حتͬ و فلورسانس مفهوم است.

از زمین مختلف نقاط روی جاذبه شدت تغییرات بررسͬ و آن مشخصات مطالعەی و اتر وجود

موجود فرانهوفر خطوط که بود شخصͬ اولین استوکس است. استوکس علمͬ فعالیت های دیͽر

امروزە داد. نسبت خورشید خارجͬ لایەی در اتم ها از برخͬ وجود به را خورشید نور طیف در

است. شده نامͽذاری استوکس نام به ͬͺسینماتی وشͺسانͬ ،ⅭGS واحد های سیستم در
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۵
اتلافͬ شارش

ͬ کنیم. م مطالعه را ناپذیر تراکم شارش های در اتلافͬ اثرهای و اصطͺاک مسألەی فصل این در

اتلافͬ اثر های شدت ِ از معیاری ،(η) وشͺسانͬ شد، گفته مختصر صورت به قبلا که همانطور

تانسور برای پدیدەشناختͬ مدلͬ ارائەی و وشͺسانͬ دقیق تر تعریف با اینجا در است. شارەها در

از برخͬ برای را معادله این ͬ آوریم. م بدست را ناویە⁃استوکس معادلەی نیوتنͬ، شارەهای تنش̞

ͬ کنیم. م حل ساده شارش های

وشͺسانͬ ۱ .۵

صفحەی دو بین ناحیەی ،۱ .۵ شͺل مطابق بیاورید. یاد به را موازی صفحەی دو سادەی آزمایش

نیروی اعمال با را دیͽری و ساکن صفحات از ͬͺی است. شدە پر وشͺسان شارەای از موازی

صفحاتAاست. اندازەی و d دوصفحه بین فاصلەی ͬ آوریم. در م حرکت به F ثابتِ و خارجͬ

ͬ  توان م لبەای اثر های از که ،(A >> d۲)بزرگ خیلͬ صفحات برای که است داده نشان آزمایش

V/d با خطͬ بصورت سطح واحد بر نیرو اندازەی شارەها، از بزرگͬ دستەی برای و کرد صرفنظر

ͬ کنیم: م بیان زیر ریاضͬ رابطەی با را آزمایش این نتیجەی است. متناسب
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FV

y
z

d

ͬ شود. م استفاده شارەها وشͺسانͬ تعیین برای موازی صفحەی دو آزمایش از ۱ .۵ شͺل

F

A
= η

V

d
, (۱ .۵)

صفحەی مجاورت در شاره شارش سرعت است. شاره وشͺسانͬ ،η تناسب ضریب آن در که

برابر پایینͬ ساکن صفحەی مجاورت در شاره سرعت و صفحه آن حرکت سرعت با برابر بالایی

دهیم: قرار ͬ توانیم م باشد ͷکوچ خیلͬ صفحه دو بین فاصلەی اگر پس است. صفر با

V − ۰
d

=
∂uy
∂z

,

که است تنش تانسور برشͬ مؤلفە های از ͬͺی واقع در F/A بالا، شͺل̞ به توجه با دیͽر طرف از

ͬ کنیم: م بازنویسͬ زیر صورت به را ۱ .۵ رابطەی دیͽر بەبیان ͬ شود. م داده نشان σyz با

σyz = η
∂uy
∂z

. (۲ .۵)

بر است، ͷنزدی بالایی صفحەی به که شارش از نقاطͬ در تنش مقدار تجربی، قانون این مطابق

قانون از استفاده با است. شده نوشتە است سطح موازی که سرعت از مؤلفە  ای گرادیان حسب

البته مقدار، همین با برابر نیز را پایینͬ صفحەی مجاورت در شاره برشͬ تنش مقدار نیوتن، سوم

شارەهای به ͬ کنند م پیروی تجربی قانون این از که شارەهایی ͬ آوریم. م بدست عکس، جهت در

نیست. سرراست هستند، نیوتنͬ شارەهایی چە که پرسش این پاسخ هستند. معروف نیوتنͬ

محدودەی در آب مثال، عنوان به دارد. بستگͬ آزمایش شرایط به نبودن، یا بودن نیوتنͬ زیرا

دارد نیوتنͬ رفتار ͬ ها) ماه اطراف شارش جریان، لولەهای در (حرکت روزمره شرایط از وسیعͬ

ͷی نیوتنͬ رفتار تعیین در اصلͬ موضوع ندارند. نیوتنͬ رفتاری خون و سلول درون ِ آب ولͬ
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پاسخ اگر است. آن به شارە مولͺول های زمانͬ پاسخ و خاص آزمایش̞ آن انجام سرعت شارش ،

رفتار آزمایش آن شرایط در نظر مورد شارەی باشد، آنͬ و سریع خیلͬ شاره مولͺول های زمانͬ

ͬ شود. م بررسͬ دقیق  و مفصل بەصورت نانیوتنͬ شارش های فصل در موضوع این دارد. نیوتنͬ

نیوتنͬ، شارەهای تنش تانسور برای پدیدەشناختͬ رابطەی ͷی ͬ خواهیم م فصل این ادامەی در

کنیم. ارائه نتیجەی بالا، با سازگار شارەهای

تنش تانسور

بین که درونͬ نیرو های از دقیقͬ اطلاعات باید حتما ً ً ً ً شارەها، حرکت معادلات ارائەی برای

ͬ کنیم، م استفاده آن از ما که پیوسته محیط های نگاه در باشیم. داشته دردست ͬ کنند م اثر مولͺولها

مورد در کافͬ اطلاعاتͬ پس ͬ شود. م گنجانده تنش تانسور در نیرو ها تمام به مربوط اطلاعات

پدیدەشناختͬ، و ریزمقیاس رهیافت هایِ ͬ رساند. م شاره حرکت معادلات به را ما تنش، تانسور

از مقیاس، ریز روش در هستند. تنش تانسور اطلاعات آوردن بدست برای اساسͬ روش دو

مولͺولها بین فاصلەی و فضایی پیͺربندی به آنها وابستگͬ مولͺولͬ، بین نیروهای دقیق شͺل

دارند، قرار نقطە هر مجاورت در که مولͺولهایی روی نیروها گیریِ متوسط با ͬ شود. م استفاده

بر مبتنͬ رهیافت ͬ رسیم. م پیوسته سامانەی حد در تنش تانسور برای مقیاس ریز روابطͬ به

مطالعات مبنای بر که سادەتری روش های از ما نیست. کتاب این موضوع ریزمقیاس، روش های

ͬ کنیم. م استفاده هستند، پدیدەشناختͬ

صفحات با ͬ توانیم م را موازی دوصفحەی آزمایش بͽیرید. نظر در را نیوتنͬ شارەی ͷی

دلخواه، نقطەی هر در دیͽر طرف از دهیم. انجام شاره نقاط تمامͬ در ͷکوچ خیلͬ آزمون

همسانگرد، شارەهای برای ͬ دهیم. م قرار مختلف اصلͬ راستاهای در را موازی آزمون صفحات

ͬ توانیم م روش این با شود. ͬͺی صفحات انتخابی راستاهای تمام برای نتیجه که داریم انتظار

ͬ آید، م بدست آزمایش این از که فوری نتیجەی آوریم. بدست را تنش تانسور مختلف مؤلفە های

است. نقطه آن در سرعت مشتقات مختلف مؤلفە های به تنش تانسور مؤلفە های خطͬ وابستگͬ

که کلͬ شارش ͷی برای را ۲ .۵ رابطەی ͬ شود م چطور ͬ شود. م نتیجه ۲ .۵ رابطەی از موضوع این

تانسور بودن متقارن و شاره بودن همسانگرد داد؟ تعمیم دارد، مؤلفە  مختلف راستاهای تمام در
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سرعت مشتقات و تنش تانسور بین خطͬ کل̞ͬ رابطەی ͷی ارائەی برای اساسͬ قید دو تنش،

بͽیرید: نظر در را تنش تانسور مؤلفە های برای زیر بصورت رابطە ای است.

σij = −Pδij + η

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, (۳ .۵)

با ادامه در .۱ ͬ کند م مربوط شاره سرعت میدان به را تنش تانسور پدیدەشناختͬ، رابطەی این

از قبل دهید اجازه ͬ آوریم. م بدست را شاره حرکت معادلات اساسͬ، رابطەی این از استفاده

شاره بودن همسانگرد رابطە، این در کنیم. بحث آن مورد در بیشتر کمͬ رابطه، این از استفاده

دهیم، انجام مختلف راستاهای در را موازی صفحەی دو آزمایش  اگر است. شده گرفته نظر در

رابطەی تقارن، و همسانگردی بر علاوه ͬ آید. م بدست ،۲ .۵ شͺل به رابطەای راستا هر در

مختلف مؤلفە های تبدیل مطالعەی با واقع در دارد. نیز تانسوری خاصیت بالا، پدیدەشناختͬ

اسͺالر میدان کنیم. تحقیق ͬ توانیم م را بودن تانسور شرط ͬ توانیم م مختصات، دوران تحت

است. شاره درون فشار میدان ،P (x)

ناویە⁃استوکس معادلەی

مͺعب ͷکوچ قطعەی آوریم، بدست را ناپذیر تراکم شارش  ͷی بر حاکم معادلات اینکه برای

آن  مرکز و d با برابر را مͺعب اضلاع اندازە ی ،۲ .۵ شͺل مطابق بͽیرید. نظر در را شاره از شͺل

به شͺل مͺعب ناحیەی این خارج شارەی ͬ گیریم. م نظر در (x, y, z) مختصات به نقطەای در را

کوتاەبرد بسیار دارند، مولͺولͬ بین منشا که نیروها این ͬ کند. م وارد نیرو ناحیه این درون شارەی

دو مرزی سطح در فقط که بͽیریم نظر در نیروهایی شͺل به ͬ توانیم م را نیروها این هستند.

مختلف مؤلفە های حسب بر ͬ توانیم م را مͺعب این وجوه بر وارد نیروهای ͬ کنند. م اثر ناحیه

بررسͬ را مͺعب این درون شارەی بر وارد نیر وهای x̂ مؤلفە ی شͺل، در کنیم. بیان تنش تانسور

است: زیر بصورت x̂ راستای در مͺعب بر وارد کل نیروی کردەایم.

Fx = d۲ × [σxx(x+
d

۲
, y, z)− σxx(x− d

۲
, y, z) + σxy(x, y +

d

۲
, z)

باید تقارنͬ، ملاحظات به بنا و تراکم پذیر شارش های برای است. درست ناپذیر تراکم شارش های برای این رابطه ۱

است وشͺسانͬ دوم ضریب ،η′ شود. افزوده تنش تانسور پدیدەشناختͬ رابطەی به ،η′(∇·u)δij بەصورت عبارتͬ
دارد[۱]. ارتباط پذیر تراکم شارش های شدن متراکم فرآیند در انرژی اتلاف مقدار به و
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x

y

xx
s(x+d/2,y,z)

xys(x,y+d/2,z)

xx
s (x-d/2,y,z)

xy
s (x,y-d/2,z)

xz
s (x,y,z+d/2)

شارەی بر وارد نیروهای x̂ مؤلفە ی بͽیرید. نظر در را شاره از d اضلاع با ͷکوچ مͺعب ͷی ۲ .۵ شͺل
شدەاند. داده نشان شͺل در ͬ شوند، م وارد آن وجوه طریق از که مͺعب، این درون

− σxy(x, y −
d

۲
, z) + σxz(x, y, z +

d

۲
)− σxz(x, y, z −

d

۲
)]. (۴ .۵)

تنش تانسور پدیدەشناختͬ شͺل جانشانͬ با ͬ دهیم. م ادامه ناپذیر تراکم شارش های برای را بحث

ساده شدەای شͺل بالا، نیروی ناپذیر، تراکم شارش های برای پیوستگͬ معادلەی از استفاده و

شارەهای برای پیوستگͬ معادلەی که کنید دقت داشت. خواهد اویلری سرعت میدان حسب بر

تیلور بسط از استفاده با و ͷکوچ dهای برای است. ∇ · u(x) = ۰ صورت به ناپذیر تراکم

ͬ آوریم: م بەدست

Fx = d۳ ×
(
− ∂

∂x
P + η∇۲ux

)
, (۵ .۵)

مؤلفە های مراحل، همین تکرار با است. لاپلاسͬ عملͽر ،∇۲ = ∂۲

∂x۲ +
∂۲

∂y۲ +
∂۲

∂z۲ آن در که

است: زیر شͺل به نهایی نتیجەی ͬ آوریم. م بدست را نیرو دیͽر

F = d۳ ×
(
−∇P + η∇۲u

)
. (۶ .۵)

شاره ͷکوچ حجم ͷی بر وارد نیروهای آوریم. بدست را شاره حرکت معادلەی ͬ توانیم م اکنون

باشد: برابر شاره عنصرِ این شتاب با باید

ρ

(
∂

∂t
+ u · ∇

)
u = −∇P + η∇۲u+ f(x). (۷ .۵)
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که است خارجͬ نیروی f(x) است. نیوتنͬ شارەهای تحول برای ناویە⁃استوکس معادلەی این

ثابت و خارجͬ نیروی با ͬ توانیم م را گرانش اثر مثال عنوان به ͬ شود. م وارد شاره حجم واحد بر

بͽیریم. نظر در f(x) = ρg

متناسب جملەی اویلری، شارەهای با وشͺسان شارەهای معادلەی تفاوت که ͬ کنید م مشاهده

بͽیرید: نظر در ناپذیر تراکم شارەهای برای را زیرا اتحاد است. وشͺسانͬ با

∇۲u = −∇×∇× u,

واقع در هست. شارش  تاو و وشͺسانͬ بین مستقیمͬ و ͷنزدی بسیار ارتباط رابطە، این مطابق

آب چرخان سطل مسألەی ͬ کنند. م پیدا نمود شاره در موضعͬ چرخش صورت بە اتلافͬ اثر های

چرخش انتقال برای راهͬ هیچ اویلری شارەهای برای که شد اشاره آنجا در بیاورید. یاد به را

اتلاف همواره عمل در البته ͬ چرخد. نم آن درون آب سطل، چرخاندن با و نیست شاره به سطل

بصورت را خود وشͺسانͬ سطل دیوارەی  ͬ ͺنزدی در ͬͺکوچ بسیار لایەی در واقع در دارد. وجود

را سطل حرکت نهایت در مرزی لایەی در موضعͬ چرخش این ͬ دهد. م نشان موضعͬ چرخش

با ناویە⁃استوکس معادلەی باید مرزی، لایەی این ͷدینامی مطالعەی برای ͬ دهد. م انتقال آب به

شود. بررسͬ دقت

برخͬ در وشͺسانͬ جملەی که ͬ شود م دیده سهولت به ناویە⁃استوکس، معادلەی در دقت با

وشͺسانͬ جملەی ،∇ × u = ۰ باشد: تاو بدون شارش اگر است. بی اثر خاص حالات

نمود اتلافͬ اثر های هم باز باشد ثابت ∇× u ولͬ باشیم داشته چرخش اگر است. بی اهمیت

پتانسیل ͷی از چرخش میدان یعنͬ ،∇× u = ∇ϕ که است حالتͬ دیͽر مورد ͬ کنند. نم پیدا

است. تاثیر بی وشͺسانͬ هم باز صورت این در آید، بدست اسͺالر

مرزی شرایط

بصورت ناویە⁃استوکس و پیوستگͬ معادلات باید شارش، ͷی زمانͬ تحول مطالعەی برای

جواب مسأله، هر مناسب مرزی شرایط همراه به معادلات این هم زمان حل شوند. حل همزمان

نوع دو کلͬ حالت در ͬ دهد. م دست به مسأله آن شارشͬ میدان و فشار میدان برای را یͺتایی

با وشͺسان شارەی مرز به مربوط مرزی شرط از عبارتند کلͬ حالت دو این داریم. مرزی شرط
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شاره مشترک مرز در مختلف. شاره دو مشترک مرز در مرزی شرایط همچنین و جامد سطوح

مطابق ͬ شود. م گرفته نظر در لغزش بدون شرط بصورت عموما مرزی شرط صلب، سطوح با

سرعت همواره که است بصورتͬ صلب سطوح کنار در شاره حرکت لغزش، بدون مرزی شرط

سطح: سرعت با است برابر سطح روی درست سطح) بر مماس و عمود (مؤلفە های شاره

u(x)|x∈ S = V. (۸ .۵)

داشتیم. سطح بر عمود مؤلفە ی برای فقط را بالا شرط اویلری شارەهای برای که کنید دقت

مسائل از ͬ شوند، م انجام ریزشارش شرایط در که آزمایش هایی برای مرزی شرط این صحت

. [۳۲] است چالشͬ

کنار در شوند مخلوط هم با اینکه بدون مختلف شارەی دو مرزی، شرایط دوم دسته مورد در

به مشترک فصل بر وارد نیروی مختلف مؤلفە های ِ ͬ پیوستگ صورت این در ͬ کنند. م حرکت هم

ͬ شود. م گرفته نظر در مرزی شرط عنوان

دکارتͬ دستگاه

برداری معادلەی این است. ناویه⁃استوکس معادلەی دستگاه˼ از مستقل شͺل ،۷ .۵ رابطەی

دستگاه در است. سرعت مؤلفە های برای شده جفت دیفرانسیل معادلەی سه از مجموعەای

صورت این در ͬ گیریم. م نظر در u = (ux, uy, uz) بصورت را سرعت مؤلفە های دکارتͬ

ͬ شوند: م زیر صورت به معادلات

∂ux
∂t

+ ux
∂ux
∂x

+ uy
∂ux
∂y

+ uz
∂ux
∂z

= −۱
ρ

∂P

∂x
+
η

ρ

(
∂۲

∂x۲ +
∂۲

∂y۲ +
∂۲

∂z۲

)
ux,

∂uy
∂t

+ ux
∂uy
∂x

+ uy
∂uy
∂y

+ uz
∂uy
∂z

= −۱
ρ

∂P

∂y
+
η

ρ

(
∂۲

∂x۲ +
∂۲

∂y۲ +
∂۲

∂z۲

)
uy,

∂uz
∂t

+ ux
∂uz
∂x

+ uy
∂uz
∂y

+ uz
∂uz
∂z

= −۱
ρ

∂P

∂z
+
η

ρ

(
∂۲

∂x۲ +
∂۲

∂y۲ +
∂۲

∂z۲

)
uz,

است: زیر صورت به نیز پیوستگͬ معادلەی و

∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

+
∂uz
∂z

= ۰.
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استوانەای دستگاه

دارد. بهتری کارآیی استوانەای مختصات دستگاه لولەها، درون شارش  مطالعەی برای معمولا

در بͽیرید. نظر در u = urr̂ + uϕϕ̂ + uz ẑ بصورت استوانەای دستگاه در را سرعت میدان

ͬ آیند: م در زیر بصورت ناویە⁃استوکس معادلات صورت این

∂ur
∂t

+ ur
∂ur
∂r

+
uϕ
r

∂ur
∂ϕ

+ uz
∂ur
∂z

−
u۲
ϕ

r

= −۱
ρ

∂P

∂r
+
η

ρ

(
∂۲ur
∂r۲ +

۱
r۲
∂۲ur
∂ϕ۲ +

∂۲ur
∂z۲ +

۱
r

∂ur
∂r

− ۲
r۲

∂uϕ
∂ϕ

− ur
r۲

)
,

∂uϕ
∂t

+ ur
∂uϕ
∂r

+
uϕ
r

∂uϕ
∂ϕ

+ uz
∂uϕ
∂z

−
uruϕ
r

= − ۱
ρr

∂P

∂ϕ
+
η

ρ

(
∂۲uϕ
∂r۲ +

۱
r۲

∂۲uϕ
∂ϕ۲ +

∂۲uϕ
∂z۲ +

۱
r

∂uϕ
∂r

+
۲
r۲
∂ur
∂ϕ

−
uϕ
r۲

)
,

∂uz
∂t

+ ur
∂uz
∂r

+
uϕ
r

∂uz
∂ϕ

+ uz
∂uz
∂z

= − ۱
ρr

∂P

∂z
+
η

ρ

(
∂۲uz
∂r۲ +

۱
r۲
∂۲uz
∂ϕ۲ +

∂۲uz
∂z۲ +

۱
r

∂uz
∂r

)
,

است: زیر بصورت پیوستگͬ معادلەی و

∂ur
∂r

+
ur
r

+
۱
r

∂uϕ
∂ϕ

+
∂uz
∂z

= ۰.

لایەای جریان ۲ .۵

هم از d فاصلەی به که موازی صفحەی دو بین جریان ͬ خواهیم م مثال سادەترین و اولین عنوان به

ثابت سرعت با دیͽری و است ثابت صفحات از ͬͺی کنید فرض کنیم. مطالعه را شدەاند واقع

حرکت بر علاوه ͬ شود. م برقرار دوصفحه بین شارەی در جریانͬ صورت این در ͬ کند. م حرکت

۳ .۵ شͺل به توجه با باشد. جریان تولید منشأ ͬ تواند م نیز خارجͬ فشار اختلاف صفحات، نسبی

مؤلفە ی صفحات موازی راستای در تنها جریان پایا حالت در شده، انتخاب مختصات دستگاه و

پس: شدەاند. واقع y = ±d
۲ نقاط در صفحات دارد. صفر غیر

u = u(x, y, z)x̂
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پیوستگͬ معادلەی اعمال با دیͽر طرف از ندارد. بستگͬ z به تقارن خاطر به u(x, y, z) تابع البته

u(y) تابع جستجوی در واقع در ندارد. بستگͬ نیز x به سرعت میدان که ͬ بینیم م ،∇ · u = ۰

حالت در ͬ دهیم. م قرار ناویه⁃استوکس معادلەی در را سرعت میدان برای بالا حدس هستیم.

که: است این ͬ گیریم م که نتیجەای اولین گرانش، از کردن صرفنظر با و پایا

∂

∂x
P = .ثابت

در ͬ شود. م تولید خارجͬ عامل توسط که است طول واحد در فشار اختلاف ثابت عدد این

ͬ گیریم: م نظر در زیر بصورت را ثابت عدد این محاسبات ادامەی

∂

∂x
P =

∆P

∆L
.

ͬ رسم: م زیر دیفرانسیل معادلەی به پایا حالت در

−∆P

∆L
+ η

∂۲u

∂y۲ = ρ
∂

∂t
u = ۰, (۹ .۵)

، موازی صفحەی دو مسألەی در ͬ یابیم. م را معادله این جواب مرزی، شرایط اعمال با اکنون

y

x d

شاره جریان صفحە، دو نسبی حرکت یا صفحات موازی راستای در فشار اختلاف ایجاد با ۳ .۵ شͺل
ͬ شود. م برقرار صفحه دو بین

شارش ͬ تواند م نیز فشار شیب ͬ شوند، م شاره شارش̞ باعث که صفحه دو نسبی حرکت بر علاوه

بین که جریانͬ پمپ مثلا́ خارجͬ، عامل ͷی توسط (∆P/∆L ) فشار شیب این کند. تولید

مطابق که بͽیرید نظر در را حالتͬ ابتدا ͬ شود. م تولید است شده واقع بی نهایت در و صفحه دو

پمپ) ͷی از فشار(ناشͬ شیب حضور واسطەی به فقط جریان و ساکن صفحات ،۳ .۵ شͺل
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اتلافͬ شارش ۵ ۱۱۸

ͬ شود: م زیر بەصورت سرعت میدان شود. تولید

u(y) =
۱

۲η
(
∆P

∆L
) (y۲ − d۲/۴). (۱۰ .۵)

خاطر به جریان است، صفر فشار شیب و ندارد وجود پمپی ،۴ .۵ شͺل مطابق که زمانͬ برای

سرعت با بالایی صفحەی و ساکن پائینͬ صفحەی کنید فرض ͬ شود. م تولید صفحات حرکت

ͬ شود: م زیر صورت بە سرعت میدان مرزی، شرابط اعمال با کند. حرکت V ثابت

u(y) = V (y/d+ ۱/۲). (۱۱ .۵)

سرعت میدان دارد، وجود صفحات نسبی حرکت همراه به فشار شیب که ترکیبی مسألەی برای

ͬ شود: م زیر شͺل به

u(y) =
۱

۲η
(
∆P

∆L
) (y۲ − d۲/۴) + U (y/d+ ۱/۲). (۱۲ .۵)

را صفحات بر وارد نیروی آنجا از و تنش تانسور ͬ توانیم م سرعت میدان داشتن دست در با

با: است برابر پایینͬ صفحەی بر وارد نیروی کنیم. محاسبه

FDx =

∫
dxdzσxy(y = −d/۲) = A(−۱

۲
d
∆P

∆L
+ η

U

d
)x̂, (۱۳ .۵)

برابر بالایی صفحەی بر وارد نیروی مشابه روش به است. صفحات سطح اندازەی A آن در که

با: ͬ شود م

FUx =

∫
dxdzσxy(y = d/۲) = A(−۱

۲
d
∆P

∆L
− η

U

d
)x̂. (۱۴ .۵)

حرکت از ناشͬ قسمت است. قسمت دو دارای ͬ شود م وارد صفحات به شاره طرف از که نیرویی

سوم قانون با صفحات حرکت از ناشͬ قسمت جریان. منبع از ناشͬ سهم و صفحه دو نسبی

ͬ کنند. م اثر صفحه دو هر به یͺسان بصورت جریان پمپ از ناشͬ نیروی و دارد مطابقت نیوتن

به فشار اختلاف از ناشͬ جریان و کوئت شارش به دوصفحە نسبی حرکت از ناشͬ جریان

است. شده داده نشان ۴ .۵ شͺل در کوئت شارش هستند. موسوم پوآزوی شارش
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۱۱۹ لایەای جریان ۲ .۵

y

x d
V

کرد. برقرار را شاره جریان صفحه دو بین ͬ توان م هم صفحات از ͬͺی دادن حرکت با ۴ .۵ شͺل

پوآزوی شارش برای ͬ گذرد، م سطح واحد از زمان واحد در که شاره از حجمͬ شارش، نرخ

با: ͬ شود م برابر

Q =
۱
ld

∫ l/۲

−l/۲
dz

∫ d/۲

−d/۲
dyu(y) = −∆P

∆L

d۲

۱۲η
.

ͷکوچ صفحات بین فاصلەی اگر است. صفحات بین فاصلەی دوم توان با متناسب شارش نرخ

در است. لایەای شارش های اصلͬ مشخصەی این ͬ شود. م کوچͺتر بسیار نیز شارش نرخ شود،

ͬ شوند. نم پخش ذرات و ͬ شود م انجام لایەای بصورت شاره ذرات حرکت لایەای، شارش های

شیبدار سطح روی شارش

به شاره ͷی از نازکͬ لایەی بͽیرید. نظر در را θ زاویەی با شیبدار سطح ͷی ،۵ .۵ شͺل مطابق

شارشͬ میدان جزئیات بررسͬ برای است. جاری سطح این روی وزن نیروی سبب به dضخامت

مختصات دستگاه سهولت، برای ͬ پردازیم. م ناویه⁃استوکس معادلەی حل به شیبدار سطح روی

y

x

d
q

است. جاری شیبدار سطح روی شاره از نازکͬ لایەی ۵ .۵ شͺل
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تنها سرعت میدان پایا، شارش شرایط در و تقارن بنابه بͽیرید. نظر در ،۵ .۵ شͺل مطابق را

کلͬ ، ∇ · u = ∂
∂xux = ۰ پیوستگͬ معادلەی به باتوجه حالا دارد. x̂ راستای در مؤلفە ای

است: زیر بصورت سرعت میدان جواب ترین

u = ux(y)x̂. (۱۵ .۵)

صورت به شده انتخاب مختصات دستگاه در است، حرکت اصلͬ عامل که گرانشͬ میدان بردار

است: زیر

g = g(sin θ,− cos θ, ۰). (۱۶ .۵)

بͽیرید: نظر در را پایا حالت در ناویه⁃استوکس معادلەی

ρ(u · ∇)u = −∇P + ρg + η∇۲u, (۱۷ .۵)

ناویه⁃استوکس، معادلەی چپ سمت جملەی که ͬ بینیم م سرعت میدان کلͬ شͺل دادن قرار با

ندارد: شاره حرکت در سهمͬ

(u · ∇)u = ux
∂

∂x
ux = ۰,

از: عبارتند استوکس ناویه معادلەی مؤلفە ی سه صورت این در

− ∂

∂x
P + ρg sin θ + η

d۲

dy۲ux = ۰, − ∂

∂y
P − ρg cos θ = ۰, − ∂

∂z
P = ۰.

ͬ دهد: م بدست زیر بصورت را فشار میدان بالا، معادلات از آخر معادلەی دو حل

P = P۱(x)− ρgy cos θ. (۱۸ .۵)

مختلف نقاط در هوا فشار تغییرات از اگر باشد. پیوسته باید فشار هوا، و شاره مشترک مرز در

هوا فشار ،P۰ آن در که بود خواهد P (x, y = d) = P۰ بصورت مرزی شرط کنیم، صرفنظر

داریم: پس ندارد. بستگͬ x به شاره سطح در فشار واقع در است. ثابت و

P = P۰ − ρg cos θ(y − d). (۱۹ .۵)
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۱۲۱ لایەای جریان ۲ .۵

ͬ گردیم: م باز استوکس ناویه معادلەی به سرعت میدان x مؤلفە ی آوردن بدست برای حالا

η
d۲

dy۲ux = −ρg sin θ, (۲۰ .۵)

است: زیر کلͬ جواب دارای که

ux = −۱
۲
ρg

η
y۲ sin θ + ay + b,

بصورت اول مرزی شرط ͬ آیند. م بدست مرزی شرایط اعمال با ، b و a ثابت های که

ux(y = ۰) = ۰,

آنجا از ͬ آید. م بدست هوا و شاره مشترک فصل در برشͬ نیروهای پیوستگͬ از دوم مرزی شرط و

وارد شاره به ملاحظەای قابل برشͬ نیروی ͬ تواند نم هوا پس است ناچیز بسیار هوا وشͺسانͬ که

را مشترک فصل در تنش تانسور برشͬ مؤلفە ی دوم، مرزی شرط عنوان به صورت این در کند.

ͬ گیریم: م صفر با برابر

σxy(y = d) = ۰.

داریم: شرایط این گرفتن نظر در با

ux(y) =
۱
۲
ρg sin θ

η
y(۲d− y). (۲۱ .۵)

به نیرویی شارش این آیا است. شیبدار سطح از h = d/۲ ارتفاع در سرعت مقدار بیشترین

در را تنش تانسور دهید اجازه سطح بر وارد نیروی محاسبەی برای ͬ کند؟ م وارد شیبدار سطح

کنیم: محاسبه y = ۰ نقطەی

σyy(y = ۰) = −P۰ − ρgd cos θ,

σxy(y = ۰) = ρgd sin θ.

ͬ شود: م محاسبه تنش تانسور از زیر بصورت سطح بر وارد نیروی

F =

∫
σ · ds = x̂

∫
σxyŷ · ds+ ŷ

∫
σyyŷ · ds.
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ͬ آید: م بدست زیر بصورت کل نیروی محاسبه اندکͬ با

F/A = (ρgd sin θ)x̂− (P۰ + ρgd cos θ)ŷ,

فشار نیروی بر علاوه اکنون که کنید دقت است. شیبدار سطح̧ مساحت اندازەی A آن در که

است. شده اضافه نیز وشͺسانͬ از ناشͬ اضافͬ نیروی هوا، فشار و شاره وزن از ناشͬ

لرزان صفحەی کنار شارش ۳ .۵

شارەی ͷی با آن بالای ناحیەی که بͽیرید نظر در را نامتناهͬ افقͬ صفحەی ͷی ،۶ .۵ شͺل مطابق

ͬ داریم. وام لرزه به خودش بر مماس راستای در را صفحە این اکنون است. شده پر وشͺسان

صفحه به نزدیͺتر نواحͬ در شاره در شده تولید جریان ͬ شود. م منتقل شاره به صفحه حرکت

شاره داخل حرکت نفوذ عمق برای معیاری که مشخصەای طول آیا ͬ شود. م احساس بیشتر خیلͬ

اجازه مناسب، پاسخͬ یافتن برای دارد؟ بستگͬ عواملͬ چه به نفوذ عمق این دارد؟ وجود باشد،

را صفحه بر عمود راستای کنیم. بررسͬ دقیق تر را لرزان صفحەی روی شارش مسألەی دهید

صورت به را صفحە مماسͬ حرکت ͬ دهیم. م نشان x با را صفحه مماسͬ حرکت راستای و z

سرعت میدان که ͬ گیریم م نتیجە مسأله در موجود تقارن های از ͬ گیریم. م نظر در A sin(Ωt)

دقت ͬ نویسیم. م u = (u(z, t), ۰, ۰) بصورت را سرعت پس دارد. x مؤلفە ی تنها شاره

تراکم ناپذیری شرط از نکته این نیست. وابسته x به سرعت، صفر غیر مؤلفە ی تنها این که کنید

روابط به ناویە⁃استوکس، معادلەی در سرعت میدان جایͽذاری با است. آمده بەدست سرعت

ͬ رسیم: م زیر

ρ
∂

∂t
u = − ∂

∂x
P + η

∂۲

∂z۲u,

۰ = − ∂

∂z
P − ρg. (۲۲ .۵)

متناسب و ایستا حالت همانند عمودی، محور راستای در فشار دارد، سادەای پیغام دوم، رابطەی

ͬ کند: م تغییر وزن نیروی با

P = P۱(x, t)− ρgz.
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۱۲۳ لرزان صفحەی کنار شارش ۳ .۵

صاف سطح ͷی بالا، در مایع آزاد سطح کنیم فرض اگر ͬ کند؟ م تغییر مماسͬ راستای در فشار آیا

وابسته (x) مماسͬ مؤلفە ی به یقیناً فشار ارتفاع این در صورت این در باشد، هوا با تماس در و

پس نیست.
∂

∂x
P =

∂

∂x
P۱ = ۰.

ͬ کنیم: م استفاده زیر شͺل به فوریه تبدیل از سرعت، میدان صریح شͺل یافتن برای اکنون

z

WAsin(  t)

x

فرکانس و دامنه ͬ کند. م نوسان x محور راستای در z = ۰ در واقع افقͬ و صلب صفحەی ۶ .۵ شͺل
شدەاند. مشخص Ω و A با نوسان

u(z, t) =

∫ ∞

−∞

dω

۲π
uω(z)e

−iωt, (۲۳ .۵)

ناویە⁃استوکس، معادلات از آمده بەدست معادلەی در سرعت میدان فوریەی تبدیل جایͽذاری با

ͬ رسیم: م زیر رابطەی به

∂۲

∂z۲uω(z) = −iωρ
η
uω(z), (۲۴ .۵)

است: زیر شͺل به دیفرانسیل معادلەی این جواب ͬ ترین کل

uω(z) = αe(i−۱)k(ω)z + βe−(i−۱)k(ω)z, (۲۵ .۵)

این ثابت های .
√
i = (

√
۲/۲)(i + ۱) که: کنید دقت البته و k(ω) =

√
ωρ/۲η آن در که

دور بسیار و بالا در مایع آزاد سطح که کنیم فرض اگر ͬ آیند. م بدست مرزی شرایط با معادله
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به شرطͬ صفحه روی دیͽر طرف از ͬ آید. م دست به β = ۰ شرط سهولت به باشد، صفحه از

داریم: زیر صورت

u(z = ۰, t) = AΩcos(Ωt) =
AΩ

۲
(eiΩt + e−iΩt),

و کرده استفاده
∫
dωeiω(t−t

′) = ۲πδ(t− t′) انتگرالͬ اتحاد از مرزی شرط این اعمال برای

ͬ  آوریم: م دست بە

α =
AΩ

۲
[δ(Ω− ω) + δ(Ω + ω)],

ͬ آید: م بەدست سرعت میدان فوریه، تبدیل رابطەی در نتیجه این جایͽذاری با

u(z, t) = AΩe−z/δ [cos(z/δ − Ωt)] , (۲۶ .۵)

درون نفوذ عمق که است مشخصەای طول δ واقع در .δ = (۱/k(Ω)) =
√

۲η/Ωρ آن در که

از فواصلͬ در حرکت  این ولͬ ͬ دارد وا م حرکت به نیز را شاره صفحه، لرزشͬ حرکت است. شاره

ناشͬ آشفتگͬ میرائͬ، عامل بر علاوه است. مشاهده قابل است، نفوذ عمق مرتبەی از که صفحه

است. مشاهده قابل ͬ شود، م منتشر ẑ راستای در که روندەای موج بصورت صفحه لرزش از

دهید اجازه عددی، مقادیر تخمین برای است. وابسته صفحه لرزشͬ فرکانس به نفوذ عمق

η = ۱۰−۳Pa.s آب برای کنیم. بررسͬ را ͬ شود م منتشر آب در که ۱۰۰Hz فرکانس با لرزشͬ

با لرزش  ͬ آید. م دست به δ = ۰٫۱mm با برابر نفوذ عمق پس است. ρ = ۱۰۳kg/m۳ و

ͬ کند. م نفوذ کمتری عمق  در نتیجه در و دارد انتشار برای کمتری فرصت بیشتر، فرکانس

استوکس معادلەی ۴ .۵

صرفنظر آن مقابل در  ͬ لخت اثرات از ͬ توانیم م که است بزرگ آنچنان اصطͺاک شرایط برخͬ در

η∇۲u جملەی با را (u · ∇)u جملەی بزرگͬ مرتبەی باید شرایط این بهتر بررسͬ برای کنیم.

بعد بدون عدد عبارت دو این بزرگͬ مرتبەی نسبت کنیم. مقایسه ناویه⁃استوکس، معادلەی در

زیر بصورت شارش نوعͬ مسألەی ͷی برای رینولدز عدد بزرگͬ مرتبەی ͬ شود. م نامیده رینولدز

است:

Re = [ρ(u · ∇)u]

η∇۲u
≈ ρV/L

η/L۲ =
ρV L

η
, (۲۷ .۵)
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۱۲۵ استوکس معادلەی ۴ .۵

وشͺسانͬ و چͽالͬ ترتیب به η و ρ و مشخصه طول L و مشخصه سرعت ͷی V آن در که

نیروی مقابل در  ͬ لخت نیروی سهم ،Re ≪ ۱ که باشد طوری مسألە شرایط اگر هستند. شاره

ͬ شود: م تبدیل زیر معادلەی به سامانه تحول معادلەی حالت این در است. ناچیز بسیار اصطͺاک

−∇P + η∇۲u = ۰ (۲۸ .۵)

توصیف را شارەای حرکت استوکس، معادلەی ͬ شود. م گفته استوکس معادلەی رابطه، این به

ͬ شود م ارائه آینده فصل در  ͬ لخت بدون شارەهای بیشتر توصیف است.  ͬ لخت بدون که ͬ کند م

کنیم. بررسͬ را مهم ولͬ خاص مسألەی ͷی دهید اجازه اینجا در ولͬ

ͷی حرکت مطالعەی با آزمایش این در ͬ دهیم. م ادامه میلیͺان روغن قطرەی آزمایش با

جرم به ͬͺتریͺال بار نسبت از اطلاعاتͬ ͬ کند، م سقوط ͬͺتریͺال میدان در که روغن قطرەی

به که هوا اصطͺاک نیروی از اطلاعاتͬ به آزمایش این نتایج تفسیر برای ͬ آوریم. م بەدست

تقریبا ً کرەی ͷی بەصورت ͬ توانیم م را روغن قطرەی داریم. نیاز ͬ شود م وارد روغن قطرەی

آزمایش این در را رینولدز عدد دهید اجازه ͬ شود. م هوا شارش باعث که بͽیریم نظر در صلب

مرتبەی از سرعتͬ با که است L ≈ ۱µm مرتبەی از روغن قطرات شعاع اندازەی کنیم. برآورد

با برابر که هوا وشͺسانͬ بزرگͬ مرتبەی به توجه با ͬ کنند. م حرکت هوا در V ≈ ۱cm/s

آزمایش این در ͬ آید. م دست به Re ≈ ۱۰−۴ مرتبەی از رینولدز عدد است، η ≈ ۱۰−۴Pa.s

روغن قطرەی به که هوا اصطͺاک نیروی محاسبەی برای است. ͷکوچ بسیار رینولدز عدد

شار ەی در صلب کرەی حرکت مسألەی جزئیات ͬ کنیم. م حل را استوکس معادلەی ͬ شود، م وارد

ͬ شود. م ارائه بعدی قسمت در نا لخت

متحرک صلب کرەی

حرکت آب) یا (هوا شاره ͷی درون ثابت سرعت با که بͽیرید نظر در را شͺل کروی توپ ͷی

را مسأله این ͬ کند؟ م تولید خود اطراف شارەی در سرعتͬ میدان چه متحرک توپ این ͬ کند. م

اجازە مسألە این بررسͬ برای کنیم. بررسͬ است، نالخت شارش که شرایطͬ برای ͬ خواهیم م

همراە˼ دستگاه در واقع در ͬ کنیم. م بررسͬ توپ به متصل مختصات دستگاه در را مسأله دهید
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همراه دستگاه در .۱ است سادەتر اندکͬ مسأله بررسͬ و ͬ رسد م پایا حالت به شارش میدان توپ،

مقدار ͷی دور، خیلͬ نقاط در شارش میدان این است. صفر توپ روی در شارش میدان توپ،

را مسأله این هندسەی ،۷ .۵ شͺل̞ است. آن جهت خلافِ در و توپ سرعت با برابر و ثابت

در دارد. قرار η وشͺسانͬ با شارە ͷی Rدر شعاع به صلب کرە ی ͷی آن در که ͬ کند م مشخص

.۲ ͬ رسد م کره این به دور خیلͬ نقاط از V سرعت با یͺنواخت شارش ͷی توپ، همراه دستگاه

سرعت متغیرِ منظور این برای است. کره اطراف در u(r) شارشͬ میدان آوردن بدست هدفمان

شارشͬ معادلە های حل از را w(r) میدان و ͬ دهیم. م تغییر u(r) = V+w(r) بصورت: را

نیز w(r) ͬͺکم سرعت میدان که ͬ گیریم م نتیجه است، ثابت V که آنجا از ͬ آوریم. م بدست

بنا صورت این در ͬ گیریم. م z محور جهت در را V سرعت ͬ کند. م صدق استوکس معادلەی در

برای ندارند. بستگͬ ϕ سمتͬ مختصەی به فشار، میدان و w(r) شارش میدان سمتͬ، تقارن به

شوند: حل زیر دیفرانسیل معادلات دستگاه باید فشار میدان و سرعت میدان شͺل آوردن بدست

r
V

R
q

r̂q̂
x

z

شاره. در متحرک کرەی ͷی هندسͬ مشخصات ۷ .۵ شͺل

−∇P + η∇۲w = ۰, ∇ ·w = ۰, (۲۹ .۵)

زیرند: بصورت مسأله این مرزی شرایط

w(r = R) = −V, w(r = ∞) = ۰. (۳۰ .۵)

روی سرعت میدان کره همراه دستگاه در که است صورتͬ به کره روی مرزی شرط که کنید دقت
بیابیم. لحظەای بصورت را آن جواب های ͬ توانیم م هستند، زمان از مستقل استوکس معادلات که آنجا آز ۱

است. −V با برابر آزمایشͽاه دستگاه در توپ حرکت سرعت ۲
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این در است. ∇ · w = ۰ پس ͬ شود، م فرض ناپذیر تراکم شارش چون ͬ شود. م صفر کره

بدست w = ∇ × A بصورت برداری پتانسیل ͷی از سرعت میدان لحظه هر در و صورت

ͬ کنیم. م استفاده مسأله تقارن های از برداری، پتانسیل این یافتن و معادلات حل برای ͬ آید. م

و V سرعت داریم انتظار تبدیل این تحت بͽیرید. نظر در را (پاریته) r −→ −r تبدیل

برداری پتانسیل پاریته، تبدیل̞ تحت درنتیجه، دهند. علامت تغییر ،w یعنͬ شاره شارشͬ میدان

که داریم انتظار استوکس معادلەی بودن خطͬ به توجه با دیͽر طرف از ͬ دهد. نم علامت تغییر

رابطەی ͬ ترین کل صورت این در باشد. وابسته V سرعت به خطͬ بصورت w سرعت میدان

ͷی B آن در که ͬ شود. م نوشته A = B(r) ×V شͺل به V سرعتِ و برداری پتانسیل بین

بستگͬ مͺان بردار به فقط B که آنجا از ͬ دهد. م علامت تغییر پاریته تحت که است برداری تابع

تحت تقارنͬ نتایج از استفاده با واقع در است. B = ∇f(r) بصورت آن برای امͺان تنها دارد،

بدست f(r) اسͺالر میدان باید سرعت، میدان محاسبەی برای که گرفتەایم نتیجه پاریته، تبدیل

تابع این اینکه به توجه با و دیͽر طرف از دارد. بستگͬ مͺان بردار به تنها اسͺالر میدان این آید.

داریم: باشد. داشته بستگͬ مͺان بردار اندازەی به باید فقط پس است اسͺالر

A = (∇f)×V = ∇× (fV). (۳۱ .۵)

داریم: آن طرفین تاو محاسبەی با بͽیرید، نظر در را استوکس معادلەی اکنون

∇× η∇۲w = ∇×∇P = ۰.

پس: کردەایم. استفاده است صفر گرادیانͬ هر تاو که واقعیت این از

∇۲∇×w = ∇۲∇×∇×A = ∇۲(∇∇ · −∇۲)(∇× (fV)) = ۰,

ͬ کنیم: م حل را زیر معادلەی f اسͺالر تابع یافتن برای اکنون

∇۴(V ×∇f) = ۰.

است: زیر بصورت معادله این سادەی حل

∇۴f = ,ثابت (۳۲ .۵)
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شرط طبق دیͽر طرف از و ͬ آید م بدست f چهارم مرتبەی مشتق از نوعͬ به سرعت میدان چون

جواب در موجود ثابت که ͬ شود م نتیجه سادگͬ به پس است صفر بی نهایت در سرعت مرزی،

پس .∇۲f = ψ ͬ دهیم: م قرار جدید، معادلەی این حل برای اکنون باشد. صفر با برابر باید بالا

داریم: کروی قطبی دستگاه در لاپلاسͬ شͺل به توجه با شود. حل ∇۲ψ = ۰ معادلەی باید

∇۲ψ =
۱
r۲

d

dr
r۲ d

dr
ψ = ۰,

سرعت شدن صفر علت به نیز اینجا است. ψ = ۲ar + c شͺل به معادله این جواب ͬ ترین کل

داریم: را زیر معادلەی ،f تابع یافتن برای حالا ͬ شود. م صفر c ثابت بی نهایت، در

∇۲f =
۱
r۲

d

dr
r۲ d

dr
f = ۲

a

r
,

ͬ شود: م زیر صورت به مرزی شرط با سازگار جواب ͬ ترین کل

f = ar +
b

r
,

این آوردن بدست از پیش آمد. خواهند بدست کرە روی مرزیِ شرط اعمال با b و a ثابت های که

داریم: که کنید دقت بعدی استفادەی برای و ضرایب

∇f = (a− b

r۲ )r̂.

آوریم: بدست را سرعت میدان کامل شͺل دهید اجازه مرزی، شرط اعمال برای

w = ∇×∇× (fV) = (∇∇ · −∇۲)(fV)

= ∇(∇ · (fV))−∇۲fV

= ∇(∇f ·V)−∇۲fV

= ∇((
a

r
− b

r۳ )(r ·V))− ۲a
r
V

= −a
r
(r̂(r̂ ·V) +V) +

b

r۳ (۳r̂(r̂ ·V)−V). (۳۳ .۵)

بͽیرید: نظر در را کره روی لغزش بدون مرزی شرط

w(r = R) = − a

R
(r̂(r̂ ·V) +V) +

b

R۳ (۳r̂(r̂ ·V)−V) = −V, (۳۴ .۵)
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شرایط در ثابت ها کافیست باشد برقرار کره روی دلخواه نقطەی هر در مرزی شرط این اینکه برای

کنند: صدق زیر

− a

R
− b

R۳ = −۱, − a

R
+ ۳

b

R۳ = ۰, (۳۵ .۵)

ͬ آیند: م بدست زیر بصورت b و a ثابتها ی اینجا از که

a =
۳
۴
R, b =

۱
۴
R۳, (۳۶ .۵)

ͬ آید: م بدست زیر شͺل به شاره سرعت میدان ثابت ها، دادن قرار با نهایت در

- 4 - 2 0 2 4

- 4

- 2

0

2

4

z

x

جریان خطوط شͺل این در ͬ رسد. م کره ͷی به دور بسیار نقاط از یͺنواخت جریان ͷی ۸ .۵ شͺل
است. شده داده نشان ساکن، کرەی این اطراف

u(r) = V −
(

۳
۴
(
R

r
)(I + r̂r̂) +

۱
۴
(
R

r
)۳(I − ۳r̂r̂)

)
·V. (۳۷ .۵)

ͬ شود: م نوشته زیر بصورت کروی قطبی مختصات دستگاه در کره سرعت میدان

(۳۸ .۵)

ur = V

[
−۳

۲
(
R

r
) +

۱
۲
(
R

r
)۳ + ۱

]
cos θ, uθ = V

[
۳
۴
(
R

r
) +

۱
۴
(
R

r
)۳ − ۱

]
sin θ.
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ناشͬ سرعت میدان سهولت، برای است. شده داده نشان ۸ .۵ شͺل در کره اطراف جریان خطوط

نوشت: ͬ توان م زیر ماتریس̞ͬ بصورت را متحرک کرەی از

u(r) = M ·V +V, (۳۹ .۵)

است: زیر بصورت ،M ماتریس آن، در که

M = −
(

۳
۴
(
R

r
)(I + r̂r̂) +

۱
۴
(
R

r
)۳(I − ۳r̂r̂)

)
.

ناویە⁃استوکس معادلەی از فشار محاسبەی برای ͬ کنیم. م محاسبه را شاره فشار میدان اکنون

ͬ کنیم: م شروع زیر بصورت

∇P = η∇۲w = η∇۲(∇×A) = η∇۲(∇×∇× (fV))

= η∇۲(∇∇ · −∇۲)(fV) = η∇۲(∇∇·)(fV)− η(∇۴f)V

= η∇∇ · ∇۲f V = η∇(V · ∇)∇۲f = η∇(V · ∇)(۲
a

r
)

= η∇(−۲
a

r۲ (V · r̂)) = −∇(
۳
۲
η(V · r̂)R

r۲ ). (۴۰ .۵)

ͬ آید: م بدست فشار میدان طرفین از انتگرال گیری با اکنون

P = P۰ −
۳
۲
ηV · r̂ R

r۲ . (۴۱ .۵)

مختلف مؤلفەهای ͬ توانیم م کردەایم، محاسبه فضا نقاط تمام در را فشار و سرعت میدان که حالا

در را تنش تانسور مؤلفەهای است بهتر آوریم. بدست را کره بر وارد نیروی آنجا از و تنش تانسور

قطبی دستگاەهای در تنش تانسور مختلف مؤلفەهای ارتباط کنیم. بررسͬ کروی قطبی دستگاه

دهید: نشان ͬ توانید م محاسبه اندکͬ با است. شده مطالعه این از پیش دکارتͬ و

σrr = −P + ۲η
∂ur
∂r

,

σrθ = η(
۱
r

∂ur
∂θ

+
∂uθ
∂r

− uθ
r
). (۴۲ .۵)

داشت: خواهیم کره روی و نهایت در و

σrr(r = R) = ۰, σrθ(r = R) = −۳
۲
η

R
V sin θ.
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پس دارد. مؤلفە ،z یعنͬ کره سرعت راستای در فقط کره بر وارد نیروی که ͬ دانیم م تقارن به بنا

ͬ کنیم: م محاسبه را کره سرعت راستای در نیرو مؤلفەی ابتدا از

Fz =

∮
(−P cos θ + σrr cos θ − σrθ sin θ)ds, (۴۳ .۵)

با: ͬ شود م برابر کره به وارده کل نیروی آنجا از و

F = ۶πηRV. (۴۴ .۵)

راحتͬ به اکنون ͬ شود. م وارد یͺنواخت جریان در واقع ساکن کرەی ͷی به که است نیرویی این

کره اگر کنیم. بحث ساکن، شارەی ͷی در متحرک کرەی ͷی بر وارد نیروی مورد در ͬ توانیم م

وارد کره به شاره طرف از F = −۶πηRW با برابر کششͬ نیروی کند، حرکت W سرعت با

در شاره لایەهای ِ ͬ چسبناک واقع در است. شاره وشͺسانͬ استوکس، نیروی این منشا ͬ شود. م

است. شاره توسط توپ شدن کشیده در اساسͬ عامل کره، سطح ِ ͬ ͺنزدی

استفاده ،CD کششͬ ضریب از اصطͺاک نیروی جای به معمولا˟ تجربی، مقاصد برای

ضرب از که مشخصەای نیروی و اصطͺاک نیروی بین نسبت صورت به ضریب این ͬ شود. م

ͬ شود: م تعریف ͬ آید، م بەدست πR۲ سطح در ۱
۲ρW

۲ کردن

CD =
۶πηRW

۱
۲ρW

۲ × πR۲ .

عدد آن در که ،CD = ۱۲/Re با ͬ شود م برابر نامتناهͬ شارش در کرە برای کششͬ ضریب

مختلفͬ عوامل تجربی، آزمایش های در است. شده تعریف Re = RρW/η بەصورت رینولدز

وجود کروی، تقارن از انحراف ͬ شوند. م کششͬ ضریب برای ساده نتیجەی این از انحراف باعث

دلایل مهم ترین شاره، در غوطەور اجسام دیͽر با برهمͺنش و شارە کنندەی محدود دیوارەهای

هستند. بالا سادەی قانون از انحراف برای

چرخش ͷدینامی ۵ .۵

ͷدینامی مطالعەی ͬ شود. م مشخص ω = ۱
۲∇×u برداری میدان با ورتیسیتͬ یا شاره چرخش
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ناویه⁃استوکس معادلەی طرفین (کرل) چرخش منظور، این برای است. آموزنده چرخش میدان

برسیم: زیر رابطەی به تا ͬ کنیم م محاسبه را

d

dt
ω = (ω · ∇)u+ ν∇۲ω, (۴۵ .۵)

مͬ را بالا رابطەی است. شده استفاده ∇·u = ۰ ناپذیری تراکم شرط از و ν = η/ρ آن در که

حرکت معادلەی آوریم. بدست نیز شاره شͺل کروی عنصر ͷی چرخشͬ حرکت معادلەی از توانیم

کروی عنصر ͷی بر شده وارد گشتاور τ آن در که بͽیرید نظر در d
dtLi = τi بصورت را چرخشͬ

نظر در Li = Iijωj بصورت ͬ توانیم م را دورانͬ تکانەی است. دورانͬ تکانەی L و شاره شͺل

یͺنواخت، چͽالͬ و کروی تقارن با شاره عنصر ͷی برای است. دورانͬ لختͬ Iij که بͽیریم

Iij =
۲
۳I۰δij که دید ͬ توان م است. Iij =

∫
d۳xρ(x۲δij − xixj) بصورت دورانͬ لختͬ

تکانەی زمانͬ تغییرات تا است لازم حرکت معادلەی بررسͬ برای .I۰ =
∫
d۳xρx۲ آن در که

توجه موضوع این به باید دورانͬ، تکانەی زمانͬ تغییرات محاسبەی در شود. محاسبه دورانͬ

این در ͬ شود. م شͺل تغییر دچار زمان، گذشت با شاره شͺل کروی حجم عنصر ͷی که کرد

معادلەی در (ω ·∇)u عبارت کرد. محاسبه دقت با را دورانͬ لختͬ زمانͬ تغییرات باید صورت

متناسب گشتاوری شاره، مجاور لایە های بین اصطͺاک دارد. تغییرات این از نشان ۴۵ .۵ حرکت

ͬ آوریم. نم اینجا را محاسبه این جزییات است. کرده اضافه حرکت معادلەی به ν∇۲ω با

دونقطه این حرکت بͽیرید. نظر در را چرخش میدان خط روی هم به ͷنزدی بسیار نقطەی دو ۹ .۵ شͺل
ͬ شوند. م منتقل آن همراه و شده شاره سوار گویی که است آنچنان

فرض کرد. تفسیر ͬ توان م نیز دیͽر صورتͬ به را (۴۵ .۵ (معادلەی چرخش ͷدینامی معادلەی

خطوط که ͬ کند م بیان چرخش ͷدینامی معادلەی صورت این در نداریم. اصطͺاک شاره در کنید

تعریف را برداری میدان هر خطوط قبلا ͬ کنند. م حرکت شاره مادی عناصر مانند چرخش، میدان
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مماس که هستند فضا در فرضͬ خطوطͬ چرخش، میدان خطوط از منظور نیز اینجا کردەایم.

چͽالͬ این، بر علاوه ͬ دهد. م نشان را نقطه آن در چرخشͬ میدان راستای نقطە، هر در آنها بر

میدان، خطوط ندارد اصطͺاک که شارەای در پس متناظرند. چرخشͬ میدان شدت با نیز خطوط

چرخش میدان خط ͷی ،۹ .۵ شͺل مطابق موضوع این فهمیدن برای ͬ کنند. م حرکت شاره همراه

این برای را (ω · ∇)u عبارت بͽیرید. نظر در را آن روی ۲ و ۱ هم به ͷنزدی بسیار نقطەی دو با

بͽیرید: نظر در میدان خط روی دونقطەي

(ω · ∇)u = |ω|δu
ℓ

−→ ۱
|ω|

d

dt
ω =

δu

ℓ
(۴۶ .۵)

است. نقطه دو آن بین فاصلەی ℓ و است ۲ و ۱ نقاط نسبی سرعت δu = u۲ − u۱ آن در که

ͬ کند، م حرکت ۱ نقطەی در شاره سرعت با و شاره همراه که ناظری دید از اخیر، رابطەی مطابق

حرکت نقطه دو نسبی سرعت با ͬ کند) م وصل هم به را ۲ و ۱ نقطەی دو که (برداری ω بردار

عرضͬ و چرخش) میدان خط راستای (در طولͬ مولفەی  دو هر مورد در موضوع این ͬ کند. م

بردار زمانͬ تغییرات ،ω که کنید توجه است. درست نسبی حرکت میدان) خط راستای بر (عمود

مانند چرخش، میدان خطوط روی نقاط دیͽر، بیان به است. شاره همراه ناظر دید از چرخش

شدن همراه و چرخش میدان خطوط همرفتͬ حرکت موضوع ͬ کنند. م حرکت شاره مادی نقاط

شاره همراه که بستە مسیر ͷی بود. شده بیان کلوین قضیەی قالب در این از پیش شارش، با آنها

شاره سوار که ͷسب بسیار نخ ͷی ͬ توان م بهتر، تصور برای بͽیرید. نظر در را ͬ کند م حرکت

در چرخش قدرت ͬ دهیم. م نشان δs با را بسته نخ این همراه سطح کرد. تصور را است شده

ͬ توان م سهولت به کرد. تعریف δC = ω · δs بصورت ͬ توان م را شاره درون معین نقطەی ͷی

میدان همرفت از دیͽری بیان رابطه این . ddtδC = ۰ اصطͺاک بدون شارش برای که داد نشان

است. کلوین قضیەی و چرخش

پخش قابلیت آن و ͬ شود م اضافه نیز دیͽری اثر همرفتͬ پدیدەی بر علاوه اتلاف، حضور در

شده اضافه حرکت معادلەی به که ν∇۲ω عبارت از موضوع این است. شاره در چرخش شدن

نظر در را اصطͺاک تنها و کنیم صرفنظر همرفتͬ اثرهای از اگر واقع در ͬ شود. م برداشت است،

ابتدا اگر معادله، این مطابق ͬ رسیم. م ∂tω = ν∇۲ω شͺل به دیفرانسیلͬ معادلەی به بͽیریم

باز همرفت، نبود ͬ رغم عل و زمان گذشت از بعد باشیم، داشته چرخش شاره از خاصͬ نقاط در
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پخش پدیدەی دو بین بنیادی تفاوت های شد. خواهد مشاهده دیͽر جاهای در چرخش این هم

است. توجه به لازم که دارد وجود همرفت و

برای که آن چه مشابه اتفاقͬ با مقایسه پخش، و همرفت مفاهیم با بهتر ارتباط برقراری برای

مثال دو در کنید توجه ͬ کند. م ͷکم ͬ افتد، م هوا در عطر مقداری یا آب در جوهر قطره ͷی

در که آنهاست چͽالͬ میدان واقع در و عطر و جوهر ذرات ͬ شود، م پخش که چیزی آن اخیر،

حرکت دارد. وجود نیز همرفت پخش، بر علاوه مثالها این در ͬ شود. م پخش اطراف شارەی

آب لایەهای حرکت راستای در و ناهمسانگرد لایەای، بصورت آب، در جوهر ذرات همرفتͬ

آب در جوهر پخش دیͽر طرف از است. آب سرعت با متناسب جوهر همرفت سرعت است.

متناسب که پخش ضریب با پخش متوسط سرعت ͬ گیرد. م صورت همسانگرد بصورت و ساکن

ͬ شود. م کنترل است، جوهر ذرات شعاع عکس و محیط دمای با

برابر پخش ضریب است، شاره در چرخشͬ میدان پخش که ما نظر مورد موضوع مورد در

است. متناظر چرخشͬ میدان سریعتر و راحت تر پخش با بزرگتر ویسͺوزیتەی است. ν با

صلب صفحەی دو بین کوئت جریان است. آموزنده چرخش پخش̞ از ساده مثال ͷی بررسͬ

با بالایی صفحەی دارند. قرار y = ±d
۲ در صفحات بͽیرید. نظر در را موازی و نامتناهͬ

چرخش، پخش̞ موضوع بهتر درک برای ͬ کند. م حرکت −V x̂ سرعت با پایینͬ و V x̂ سرعت

سرعت میدان مساله، تقارن به نظر بͽیریم. نظر در را اولیه زمان های ناپایای رفتار تا است لازم

ωz(y, t)ẑ بصورت متناظر چرخش داشت. خواهد u = ux(y, t)x̂ صورت به کلͬ شͺل

ͬ کند: م صدق زیر معادلەی در و است

(
∂t − ν∂۲

y

)
ωz(y, t) = ۰. (۴۷ .۵)

لحظەی در کنید فرض باشیم. داشته را اولیه شرط تا است لازم بالا، دیفرانسیل معادلەی حل برای

انتظار صورت این در برسند، نظر مورد سرعت به سͺون حالت از آنͬ بصورت صفحات ،t = ۰

سرعتͬ صفحه مجاور لایەهای فقط و باشد صفر همەجا لحظه این در شاره سرعت میدان داریم
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باشند: داشته صفحه سرعت با برابر

ux(y, ۰) =


V y = d

۲ ,

۰ − d
۲ < y < d

۲ ,

−V y = −d
۲ ,

(۴۸ .۵)

ͬ شود: م زیر بصورت شاره چرخش میدان اولیەی شرط صورت این در

ωz(y, ۰) = −V
۲

(
δ(y − d

۲
) + δ(y +

d

۲
)

)
. (۴۹ .۵)

دادن امتداد با و کاستەایم ریاضͬ حساسیت های از اندکͬ بالا، روابط نوشتن در که کنید توجه

جایͽزین دلتا تابع با را مرز ها روی ناپیوستگͬ صفحات، خارج ناحیەی به نظر مورد فضای

بزنیم. حدس راحت تر را پخش معادلەی جواب های تا ͬ دهد م اجازه سادەانگاری، این کردەایم.

در قاعدتا نداریم، چرخش اول لحظەی در اینکه به توجه با بود، صفر شاره ویسͺوزیتەی اگر

معادلەی است. متفاوت اصطͺاک حضور در وضعیت ͬ شد. نم تولید چرخش نیز بعدی زمانهای

چرخش بعدی زمانهای در دهد مͬ نشان که است جوابی با متناظر ،۴۹ .۵ مرزی شرط با ۴۷ .۵

با گاوسͬ تابع دو بصورت را چرخش اولیەی شرط ͬ کند. م نفوذ نیر صفحات از دورتر نواحͬ به

بعدی زمانهای در بͽیرید، نظر داده رخ صفحات ͷنزدی بیشینەشان که ͷکوچ بی نهایت عرض

ͬ کنند: م صدق ۴۷ .۵ معادله در زیر صورت به تقریبی جواب های

ωz(y, t) ∼ − V√
۸πδ

(
exp[−

(y − d
۲ )

۲

۲δ۲ ] + exp[−
(y + d

۲ )
۲

۲δ۲ ]

)
, (۵۰ .۵)

تا چرخش ،t دلخواه زمان در دارد. سرراستͬ تفسیر بالا جواب .δ(t) =
√

۲νt آن در که

لایەای ضخامت ،δ(t) نفوذ عمق واقع در است. کرده نفوذ شاره درون به صفحات از δ فاصلەی

صفر مخالف چرخشͬ دارای لایه آن درون شارش ،t زمان در که ͬ دهد م نشان را مرز ͷنزدی

شارش بزرگ، خیلͬ زمانهای در نهایت در و ͬ شود م بیشتر نفوذ عمق زمان، گذشت با است.

با پایای حالت جواب های بود. خواهد چرخش دارای شارش کل آن در که ͬ رسد م پایا حالت به

ͬ شوند. م داده ωz(y) = −(V/d) چرخش میدان و ux(y) = ۲(V/d)y سرعت میدان
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مرزی لایەی ۶ .۵

مرزی شرط از ͬ پذیرند. م صورت صلب مرز های حضور در که بͽیرید نظر در را شارش هایی

شود. سریعͬ مͺانͬ تغییرات دچار شارش مرزها، ͬͽهمسای در داریم انتظار لغزش، بدون شارش

این مهم موضوع باشد. داشته باید بزرگͬ چرخشͬ مولفەی حتما شارش مرز، روی در حقیقت در

یا ͬ گیرد م شͺل مرزها مجاور میͺروسͺوپی لایەی ͷی در فقط چرخشͬ ناحیەی این آیا که است

ͷنزدی لایەای ͬ توان م اغلب شرایطͬ، چنین در ͬ شود؟ م کشیده شاره درون وسیع تری ناحیەی به

لایه، آن خارج در و است چرخش دارای شارش مرزی، لایەی آن درون که داد تشخیص مرز ها

شارشͬ، انرژی اتلاف عمدەی صورت این در نیست. ملاحظەای قابل چرخش دارای شارش

میدان با ͬ توان م را مرزی لایەی آن خارج شارشͬ میدان و ͬ گیرد م صورت مرزی لایەی این درون

عمومیت است، پرانتل اساسͬ حدس که مرزی لایەی وجود موضوع کرد. جایͽزین پتانسیلͬ

افزایش با مرزی لایەی ضخامت اندازەی است. صادق شارشͬ شرایط از بسیاری در ولͬ ندارد

است ممͺن است، شده نازک بسیار مرزی لایەی که شرایطͬ برای ͬ شود. م کاسته رینولدز عدد

کنیم. استفاده فضا از وسیعͬ ناحیەی در پتانسیلͬ شارش تقریب از بتوانیم

مرزی لایەی ͬ بینید. م را است فرودی جریان معرض در که بلند بسیار صلب نوار ͷی مقطع ۱۰ .۵ شͺل
است. شده داده نشان خط⁃چین بصورت جسم اطراف در شده تشͺیل

طولͬ راستای در که نازک بسیار شͺل مستطیل مقطع با صلب جسم ͷی ،۱۰ .۵ شͺل مطابق

جسم این است. شده داده نشان جسم این مقطع شͺل در بͽیرید. نظر در را است بلند بسیار

کشیدگͬ دارد. قرار U۰ سرعت با فرودی جریان معرض در تیزمقطعش لبەهای از ͬͺی طرف از

بلند بسیار تصویر صفحەی بر عمود راستای در جسم طول است. D با برابر جسم این مقطع

و مقطع بالایی سطح موازی x محور که ͬ کنیم م انتخاب طوری را مختصات دستگاه است.
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در مرزی لایەی ضخامت مورد در شهودی بصورت ابتدا ادامه در باشد. عمود آن بر y محور

سادەی معادلات بیشتری جزییات با سپس ͬ کنیم. م صحبت جسم این بالایی سطح مجاورت

ͬ کنیم. م مطالعه را مرزی ی لایه برون و درون شارش شدەی

که بͽیرد شͺل سطح اطراف مرزی لایەی ͷی پایا، حالت در داریم انتظار شͺل مطابق

ͬ خواهیم م ͬ شود. م بیشتر دارد، قرار جریان معرض در که تیزی لبەی از فاصله با ضخامتش

نحوەی درک برای بزنیم. تخمین را لبە از D فاصلەی به نقطه ͷی در مرزی لایەی ضخامت

در جلویی تیز لبەی ابتدا ͬ شود. م برقرار آنͬ بصورت جریان کنید فرض مرزی، لایەی تشͺیل

همراه مرزها در شارش به چرخش تزریق با لغزش، بدون مرزی شرط ͬ گیرد. م قرار جریان با تماس

شاره درون به جهات تمام در دیͽر) لبەهای تمام در البته (و تیز لبەی در شده تولید چرخش است.

δ ∼
√
νt اندازەی به جلویی لبەی در شده تولید چرخش ،t زمان گذشت از بعد ͬ شود. م پخش

U۰t اندازەی به جسم مقطع زمان این در شاره، همراه ناظر دید از ͬ شود. م پخش ŷ راستای در

ͬ شود م برابر لبە از D فاصلەی به نقطەای در مرزی لایەی ضخامت نتیجه، در است. رفته جلو به

تعریف Re = DU۰/ν صورت به که رینولدز عدد از استفاده با .δ(D) ∼
√
νD/U۰ با:

این شاره، حرکت به توجه با ͬ شود. م داده δ ∼ D/
√
Re با مرزی لایەی ضخامت ͬ شود، م

داشت. خواهد هم همرفتͬ حرکت شده، تولید چرخش

مطابق را مختصات دستگاه کنیم. نگاه مرزی لایەی ساختار به دقیق تر کمͬ ͬ توانیم م اکنون

سطح این مجاورت در δ ضخامت با مرزی لایەی ͷی کنید فرض بͽیرید. نظر در ۱۰ .۵ شͺل

ͬ خواهیم م است. چرخش فاقد آن خارج و چرخش دارای شارش مرزی لایەی درون داریم. گوه

آوریم. بدست را مرزی لایەی ضخامت البته و مرزی لایەی برون و درون شارشͬ معادلات

خارج در ͬ دهیم. م نشان uin = (u, v, ۰) با را مرزی لایەی درون سرعت میدان مولفەهای

بحث بتوانیم اینکه برای ͬ شود. م داده uout = (U, ۰, ۰) بصورت سرعت میدان مرزی، ناحیەی

راستای در که مشخصەای طول دهیم، ادامه دلخواهͬ سطح هر مجاورت در و عام تر بصورت را

مورد در ͬ دهیم. م نشان L با را باشد داشته ملاحظەای قابل تغییر سرعت آن در سطح موازی

شرایط است. δ ≪ L صورت به مرزی لایەی ضخامت بودن ͷکوچ است. L = D بالا مثال

از دور بسیار فاصلەی در و صفر شارش سرعت سطح روی در که است صورت این به نیز مرزی

است. شده داده uout(∞) = (U۰, ۰, ۰) بصورت سرعت سطح
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ͬ شود: م نتیجه مرزی لایەی بودن نازک از
∂u

∂y
≫ ∂u

∂x
,
∂۲u

∂y۲ ≫ ∂۲u

∂x۲ ,

درون پیوستگͬ معادلەی و استوکس ناویه معادلەی صفحەی موازی مولفەی بالا، تقریب های با

ͬ شوند: م زیر بصورت مرزی ی لایه

(∂t + u∂x + v∂y)u = −۱
ρ
∂xp+ ν∂۲

yu, ∂xu+ ∂yv = ۰. (۵۱ .۵)

مرتبه ͷی از اینرسͬ و اصطͺاک آنجا در که است جایی و درونͬ لایەی انتهای در مرزی لایەی

داریم: جایͽذاری با .u ∼ U۰ داریم نقطه این در دیͽر طرف از .ν∂۲
yu ∼ u∂xu ͬ شوند م

با اکنون .Re = LU۰/ν آن در که δ ∼ L/
√
Re که ͬ بینیم م نتیجه در .νU۰/δ

۲ ∼ U ۲
۰ /L

سرعت عمودی مولفەی بزرگͬ مرتبەی که ͬ بینیم م پیوستگͬ معادلەی در بزرگͬ مقادیر جایͽزاری

است. v ∼ U۰/
√
Re بصورت مرزی لایەی درون

درون استوکس ناویه معادلەی عمودی مولفەی ͬ توانیم م بالا، اطلاعات داشتن دست در با

آمده بدست نتیجەی معادله، این جملات تمام بودن ͷکوچ به نظر کنیم. بررسͬ را مرزی لایەی

نتیجه در تغییر نکند. سطح از فاصله با مرزی لایەی درون فشار و ∂yp = ۰ که ͬ دارد م لازم

تشͺیل را مرزی لایەی درون شارش توصیف برای لازم معادلات تمامͬ ،۵۱ .۵ معادلات دسته

ناحیەی معادلات از باید معادلات این در موجود ∂xP عبارت که است این مهم نکتەی ͬ دهند. م

شوند. معادلات این وارد شده داده کمیت بصورت و شده استخراج خارجͬ

اصطͺاک ناحیه این در که کنید توجه خارجͬ، ناحیەی کنندەی توصیف معادلات مورد در

ͬ شود: م زیر بصورت تحولͬ معادلەی و نداریم

∂tU + U∂xU = −۱
ρ
∂xp. (۵۲ .۵)

خطوط روی P/ρ + ۱
۲U

۲ برنولͬ ترکیب بودن ثابت با ͬ توان م را بالا معادلەی پایا، حالت در

دانست. معادل جریان

باید بیرونͬ و درونͬ ناحیەی جواب های شده، بحث مرزی شرایط بر علاوه که کنید توجه

برسند: هم به مرزی لایەی روی در

u(x, y, t)| y
δ
→∞ → U(x, y). (۵۳ .۵)
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شود. داده نیز u(x, y, t = ۰) تا است لازم پایا، غیر مسالەی برای یͺتا جوابی یافتن برای البته

ͷی سر به که است شارشͬ نیست، پاسخͽو آن مورد در بالا روش ͬ که مهم موارد از ͬͺی

طولͬ راستای در که کنید تصور را باز سر دو با بلندی لولەی بهتر، تصور برای ͬ رسد. م باز لولەی

درون ناحیە ͷی در که است این ͬ افتد م مورد این در که اتفاقͬ ͬ کند. م حرکت شارەای درون خود

چرخشͬ کاملا دیͽر نواحͬ در و است پتانسیلͬ کم وبیش شارش لوله، ورودی سر ͷنزدی و لوله

این بیشتر توصیف و بحث داشت. خواهد بستگͬ مختلفͬ عوامل به ورودی ناحیەی طول است.

ͬ شود. م واگذار خواننده به موضوع

از نیز صلب صفحات کنار در نوسانͬ حرکت های با متناظر مرزی لایەی ایدەی بررسͬ

کرده بررسͬ را لرزان صفحەی کنار شارش موضوع این از پیش است. فراتر بالا توصیف حیطەی

Ω آن در که است δ =
√

۲ν/Ω بصورت نفوذ عمق که بودیم داده نشان مورد آن در بودیم.

ضخامت نفوذ، عمق مسايل گونه این در که است توجه به لازم است. نوسانͬ حرکت فرکانس

ͬ دهد. م نشان را مرزی لایەی

مرزی شرایط انواع  ۷ .۵

اعمال باید مربوطه مرزی شرایط شارشͬ، مسالەی هر بررسͬ برای که دیدیم پیشین مثال های در

کلͬ بەصورت ͬ کنیم. م بررسͬ را پیچیدەتر مسائل برخͬ مرزی شرایط قسمت این در شوند.

به سطوح روی شارش بودن لغزشͬ غیر و مشترک ها فصل در نیرو پیوستگͬ از مرزی، شرایط

و بررسͬ را متحرک کشش قابل غیر ورقەی ͷی روی مرزی شرط ابتدا ادامه، در ͬ آید. م دست

ͬ پردازیم. م نیز کشسان غشا های روی مرزی شرط به سپس

کشش ناپذیر ورقەی روی مرزی شرط

در ͬ کند. م هدایت را رونده موج ͷی که بͽیرید نظر در را منعطف ولͬ کشش ناپذیر ورقەی ͷی

h(x, t) = شͺل به ورقە این هندسͬ شͺل است، صفحه بر عمود ẑ محور که مختصاتͬ دستگاه

شرط ͬ خواهیم م ͬ شود. م منتشر +x̂ راستای در موج صورت این در است. h۰ sin(kx−ωt)

شͺل از بهتری شهود اینکه برای ابتدا آوریم. دست به را ورقەاست این زیر که شارەای مرزی
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شده ایجاد خارجͬ عاملͬ توسط ورقه روی حرکت که کنید توجه آید، دست به ورقه ͬͺدینامی

و افقͬ حرکت با آویزان، طناب ͷی روی که است موجͬ شبیه حرکت این بعدی ͷی مثال است.

طناب روی رونده موج ͷی صورت این در ͬ شود. م ایجاد آویز نقطەی (رفت وبرگشتͬ) نوسانͬ

که است واضح ͬ شود. م منتشر طناب امتداد در و شده شروع آویز نقطەی از که ͬ شود م ایجاد

در ͬ کند. م منتقل طناب آزاد انتهای به را انرژی خود همراه موج ولͬ ͬ شود نم جابجا طناب کل

+x̂ راستای در که شده ایجاد موجͬ نداریم کاری آن با که دلیلͬ با نیز، بحث مورد ورقەی مورد

شرط که ͬ دهیم م نشان ͬ شود. نم کشیده ولͬ ͬ شود م خم حرکت هنگام در ورقە ͬ شود. م منتشر

کرد. اعمال ͬ توان م چͽونه را است شارش لغزش عدم شرط که ورقه روی مرزی

آزمایشͽاه دستگاه به wنسبت = ω/k باسرعت که بͽیرید نظر در را S′ مختصات دستگاه

ͬ شود: م داده زیر صورت به دستگاه دو این ارتباط ͬ کند. م حرکت راست سمت به و ( S )

x = x′ − wt′, z = z′, t = t′,

∂x′ = ∂x, ∂t′ = ∂t − w∂x,

z′ = h۰ sin(kx
′) رابطەی با و شده دیده ساکن صورت به ورقه شͺل متحرک، ناظر این دید از

دید از که است درست است. تر ساده متحرک ناظر این دید از مرزی شرط اعمال ͬ شود. م داده

شͺل این روی ورقه دستگاه، این در ولͬ میشود دیده ساکن صورت به ورقه شͺل متحرک ناظر

به زیر استدلال با ͬ توانیم م را ورقه خزش سرعت ͬ خزد. م چپ سمت به v۰ سرعت با ساکن

تا دارد نیاز ℓ/v۰ با برابر زمانͬ متحرک ناظر دید از ورقه، روی مادی نقطەی ͷی آوریم. دست

به را بیشینه دو که است مسیری  طول ℓ آن در که برسد بعدی بیشینەی به ارتفاع بیشینەی ͷی از

داریم: ͬ کند، م وصل هم

ℓ =

∫ ۲π/k

۰
dx′
√

۱ + (h۰k)۲ cos۲(kx′).

خاص نقطەی ͷی در که است  زمانͬ با برابر زمان این آزمایشͽاه، ناظر دید از و دیͽر طرف از

داریم: صورت این در .۲π/ω ͬ افتد: م اتفاق ارتفاع متوالͬ بیشینەی دو

v۰ =
ω

k

∫ ۲π

۰

dϕ

۲π

√
۱ + (h۰k)۲ cos۲(ϕ).
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مولفەهای اگر ͬ نویسیم. م متحرک ناظر دید از را مرزی شرط خزش، سرعت داشتن درست با

ͬ شود: م زیر صورت به مرزی شرط دهیم، نشان u′ = (u′x, u
′
z) با ناظر این دید از را سرعت

u′(x′, z′ = h۰ sin(kx
′)) = (−v۰ cos θ,−v۰ sin θ),

شرط ͬ شود. م دادە tan θ = h۰k cos(kx
′) رابطەی با و ورقه بر مماس زاویەی θ آن در که

ͬ آید. م بەدست سرعت x مولفەی به w = ω/k جملەی افزودن با آزمایشͽاه، ناظر دید از مرزی

زیر صورت به مرزی شرط ( ϵ = h۰k ≪ ۱ ) ͬ کند م هدایت را دامنه کم موج که ورقەای روی

ͬ شود: م

u(x, z = h۰ sinψ) =
ω

k
(۰,−ϵ cosψ) + ω

k
(
ϵ۲

۴
cos(۲ψ), ۰) +O(ϵ)۳,

صورت به مرزی شرط شͺل، تغیر اول مرتبەی تا که ͬ شود م ملاحظه .ψ = kx−ωt آن در که

است. uz(x, z = h) = ∂th

M

N
M'

x

z y

یافته. شͺل تغییر ورقەی هندسͬ مشخصات ۱۱ .۵ شͺل

کشش پذیر ورقەی روی مرزی شرط

مشترک فصل کشسان، ورقەهای بر علاوه دارد. کشش قابلیت که بͽیرید نظر در را ورقەای اکنون

فصل های در ͬ گنجد. م قالب این در که است دیͽری مثال ͬ شوند، نم مخلوط هم با که شارەای دو

در ورقەها ͬ شود. م دادە نسبت سطحͬ انرژی شارەها، مشترک فصل به که ͬ دهیم م نشان آینده

ورقەها کشسانͬ مشخصات کنند. ذخیره خود در ͬ توانند م هم را خمشͬ انرژی عمومͬ، حالت
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ورقەی مجاور شارەهای شارش ببینیم ͬ خواهیم م اینجا ͬ کنیم. م مطالعه بیشتر بعد بخش در را

مشابه سهولت، برای بپردازیم. ورقه ͷسینماتی به ابتدا ͬ آورد. م در حرکت به را آن چͽونه کشسان

ͷسینماتی باشد. متقارن y راستای در ورقه حرکت تقارنͬ دلایل به بنا کنیم فرض پیشین، بخش

بر عمود بردار تابع، این حسب بر ͬ شود. م داده F (x, z) = z − h(x, t) = ۰ تابع با ورقه

ͷنزدی زمان دو در کشسان ورقەی شͺل است. محاسبه قابل n̂ = ∇F/|∇F | صورت به ورقه

شارشͬ میدان و u(۱) با را ورقه بالای شارشͬ میدان است. شده دادە نشان ۱۱ .۵ شͺل در هم به

برآورده را شارش اساسͬ معادلات میدان ها، این دوی هر ͬ دهیم. م نشان u(۲) با را ورقه پایین

شارشͬ میدان پیوستگͬ ͬ دهد، م پیوند هم به را شارش دو این که اساسͬ مرزی شرط ͬ کنند. م

است: ورقه روی

u(۱)(x, z = h) = u(۲)(x, z = h).

اولین کنند. تعیین را ورقه ͷدینامی که داریم احتیاج معادلاتͬ به سرعت، مرزی شرط بر علاوه

حرکت سرعت باید پس ͬ لغزذ، نم ورقه روی شاره چون است. لغزشͬ بدون مرزی شرط معادلە،

سطح چون بپردازیم. بیشتر ورقه حرکت به آیند. بەدست شاره سرعت از ورقه روی مادی نقاط

برداری راستای در است، شده داده نشان M با که ورقە روی مادی نقطەی هر است، کشسان

که مادی نقطەی این حرکت سرعت ͬ شود. م منتقل است، عمود ورقە بر موضعͬ صورت به که

محاسبه قابل h(x, t) تابع از هندسͬ ملاحظات با سادگͬ به است، ورقە بر عمود راستای در

سرعت کمیت این و است ثابت x با نقطه ͷی ارتفاع تغییرات ∂th(x, t) که کنید دقت است.

ͬ شود م تبدیل N نقطەی به ∂th سرعت با Ⅿ نقطەی δt زمان در ͬ دهد. نم نشان را مادی نقاط

θ آن در که ͬ شود م منتقل Ⅿ′ نقطەی به cos θ∂th سرعت با Ⅿ مادی نقطەی زمان همین ودر

که است زاویەای این که ͬ بینیم م هندسͬ ملاحظات با است. ⅯN و ⅯⅯ′ خط دو بین زاویەی

از ورقه ͬͺدینامی معادلەی نتیجە در .tan θ = ∂xh پس: ͬ سازد، م افقͬ محور با خم بر مماس

ͬ آید: م دست به زیر رابطەی

n̂ · u(۱)(x, z = h) = n̂ · u(۲)(x, z = h) =
۱

|∇F |
∂th(x, t),

.|∇F | =
√

۱ + (∂xh)۲ آن: در که

محیط سمت از که کنید فرض آورد. دست به ͬ توان م هم دیͽری گونەی به را بالا نتیجەی



علͬ⁃نجفͬ⁃دانشͽاه⁃تحصیلات⁃تکمیلͬ⁃زنجان

۱۴۳ مرزی شرایط انواع  ۷ .۵

دارای مشترک فصل ͬͽهمسای در شارە صورت این در ͬ شویم. م ͷنزدی مشترک مرز به اول

ͬ شود. م داده u(۱)(x, z = h) = (u
(۱)
x , u

(۱)
z ) صورت به مولفەهایش با که است سرعتͬ

ناظر این دید از ͬ کند. م حرکت x̂ راستای در u(۱)
x سرعت با که بͽیرید نظر در را ناظری  اکنون

فصل زمانͬ تغییرات با است برابر آن و دارد ẑ مولفەی تنها مشترک فصل مجاور شارەی سرعت

محاسبه d
dth(x, t) = ∂th + u

(۱)
x ∂xh صورت به و ناظر همان دید از که h(x, t) مشترک

داریم: پس ͬ گردد. م

u(۱)
z = ∂th+ u(۱)

x ∂xh.

با و بالا در که شرطͬ از است دیͽری نمایش اخیر شرط که کنید تحقیق ͬ توانید م سهولت به

آمد. بەدست دیͽر روشͬ

جایی شارش، ایجاد عوامل که است درست دارد؟ شاره ͷدینامی در نقشͬ چه ورقه کشسانͬ

میدان در مهم تر آن از و ورقه حرکت در ورقه  ͬ نرم و سختͬ که است واضح ولͬ ورقەاند خارج

ایجاد ورقه درون نیروهایی ورقه، کشسانͬ و خمشͬ انرژی های دارند. نقش هم شاره شارشͬ

نیروهای دهید اجازە ͬ شود. م شاره به نیروها این انتقال باعث شاره با ورقه بودن تعادل در ͬ کند. م

نیروی با کشسانͬ نیروی دهیم. نشان f e(x, z = h) با را سطح واحد بر ورقه درون کشسانͬ

نیروها  ͬ پیوستگ مرزی شرط صورت این در هستند. برابر ͬ شود م وارد شاره طرف از که خالصͬ

ͬ شود: م زیر صورت به ورقه روی

n̂ · (σ(۱) − σ(۲))|z=h = f e + (ρ(۲) − ρ(۱))gh(x, t)n̂,

ͬ دهند. م نشان را ورقه پایین و بالا ناحیەی ͬͽهمسای در تنش تانسور مقادیر σ(۱,۲) آن در که

نیروی و دارند چͽالͬ اختلاف ورقه پایین و بالا شارەهای که گرفتەایم نظر در را حالتͬ همچنین

ورقەی کشسانͬ نیروهای که ͬ دهیم م نشان زیر بحث در کردەایم. اضافه را آن به مربوط گرانشͬ

ͬ شوند. م مربوط ورقه شͺل تغییر نوع و کشسانͬ خواص به یافته شͺل تغییر

ورقه کشسانͬ نیروی مورد در اندکͬ

ورقەای سطح واحد بر انرژی برابر آن و ͬ شود م مشخص σ سطحͬ کشش با ورقەها کشسانͬ
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ورقەی سطح اگر ͬ شود. م کشیدە تر سخت  سطح باشد، بزرگتر σ است. کشیدەشده که است

علاوە ͬ شود. م ذخیره آن در ∆Es = σ∆S با برابر انرژی شود، کشیده ∆S اندازەی به کشسان

ͬ شود. م دادە نسبت هم خمشͬ انرژی کشسان، ورقەهای به ͬ تر عموم حالت در سطحͬ، کشش بر

B(مدول پارامتر با ورقەها خمشͬ پذیری انعطاف کرد. صرف انرژی باید ورقەها کردن خم برای

از که بͽیرید نظر در را ∆S مساحت با شͺلͬ مستطیل صاف ورقەی ͬ شود. م مشخص خمشͬ)

ذخیره خمشͬ انرژی دهیم، نشان R با را شده ایجاد انحنای شعاع اگر است. شده خم سو ͷی

است نیاز مورد ورقە کشسانͬ مشخصات .∆Ec = B∆S/(۲R۲) با: است برابر ورقە در شده

ورقه ͷدینامی ورقه، دوسوی شارەی حرکت  که بͽیریم نظر در را حالتͬ ͬ خواهیم م ادامە در زیرا

باعث گرفتەاند قرار ورقە از دور جایی در و نیستند ورقە روی لزوما ً که عواملͬ کند. تعیین را

حرکتͬ معادلات شاره، روی مرزی شرط اعمال ͬ شوند. م ورقە حرکت نتیجه در و شاره شارش

ͬ سازد. م را ورقه

نشان اکنون شد. بحث ورقەها خمشͬ و کششͬ کشسانͬ مورد در مختصری بالا بحث در

داده F (x, z) = z − h(x, t) = ۰ تابع با آن خمیدگͬ و کشیدگͬ که ورقەای برای ͬ دهیم م

در سو ͷی در تنها را کشیدگͬ و خمیدگͬ سهولت، برای چͽونەاند. کشسانͬ نیروهای است، شده

خمیده x راستای در که بͽیرید نظر در را Lx ×Ly ابعاد به شͺل مستطیل ورقەای بͽیرید. نظر

انرژی بتوانیم اینکه برای  است. خم ͷی x − z صفحەی با ورقه مقطع است. شده کشیده و

خم روی مادی نقطەی هر ͬ کنیم. م استفاده sقوس طول پارامتر از بͽیریم، نظر در را خم کشیدگͬ

محاسبه t̂ = ṙ = d
dsr(s) صورت به خم بر مماس بردار ͬ دهیم. م نشان r(s) مͺان بردار با را

صورتͬ در ͬ شود، تنها م تعریف صورت این بە که خم بر مماس بردار که کنید توجە ͬ شود. م

آن در که است r̈ = cn̂ بصورت مماس بردار تغییرات دارد. واحد طولͬ نشود کشیده خم که
...
r = ċn̂ − c۲t̂ صورت به هم سوم مرتبەی تغییرات است. انحنا) شعاع (عکس خم انحنا c

ͬ آید. م کار به آینده محاسبات در که است

ͬ نویسیم: م زیر بەصورت را یافته شͺل تغییر ورقەی انرژی اکنون

F =
F

Ly
=
B

۲

∫ Lx

۰
r̈ · r̈ds+ λ

۲

∫ Lx

۰
(ṙ · ṙ− ۱) ds,

مربع روی انتگرال گیری از که ͬ دهد م نشان را خمیده ورقەی خمشͬ انرژی اول جملەی آن،  در که
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خم نشدن کشیده که است لاگرانژ ضریب دوم جملەی ͬ آید. م بەدست ورقه سطح کل در انحنا

اجازه سطحͬ کشش مانند که است قیدی نیروی λ = ۲σ لاگرانژ ضریب ͬ کند. م تضمین را

کشیده که راستایی (در طول واحد بر انرژی بالا رابطەی که شود دقت شود. کشیده ورقه ͬ دهد نم

را انرژی وردش کشسان، ورقەی توسط شده تولید کشسانͬ نیروی محاسبەی برای است. نشده)

ͬ کنیم: م محاسبه

δF =

∫
(B

....
r − λr̈) · δrds+ مرزی ,جملات

با: است برابر ͬ شود م وارد اطرافش محیط به که ورقە از ناشͬ کشسانͬ نیروی آنجا از و

f e = − ۱
∆s

δF
δr

=
(
λc−B(c̈− c۳)

)
n̂+ ۳Bcċt̂.

نیاز مورد شارش مرزی شرایط برای قبل قسمت در که است سطح واحد بر کشسانͬ نیروی این

توجه ولͬ کردیم، استفاده بعدی ͷی کشش و خمش خاص حالت از بالا رابطەی یافتن برای بود.

با رابطه این در شده ظاهر خمش که صورت این به است عمومͬ کاملا نهایی رابطەی که کنید

ͬ شود. م جایͽزین اصلͬ راستاهای در خمش ها مجموع

برای و شد معرفͬ بالا در که مونژ مختصات در که داد نشان ͬ توان م ساده محاسبەی ͷی با

ͬ شود: م زیر صورت به کشسانͬ نیروی ،( ∂xh≪ ۱ ) تغییر کند بسیار سطح

f e =
(
σ∂۲

xh−B∂۴
xh
)
ẑ.

کششͬ، و خمشͬ کشسانͬ بر علاوه باشند داشته ضخامت اگر ورقەها که ͬ شویم م یاد آور پایان در

مͺعب قطعەی ͷی صورت به یافته شͺل تغییر ورقەی از قسمت ͷی دارند. هم برشͬ کشسانͬ

پایین و بالا وجه دو که است ورقه این از شͺلͬ تغییر به مربوط برشͬ، نیروی که است شͺل

هستند. ورقه بر مماس راستای در شده تولید برشͬ نیروهای شدەاند. جابجا هم به نسبت آن

ͬ کند. م پیدا Ⅼanⅾau−Ⅼifshitz کتاب در علاقەمند خوانندەی را محاسبات این جزییات
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پرسش ها

آوردیم. بەدست ناپذیر تراکم شارش های برای را ناویە⁃استوکس معادلەی فصل این در ۱ .۵

آورید. بەدست را پذیر تراکم شارش های حرکت معادلەی

در تنش تانسور شͺل است. شده دادە دکارتͬ دستگاه در تنش تانسور ،۳ .۵ رابطەی در ۲ .۵

آورید؟ بدست را کروی قطبی دستگاه

شده تولید محوری فشار اختلاف سبب به نامحدود استوانەی ͷی درون پوآزوی جریان ۳ .۵

استوانە درون سرعت میدان بͽیرید. ∆P
∆L با برابر را طول واحد در فشار اختلاف است.

آورید. بدست پایا حالت در را

.r۱ < r۲ که بͽیرید نظر در را r۲ و r۱ شعا ع های به نامتناهͬ و محور هم استوانەی دو ۴ .۵

شارشͬ میدان ͬ چرخد. م ω ثابت سرعت با بیرونͬ استوانەی و ثابت داخلͬ استوانەی

دارد؟ شͺلͬ چه پایا حالت در استوانه دو بین شارەی

است، متناهͬ صفحه روی شارە ی ارتفاع که حالتͬ برای  را لرزان صفحەی کنار شارش ۵ .۵

بماند. افقͬ آزاد سطح کنید فرض و بͽیرید H با برابر را شارە ارتفاع کنید. بررسͬ

پایینͬ صفحەی بͽیرید. نظر در را صفحه و مخروط سامانەی ͷی  ،۱۲ .۵ شͺل مطابق ۶ .۵

با برابر را صفحە و مخروط بین زاویەی ͬ چرخد. م ω زاویەای سرعت با مخروط و ثابت

شارش میدان استوکس، معادلەی حل با بͽیرید. نظر در نامتناهͬ را آنها سطح اندازەی و θ

واحد بر شده وارد گشتاور آورید. بدست را صفحه و مخروط بین شارەی در شده تولید

مختصات دستگاه از ͬ توانید م محاسبات برای آورید. بدست را پایینͬ صفحەی سطح

کنید. فرض پایا را شارش و η با برابر را شاره وشͺسانͬ بͽیرید، ͷکم استوانەای

پایا حالت در را شͺل مثلث مقطع با نامتناهͬ صاف لولە ی ͷی درون پوآزوی شارش ۷ .۵

نظر در a اضلاع اندازەی به متساوی الاضلاع مثلث ͷی را لوله مقطع کنید. بررسͬ

آورید. بدست را سرعت میدان شͺل بͽیرید.

محدود ساکن و صلب مرز های با که پایا شارش ͷی در انرژی اتلاف نرخ دهید نشان ۸ .۵
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w

q

L
این در ͬ کند. م پیدا شارش آنها بین شارەی و ͬ چرخند م هم به نسبت مخروط و صفحە ۱۲ .۵ شͺل

ͬ شود. م وارد سامانه قسمت دو هر به گشتاوری شاره طرف از صورت

ͬ شود: م داده زیر رابطەی با شدەاست

η

∫
d۳x(∇× u)۲.

ͷکم با و کنید شروع ، ۱
۲ρ
∫
d۳xu · u بصورت جنبشͬ انرژی رابطەی از راهنمایی:

کنید. محاسبه آن را تغییرات نرخ ناویە⁃استوکس معادلەی

تر η وشͺسانͬ به شارەای از h۰ ضخامت با که بͽیرید نظر در را صلب صفحەی ͷی ۹ .۵

به شروع شاره لایەی ͬ دهیم. م قرار عمودی حالت به را صفحه این اکنون است. شده

سطح شͺل دهید نشان شود. ͷخش کاملا ً صفحه انتهاسطح در تا ͬ کند م شدن جاری

ͬ آید: م بەدست زیر دیفرانسیل معادلەی از شاره لایەی آزاد

∂

∂t
h+ c

h۲

h۲
۰

∂

∂x
h = ۰,

در و صفحه سر از x فاصلەی به نقطەای در شاره لایەی ضخامت ،h(x, t) آن در که

این در زیر صورت به جوابی دهید نشان در .c = ρgh۲
۰/η رابطە این در است. t زمان

ͬ کند: م صدق معادله

h(x, t) =

{
h۰
√
x/ct x ≤ ct

h۰ x ≥ ct.

نیروی . (L ≫ a) بͽیرید نظر در را a شعاع و L طول به شͺل استوانەای میلەی ͷی ۱۰ .۵

ͬ کند م حرکت خود طولͬ محور موازی استوانه که حالتͬ برای شاره طرف از شده وارد
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این دقیق حل ͬ کند؟ م حرکت خود طولͬ محور بر عمود که حالتͬ برای یا است بیشتر

بدهید. کیفͬ پاسخͬ سادە، استدلال های با کنید سعͬ است، پیچیده مسأله

از d ضخامت به لایەای با L طول و R شعاع به شͺل استوانەای لولەی ͷی داخلͬ سطح ۱۱ .۵

استفاده هوا جریان از لوله این کردن ͷخش برای است. شده تر η وشͺسانͬ با شارەای

لوله اینکه برای ͬ شود. م ایجاد لوله دوسر بین ∆P فشار اختلاف از هوا جریان ͬ کنیم. م

.L≫ R کنید فرض سادگͬ برای است؟ لازم هوا از حجمͬ چه شود ͷخش کاملا

ͬ شود؟ م وارد صفحه به نیرویی چه لرزان صفحەی مسألەی در ۱۲ .۵
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لاندائو شد. زاده کنونͬ آذربایجان مرکز باکو در ،(۱۹۰۸ −۱۹۶۸) لاندائو داویدویچ ل˼ف

نظریەی در کار هایش سبب به را ۱۹۶۲ سال نوبل جایزەی بیستم، قرن فیزیͷ دانان بزرگترین از

روسیه، انقلاب با بود همزمان لاندائو تحصیلات کرد. خود آن از جامد، حالت ͷفیزی ِ ͬ کوانتوم

کند. کامل رسمͬ صورت به را دبیرستان تحصیلͬ دورەی نتوانست هیچͽاه وی سبب این به

را دکتری نامەی پایان هیچ ولͬ داد انجام لنینگراد دانشͽاه در را ͷفیزی مقدماتͬ تحصیلات

ابررسانایی، و ابرشارگͬ دیامغناطیس، هستەای، ͷفیزی در اثرگذاری کار های لاندائو است. ننوشته

کتاب هایی بود. ریاضͬ اعجوبەی لاندائو است. داده انجام کوانتومͬ میدان های نظریەی و پلاسما

کتاب های زیباترین از شدەاند، تألیف لاندائو) دانشجوی (اولین لیفشیتز و لاندائو توسط که

،ͷکلاسی ͷانیͺم از ،ͷفیزی شاخەهای تمام کتاب ها این ͬ روند. م شمار به نظری ͷفیزی

نظریەی کوانتومͬ، ͷانیͺم تا آماری ͷانیͺم ،ͷترمودینامی کشسان، محیط های شارەها، ͷانیͺم

کتاب های خوانندگان ͬ دهند. م پوشش را الͺترومغناطیسͬ میدان های و جامد حالت کوانتومͬ

ͬ شوند. م مسحور ͬ اش ریاضیات نبوغ از لاندائو
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۶
نالَخت شارش

اتلافͬ اثرهای مقابل در لختͬ اثرهای از که است زیاد آنقدر شاره وشͺسانͬ شرایط، از برخͬ در

میͺرونͬ اندازەی با سامانە  هایی در که شارش هایی در معمولا ً موضوع این کرد. صرفنظر ͬ توان م

مهم ترین زیست شناختͬ، شناگر های دیͽر و باکتری ها حرکت است[۷]. مشاهده قابل ͬ دهند، م رخ

سلولͬ اندازەهای در شناسͬ حرکت ندارد. مهمͬ نقش شاره لختͬ آنها در که هستند پدیدەهایی

حالت های با شرایط این در حرکت تولید سازوکارهای است. همراه رینولدز عدد شدن ͷکوچ با

دارد. بنیادی تفاوت های روزمره مقیاس بزرگ  ابعاد به مربوط

که ͬ گیرد م قرار مسائلͬ ردەی در نیز ریزشارش نوظهور شاخەی باکتری ها، بحث بر علاوه

ساخت علمͬ، رشتەی این اهداف از ͬͺی ͬ کنند. م ایفا اساسͬ نقش اتلافͬ پدیدەهای آن ها در

محصولات تا است قرار آزمایش گاه این در است. میͺرومتر اندازەی در شیمͬ آزمایش گاه ͷی

حجم ریزشارش، آزمایش های در آیند. بەدست متفاوت، دارویی خواص با شیمیایی گران قیمتِ

هم با میͺرومتر چند اندازەی با کانالهایی در متفاوت شیمیایی خواص با شارەهایی از اندکͬ بسیار

آزمایش های بهتر کنترل ِ برای که است بدیهͬ آید. بەدست نظر مورد محصول تا ͬ شوند م ترکیب

باشیم[۹]. داشته آنها شارشͬ خواص از کافͬ شناخت باید ریزشارش،

لختͬ بدون شارش های با حوزه، آن در که است علم از دیͽر شاخەای کلوئیدها، ͷفیزی
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چند مرتبەی از اندازەای دارای عموماً که هستند شارەها در معلق ذرات کلوئیدها، داریم. سروکار

چربی (گلبول های شیر صابون، کف هوا)، در معلق آب (قطرات مه ذرات هستند. میͺرومتر

هستند[۲۵]. مثال ها مهم ترین از خون گلبول های و آب) در معلق

ͬ پردازیم. م صفر رینولدز عدد شرایط در ͬͺهیدرودینامی مفاهیم بررسͬ و معرفͬ به فصل این در

قطبی های چند  حسب بر سرعت میدان بسط و استوکس معادلەی تکینەی جواب های معرفͬ با

جزئیات ادامه در ͬ کنیم. م ارائە را ͬͺهیدرودینامی مسائل مطالعەی برای کارآمد، ابزاری نیرو،

ͬ کنیم. م بررسͬ را ریزمقیاس شناگرهای حرکت

استوکس معادلەی ۱ .۶

بسیار رینولدز ِ عدد شرایط در که دادیم نشان رینولدز بعد بدون عدد معرفͬ با گذشتە، فصل در

این در ندارد. شارش ها این تحول در نقشͬ لختͬ و است اتلافͬ کاملا́ شارە حرکت ،ͷکوچ

این .۱ ͬ کنند م بیان را شارش تحول که هستند معادلاتͬ پیوستگͬ، و استوکس معادلات شرایط،

زیرند: بصورت حرکت معادلات

η∇۲u(x)−∇P (x) = f(x), ∇.u(x) = ۰, (۱ .۶)

که مختلفͬ مسائل در نیرو این منشأ است. شاره حجم واحد بر شده اعمال نیرو ی ،f(x) آن در که

اندامͷ های طریق از نیرو  ریز شناگر ها، مورد در است. متفاوت شد، اشاره آنها به فصل آغاز در

شارە ذرات با گرمایی، افت وخیز های سبب به نیز کلوئید ها ͬ شود. م وارد شاره به آنها حرکتͬ

دارند، هم ͬͺتریͺال بار معمولا˟ که آنجا از کلوئید ها، مورد در البته ͬ پردازند. م نیرو مبادلەی به

برای را بالا روابط که کنید توجه ͬ شوند. م وارد شاره به هم ͬͺتروستاتیͺال منشأ با نیرو هایی

ͬ گیریم. م نظر در ناپذیر تراکم را شارش فصل این سراسر در و نوشتەایم ناپذیر تراکم شارەی

خاص تر جواب های برخͬ دهید اجازە عمومͬ، نیروی برای استوکس معادلەی مطالعەی از پیش

است. موارد این از ͬͺی نقطەای نیروی  کنیم. بررسͬ را استوکس معادلەی

رینولدز عدد بودن ͷکوچ که کنید دقت ͬ کنیم. م فرض نیز ناپایا را شارش رینولدز، عدد بودن ͷکوچ بر علاوه ۱

بودن پایا برای ͬ شود، معیاری م معرفͬ آینده فصل های در که مانایی، بˀعد بدون عدد نیست. شارش بودن پایا معنͬ به
است. شارش
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۱۵۳ استوکس معادلەی ۱ .۶

نقطەای  نیروی

مسائل مطالعەی در کارآ بسیار ریاضͬ ابزارهای از آن، به وابسته سرعت میدان و نقطەای نیروی

ͬ شود. م اعمال شاره به نقطه ͷی در فقط که است نیرویی نقطەای، نیروی هستند. شارەها

تعریف ͬ توان م دیراک دلتای تابع ͷکم با را نقطەای نیروی نقطەای نیروی  ریاضͬ، بصورت

کرد:

f(x) = Fδ(x),

خطͬ از ͬ شود. م وارد شاره به مختصات مبدأ در که است نقطەای نیروی اندازەی ،F آن در که

بصورت نقطەای نیروی این سرعت میدان که بͽیریم نتیجه ͬ توانیم م استوکس، معادلەی بودن

بͽیریم نظر در ͬ توانیم م که ͬ ای خط رابطە ی ͬ ترین کل است. متناسب نیرو اندازەی با خطͬ

است: زیر بصورت

u۰
i (x) =

۳∑
j=۱

Gij(x)Fj , i = ۱, ۲, ۳. (۲ .۶)

گرین تابع Gij ͬ سازند. م را مͺان به وابسته تانسور ͷی مؤلفەهای ،Gij(x) رابطه این در

ͬ توان م نیز u۰ = G · F برداری بصورت را بالا معادلەی است. استوکس معادلەی تانسوری

است، پذیر امͺان نقطەای نیرو ی با استوکس معادلەی برای دقیق ریاضͬ حل ͷی ارائەی نوشت.

را جواب قبلͬ، فصل اطلاعات ͷکم با و ساده ریاضͬ روش ͷی با ͬ خواهیم م اینجا در ولͬ

نیروی  که است این ͬ کند م سادەتر را مسأله بررسͬ آن به توجه که مهمͬ نکتەی آوریم. بەدست

متحرک و ͷکوچ بی نهایت کرە ی ͷی طرف از شده وارد نیروی  صورت بە ͬ توان م را نقطەای

فصل در ͬ کند، م حرکت V۰ سرعت با که R شعاع به کرە ͷی شارشͬ میدان گرفت. نظر در

،u(x) = −M ·V۰ بصورت متحرک کرەی این از ناشͬ سرعت میدان آمد. دست به پیشین

،F = ۶πηRV۰ اندازەی به متحرک کرە ی این استوکس، قانون مطابق است. بیان قابل نیز

جواب ͬ توانیم م ،R → ۰ حد بررسͬ و اخیر رابطەی دو ترکیب با ͬ کند. م وارد نیرو شاره به

آوریم: رابەدست نقطەای نیروی برای استوکس معادلەی

G(x) =
۱

۸πηr
(I+ r̂r̂) , (۳ .۶)
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نالَخت شارش ۶ ۱۵۴

نیروی سرعت میدان است. واحد تانسور ،I رابطه این در .r̂ = x/r و r = |x| آن در که

نوشت: زیر صورت به ͬ توان م آن مؤلفەهای حسب بر را نقطەای

u۰
i (x) =

∑
j

GijFj , Gij =
۱

۸πηr
(δij + r̂ir̂j) . (۴ .۶)

نیرو دوقطبی

نیرو دو قطبی برای استوکس معادلەی پاسخ  ͬ توانیم م اکنون نقطەای، نیروی مسألەی از استفادە با

ͬ شود: م تعریف زیر بەصورت نیرو دوقطبی آوریم. بەدست را

f(x) = F[δ(x+ d)− δ(x)],

کل نیروی و شدەاند واقع هم از d فاصلەی به که است نقطەای نیروی دو اثر شاره تحت اینجا در

سرعت ِ میدان ͬ توان م استوکس، معادلەی بودن خطͬ از استفاده با و سهولت به است. صفر نیز

نوشت: زیر صورت به را دوقطبی

uD = (G(x+ d)−G(x)) · F.

ͬ آید: در م زیر بەصورت ͷکوچ dی برای تیلور بسط از دور بسیار فواصل در میدان این

uDi =
∑
j,k

GDijkPkj ,

ͬ شود: م داده زیر بەصورت GDijk و است نیرو دوقطبی تانسور ،Pkj = dkFj آن در که

GDijk =
∂

∂xk
Gij =

۱
۸πηr۲ (δij r̂k − δikr̂j + δjkr̂i + ۳r̂ir̂j r̂k) .

نیرو دلخواه توزیع

برخͬ در کنیم. بحث نیرو دلخواە˼ توزیع ͷی به وابسته سرعت میدان مورد در ͬ خواهیم م اکنون

مثال، عنوان به ͬ شود. م اعمال شارە به فضا از متناهͬ ناحیەی ͷی در شارە بر وارد نیروی  مسائل،

خارجͬ سطح ِ طریق از شاره بر وارد نیروی  مورد، این در بͽیرید. نظر در را متحرک باکتری ͷی
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۱۵۵ استوکس معادلەی ۱ .۶

ͬ شود. نم اعمال شاره به نیرویی باکتری، از دور نواحͬ در پس ͬ شود. م اعمال شاره به باکتری

نیرو توزیع قطبیهای چند حسب بر را سرعت میدان ͬ توانیم م نیرو، محدودەی از خارج نواحͬ در

بͽیرید. نظر در را f(x) بصورت خارجͬ نیروی دلخواه توزیع با استوکس معادلەی دهیم. بسط

نیرو چندقطبیهای حسب بر را دور فواصل در نیرو دلخواه توزیع توسط شده تولید سرعت میدان

ͬ دهیم: م بسط زیر بصورت

ui(x) =
∑
j

Gijbj +
∑
j,k

GDijkpjk

+
∑
j,k,l

GQijkltjkl + بالاتر مراتب قطبی های .چند  (۵ .۶)

این است. نیرو چهارقطبی tjlm و نیرو دوقطبی یا اول گشتاور pjl خالص، نیروی bj آن در که

ͬ آیند: م دست بە نیرو توزیع از زیر بصورت کمیات

bj =

∫
d۳x′fj(x

′), (۶ .۶)

pjk = −
∫
d۳x′x′kfj(x

′), (۷ .۶)

tjkl =

∫
d۳x′x′kx

′
lfj(x

′). (۸ .۶)

چهارقطبی به وابسته سرعت میدان ͬ شوند. م تعریف مشابه صورت به بالاتر مراتب چندقطبی های

ͬ شود: م زیر صورت به نیرو

GQijlm =
∂

∂xm
GDijl =

۱
۸πηr۳ [(δilδjm + δimδil − δijδlm)

− ۳(δlmr̂ir̂j + δjmr̂ir̂l + δjlr̂ir̂m + δimr̂j r̂l + δilr̂j r̂m − δij r̂lr̂m)

+ ۱۵r̂ir̂j r̂lr̂m]. (۹ .۶)

ͬ آید. م بدست نقطەای نیروی از پیاپی مشتق گیری با بالاتر، مراتب چندقطبیهای سرعت میدان

مسائل، این در کرد. استفاده ͬ توان م استوکس مرزی مقادیر مسائل حل برای بالا روش از

مطالعەی برای ͬ شود. م داده مرز ها حرکت طریق از تنها شاره حرکت و نیست شده داده نیرو توزیع

تکینەی (جواب قطبیها   چند حسب بر را سرعت میدان ابتدا مرزی، مسألەی  ͷی سرعتِ میدان
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نالَخت شارش ۶ ۱۵۶

مرزی شرایط اعمال با را بسط ضرایب سپس ͬ دهیم. م بسط آن) مشتق های و استوکس معادلەی

مسائل حل در هستند. نیرو گشتاور های بسط، ضرایب مورد، این  در ͬ آوریم. م بەدست مسأله

جواب های باید دادیم، شرح بالا در که استوکس معادلەی تکینەی جواب های بر علاوه مرزی،

بصورت که لاپلاس معادلەی تکینەی جواب های بͽیریم. نظر در نیز را لاپلاس معادلەی تکینەی

چند قطبیها، حسب بر بسط در شدند. بررسͬ پایستار شارش فصل در بودند، ͷچاه یا چشمه

بͽیریم: نظر هم در را زیر جملات باید

ui(x) = Qusi +
∑
j

Pj
∂

∂xj
usi +

∑
j,k

Tjk
∂۲

∂xj∂xk
usi + · · · , (۱۰ .۶)

چشمه چهارقطبی و چاه یا چشمه دوقطبی چاه، یا چشمە قدرت ترتیب به Tjk و Pj ،Q آن در که

است: زیر بصورت واحد قدرت با جریان چشمە ͷی سرعت میدان ͬ رسانند. م را چاه یا

usi =
r̂

۴πr۲ .

است: زیر بصورت نیز آن مشتق

∂

∂xj
usi =

۱
۴πr۳ (δij − ۳r̂ir̂j).

و ۵ .۶ جواب های ترکیب از دلخواه، مرزی شرایط با استوکس معادلەی جواب ͬ ترین کل

ͬ آیند. م بەدست ۱۰ .۶

استوکس نیروی و متحرک  کرەی

.۱ است V۰ یͺنواخت سرعت و R شعاع با کره ͷی حرکت مسألەی مرزی، مسألەی سادەترین

میدان بسط با ͬ کنیم. م استفاده چندقطبیها بسط از متحرک، کرەی این شارشͬ میدان یافتن برای

کرە از ناشͬ سرعت میدان در ͬ آوریم. م بەدست را بسط ثابت های مرزی، شرایط اعمال و سرعت

چطور؟ چاه یا چشمه قطبی دو ولͬ باشد داشته سهم خالص بصورت چاهͬ یا چشمە هیچ نباید
در کنید، دقت آمد. دست به استوکس معادلەی مستقیم حل با پیشین فصل در متحرک، کرەی از ناشͬ شارش ۱

به حال هر به ولͬ آوردیم. دست به مسأله این از نیز را نقطەای نیروی جواب  ریاضͬ ترفند ͷی از استفاده با فصل این
آورد. دست به را نقطەای نیروی برای استوکس معادلەی جواب  ͬ توان م هم مستقیم صورت
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۱۵۷ برشͬ شارش در صلب کرەی ۲ .۶

و نقطەای نیروی جملەی ͷی تنها متحرک کرەی سرعتِ میدان بسط در کنیم، فرض دهید اجازه

دارد: حضور چاه یا چشمه دوقطبی

ui(x) =
∑
j

(
bjGij + Pj

∂

∂xj
usi

)
,

متحرک، کرەی مورد در ͬ آیند. م بەدست مرزی شرایط اعمال با ،Pj و bj عددی ضرایب اکنون

کند: برآورده را زیر مرزی شرط سرعت، میدان باید

u(x)|x=R = V۰.

جواب کنیم، برآورده را مرزی شرایط ثابت ها، از خاص انتخاب ͷی با بتوانیم که صورتͬ در

گرفته نتیجه استوکس دیفرانسیل معادلەی جواب های یͺتایی از موضوع این یافتەایم. را مسأله

انتخاب: که ͬ بینیم م سهولت به مسأله این در ͬ شود. م

P = πR۳V۰, b = ۶πηRV۰,

و نقطەای نیروی  بر علاوه سرعت، میدان بسط در اگر ͬ کند. م برآورده کاملا را مرزی شرایط

چند که ͬ دیدیم م سهولت به ͬ افزودیم، م نیز را دیͽری قطبی های چند چشمه⁃چاه، دوقطبی 

که جوابی با آمده بەدست جواب که کنید بررسͬ ندارند. سرعت میدان در سهمͬ دیͽر قطبیهای

دارد. تطابق آمد دست به کره سرعت میدان برای قبلͬ فصل در

برشͬ شارش در صلب کرەی ۲ .۶

که شاره مرز های توسط شارش این بͽیرید. نظر در u∞ = Γ ·x شͺل به سادەای برشͬ شارش

سامانه این Rوارد شعاع به صلبی کرەی کنید فرض اکنون ͬ شود. م تولید دارند قرار بی نهایت در

تغییر کرە اطراف شارشͬ میدان ندهد، تغییر را بی نهایت شارش کره ورود اینکه فرض با ͬ شود. م

u = u∞ + u′ دادن قرار با ͬ دهیم. م نشان u(x) با را جدید مسالەی شارشͬ میدان ͬ کند. م

ͬ کند: م صدق زیر مرزی شرایط در شارشͬ میدان این آوریم. بدست را u′ میدان شͺل ͬ خواهیم م

u′(x→ ∞) = ۰, u′(x→ R) = −RΓ · x̂.
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شارشͬ میدان که ͬ زنیم م حدس ͬ کنیم. م استفاده شارشͬ میدان یافتن برای قطبیها چند بسط از

آید: دست به مناسب چشمەوچاه چهارقطبی ͷی و نیرو دوقطبی ͷی ترکیب از

u′i = GDijldjl +QijlTjl

و دوقطبی قدرت ترتیب به Tjl و djl و چهارقطبی شارشͬ میدان Qijl = ∂j∂lu
s
i آن در که

بالا حدس که ͬ بینیم م مرزی شرایط اعمال با سهولت به ͬ دهند. م نشان را چهارقطبی قدرت

دهیم: قرار کافیست ͬ کند، م برآورده را مرزی شرایط

d = − ۵
R۲ T = −R

۳

۶
(۴Γ + ΓT ).

رقیق سوسپانسیون موثر ویسͺوزتیەی ۳ .۶

درون محلول این بͽیرید. نظر در را R شعاع به شͺل کروی کلویید  N از رقیق سوسپانسیونͬ

این اگر که ͬ دهد م نشان آزمایش است. محبوس شود مͬ مشخص A سطح توسط که V حجم

بدون خالص محلول انرژی اتلاف از بیشتر انرژی اتلاف باشد، خارجͬ نیروی اثر تحت محلول

از کوچͺتر خیلͬ آنها بین مشخصەی فاصلەی و کلویید ها اندازەی که صورتͬ در است. کلویید

سوسپانسیون ͬ توانیم م باشد، ͬ شود م انجام آزمایش آن روی که ماکروسͺوپی سامانەی اندازەی

محلول ویسͺوزیتەی از بزرگتر که موثری ویسͺوزیتەی با یͺنواخت محلول ͷی صورت به را

باشد، بزرگتر خیلͬ آنها اندازەی از کلوییدها بین فاصلەی که صورتͬ در بͽیریم. نظر در است

نظر در را کلوییدی تک سیستم دهید اجازه پس کرد. صرفنظر ͬ توان م آنها بین برهمͺنش از

اگر ͬ دهیم. م نشان A۰ و V۰ با ترتیب به را کلویید سطح و حجم و V سامانه حجم بͽیریم.

A مرز طریق از u∞ = e · x شͺل به سادەای خطͬ شارشͬ میدان نباشد، سامانه در کلوییدی

داده σ∞ = −p∞I + ۲ηe صورت به تنش تانسور صورت این در ͬ شود. م اعمال محلول به

تانسور و شارشͬ میدان کلویید ، ورود با اکنون است. محلول ویسͺوزیتەی η آن در که ͬ شود م

کرد: خواهند تغییر زیر صورت به تنش

u = u∞ + u′, σ = σ∞ + σ′, σ′ = −p′I+ η
(
∇u′ + [∇u′]T

)
,
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۱۵۹ رقیق سوسپانسیون موثر ویسͺوزتیەی ۳ .۶

آمد. خواهد دست به کلویید، ورود مناسب مرزی شرایط اعمال با u′ شارشͬ میدان آن، در که

مختلفͬ مͺان های روی میان گیری با باشد، سامانه اندازەی از کوچͺتر کلویید اندازەی اگر

صورت به سامانه این در شارش که کرد تصور ͬ توان م یابد، حضور آنجا در ͬ تواند م کلویید  که

این در است. η∗ موثر وشͺسانͬ با ولͬ خالص محلولͬ با سامانەای در شارش با برابر متوسط

گرفت: نظر در زیر صورت به ͬ توان م را معادل سامانەی این تنش تانسور صورت

σ = −p∞I+ ۲η∗e.

ͬ شود م انجام قید این با یͺنواخت، موثر محلول ͷی با رقیق کلوییدی سوسپانسیون جایͽزینͬ

توجه با باشد. اندازه ͷی به موثر سامانەی و واقعͬ سامانەی در انرژی اتلاف میزان محاسبەی که

زیر طریق از شاره روی کار انجام آهنگ ͬ شود، م ایجاد مرز در نیروهایی طریق از شارش اینکه به

ͬ شود: م ∫محاسبه
A
u∞ · df = eij

∫
A
xjσikdsk,

از ابتدا انرژی، اتلاف آهنگ محاسبەی برای است. سطح بر وارد نیروی df = σ · ds آن در که

جایͽزینͬ، این با σ = σ∞ + σ′ ͬ دهیم: م قرار و ͬ کنیم م استفاده کلوییدی سامانەی توصیف

ͬ شود: م کار انجام آهنگ

−eij
∫
A
p∞xjdsi + ۲ηeijeik

∫
A
xjdsk + eij

∫
A
xjσ

′
ikdsk.

رابطەی طریق از را تنش تانسور و کنیم استفاده موثر محلول توصیف از که است این دوم روش

داریم: دهیم. قرار موثر تنش

−eij
∫
A
p∞xjdsi + ۲η∗eijeik

∫
A
xjdsk.

ͬ آید: م دست به بالا روش دو نتیجەی دادن قرار مساوی از

۲(η − η∗)eijeijV = −eij
∫
A
xjσ

′
ikdsk.

است. شده استفاده
∫
A xjdsk = δjkV اتحاد از آن، در که
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نالَخت شارش ۶ ۱۶۰

این به اگر داد. تغییر زیر صورت به ͬ توان م را A یعنͬ شاره خارجͬ سطح روی انترال

کلویید) داخل سمت به کلویید روی نرمال بردار فرض (با کلویید سطح روی انتگرال انتگرال،

پس: ͬ آید. م دست به ͬ کند م محصور را شاره کل که بستەای سطح بیفزاییم، ∫را
A
+

∫ ′

A۰

−
∫ ′

A۰

=

∮
−
∫ ′

A۰

=

∮
+

∫
A۰

,

علامت آن، سطح بر عمود بردار برای کلویید خارج جهت گرفتن نظر در با عبارت، آخرین در که

داریم: حجمͬ انتگرال به سطحͬ انتگرال تبدیل و بالا رابطەی استفاده با کردەایم. حذف را ∮منفͬ
A
xjσ

′
ikdsk = −δij

∫
V−V۰

p′dv + η

∫
V−V۰

(∂iu
′
j + ∂ju

′
i)dv.

دوم، حجمͬ انتگرال خاص شͺل به توجه با است. شده استفاده ∇ · σ′ = ۰ اتحاد از آن در که

چون ندارد، سهمͬ A سطح روی انتگرال کنیم. تبدیل سطحͬ انتگرال به مجددا ͬ توانیم م را آن

داریم: آمده دست به رابطەی از استفاده با ͬ کند. م افت بی نهایت در u′ سرعت میدان

۲(η∗−η)Tre۲V = −Tre
∫
V−V۰

p′dv+eij

∮
A۰

[xjσ
′
ik−η(u′iδjk+u′jδik)]dsk.

نشده انجام کلویید بودن کروی یا صلب مورد در فرضͬ هیچ بالا محاسبات در که کنید دقت

همەی صورت این در باشد. ویسͺوزتر شارەی ͷی از قطرەای ͬ تواند م نظر مورد کلویید است.

مساله وارد مربوطه مرزی شرط طریق از کلویید درونͬ مشخصات و استفادەاند قابل بالا روابط

ادامه صلب کلویید ͷی برای را محاسبات اکنون ͬ دهد. م تغییر را u′ شارشͬ میدان و شده

بەدست را برشͬ میدان در واقع کروی کلویید اطراف شارشͬ میدان قبلͬ قسمت در ͬ دهیم. م

داریم: آوردەایم.

u′i = −۵
۶
R۳GDijkejk + Quadrapole.

آوریم: دست به مستقیم انتگرال گیری با ͬ توانیم م مربوطه فشار و سرعت میدان جایͽذاری ∫با
V−V۰

p′dv = ۰,
∮
A۰

[xjσ
′
ik − η(u′iδjk + u′jδik)]dsk =

۲۰
۳
πR۳ηeij .

ضرب کلویید ها تعداد در را بالا محاسبات نتیجەی کافیست کلوییدی، رقیق بسیار سامانەی در
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۱۶۱ ͬͺهیدرودینامی برهمͺنش ۴ .۶

داریم؛ صورت این در کنیم.

η∗ = η(۱ +
۵
۲
ϕ),

ͬ کند. م مشخص را کلویید ها حجمͬ کسر ϕ = NV۰/V آن در که

ͬͺهیدرودینامی برهمͺنش ۴ .۶

حرکت بͽیرید. نظر در را ri(t) مͺان های در واقع Nکلوئید از متشͺل کلوئیدی مجموعەی ͷی

میدان تولید باعث خاص کلوئید ͷی حرکت است. همراه شاره به نیرو اعمال با کلوئیدی ذرەی هر

ͬ دهد. م قرار تاثیر تحت را دیͽر کلوئیدهای و شده منتشر شارشͬ میدان این ͬ شود. م شارشͬ

ͬ شود. م گفته ͬͺهیدرودینامی برهمͺنش ͬ شود، م دیده کلوئید ها حرکت در که متقابل اثر این به

شارەهاست. ͷانیͺم چالشͬ مسائل از ͬͺی ͬͺهیدرودینامی برهمͺنش های بررسͬ و مطالعە

بصورت را iاُم کلوئید حرکت سرعت  دهید اجازه ،ͬͺهیدرودینامی برهمͺنش های بررسͬ برای

استوکس معادلەی بودن خطͬ دهیم. نشان ،Fi با را آن بر وارد ͬͺهیدرودینامی نیروی و ṙi = Vi

رابطەی ͷی تا ͬ دهد م اجازه ما به سرعت، میدان به نسبت تنش تانسور بودن خطͬ همچنین و

بنویسیم: کلوئید هر بر وارد ͬͺهیدرودینامی نیروهای و سرعت  بین زیر بصورت خطͬ و کلͬ

Vi,α =

۳∑
β=۱

N∑
j=۱

Oαβ
ij Fj,β , i = ۱, ..., N, α = ۱, ۲, ۳, (۱۱ .۶)

ͬͺهیدرودینامی برهمͺنش تانسور ،Oαβ
ij اینجا در است. ذرەیiاُم مؤلفەیαسرعت ،Vi,α آن در که

ذرات بین فاصلەی بر علاوه ͬͺهیدرودینامی برهمͺنش تانسور است. jاُم و iاُم کلوئیدهای بین

است. وابسته نیز آنها هندسͬ شͺل به

ͬ تر، کل حالت در دارند. انتقالͬ حرکت تنها کلوئیدی ذرات که کردەایم فرض بالا بحث  در

روابط باید موارد، این برای دارند. نیز چرخشͬ حرکت های خطͬ، حرکت بر علاوه کلوئیدی ذرات

در شوند. افزوده بالا روابط به ͬ کنند، م مربوط گشتاور ها به را زاویەای سرعت های که ͬ ای خط

امͺان نیز نیرو و چرخش بین همبستگͬ و گشتاور و خطͬ سرعت های بین همبستگͬ موارد، این

ͬ گیریم. م نظر در را خطͬ ونیروهای سرعت تنها ما ادامە در است. پذیر
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برای مدل این است. ͬͺهیدرودینامی برهمͺنش  برای مدل ها سادەترین از ͬͺی ۱ اُسین مدل

شعاع به شͺل کروی ذرات برای است. استفاده قابل شͺل کروی ͷکوچ بسیار کلوئیدی ذرات

است: زیر بصورت اُسین برهمͺنش تانسور ،a

Oαβ
ii =

۱
۶πηa

δαβ ,

Oαβ
ij =

۱
۸πη|r|

(δαβ + r̂αr̂β), i ̸= j, (۱۲ .۶)

بەدست در اُسین، اصلͬ ایدەی است. j و i کلوئید  دو نسبی مͺان بردار ،r = ri− rj آن در که

باشد، آنها اندازەی از بزرگتر بسیار ذرات بین فاصلەی اگر است. زیر بەصورت بالا روابط آوردن

هر برهمͺنش  این صورت، در کرد. صرفنظر آنها بین متقابل اثرات از ͬ توان م تقریب اولین در

ͬ شود. م داده است، ذره همان سرعت و نیرو بین رابطەای که استوکس قانون با شͺل کروی ذرەی

تقریب اندکͬ بخواهیم  اگر اکنون ͬ دهد. م دست بە را ،۱۲ .۶ معادلەی در رابطە اولین تقریب، این

فکر دارند، قرار یͺدیͽر از r فاصلەی به که ذرە ای دو بین متقابل اثرات به ͬ توانیم م کنیم، بهتر را

دور ذرەی دو ͬ گیریم. م نظر در آنها شعاع از بزرگتر را ذرات بین فاصلەی همچنان البته کنیم.

نیروی ͷی بصورت دیͽر ذرەی ، jاُم ذرەی همراه ناظر نظر از بͽیرید. نظر در را j و i ازهم

باید ، jاُم ذرەی مͺان در نقطەای، نیروی این سرعت میدان ͬ شود. م دیده Fi اندازەی با نقطەای

دیͽر: بیان به باشد. برابر ذره این سرعت با

Vi,α =
∑
β

GijFj,β .

ͬ شود: م نتیجە رابطه این از

Oαβ
ij = Gαβ ,

است. ،۱۲ .۶ معادلەی در رابطە دومین نیز، رابطه این

که کلوئید هایی برای است. استفاده قابل هم از دور بسیار کلوئید های برای اُسین تقریب

(a/r) ͷکوچ کمیت حسب بر اختلالͬ بسط ͷی بصورت را بالا روابط باید هستند نزدیͷ تر

.[۴۱] است شده انجام پراگه و رˀتنه توسط تصحیح این کرد. تصحیح
Oseen۱
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۱۶۳ مقیاس ریز شناگر های ۵ .۶

مقیاس ریز شناگر های ۵ .۶

زنده برای باکتری ها است. استوکس معادلات کاربرد موارد از ͬͺی باکتری ها حرکت توصیف

برای تلاش و بیشتر غذای یافتن برای جست وجو باشند[۱۸]. حرکت در همواره مجبورند ماندن

هر چند ͬ شوند[۳۵]. م شامل را باکتری ها جنب وجوش برای کافͬ و اساسͬ دلایل مثل، تولید

این دلیل دو به ولͬ ͬ کنند، م پخش محیط در را باکتری ها گرمایی، افت وخیز از ناشͬ حرکت های

و کم حرکت ها این قدرتِ طرفͬ از نیستند. باکتری ها نیاز پاسخͽوی معمولا˟ حرکت ها از نوع

سازوکار های با باکتری ها سبب این به است. تصادفͬ و بی نظم نیز آنها راستای دیͽر طرف از

جابجا محیط در و کرده ایجاد را نیاز مورد ͬͺانیͺم حرکت های مجبورند ͬͺفیزی و شیمیایی

ͬͺفیزی خواص نظر از که است محیط هایی یا آب در عموماً باکتری ها، حرکت که آنجا از شوند.

نقشͬ آب، چسبندگͬ و اصطͺاک آیا که ͬ رسد م مهم نظر به پرسش این هستند، آب به شبیه بسیار

اجازه باشیم، داشته اصطͺاک نیروی بزرگͬ مرتبەی از برآوردی اینکە برای دارد؟ آنها حرکت  در

باکتریِ مانند  ͬ نوع باکتری ِ ͷی ظاهری، نظر از کنیم. بررسͬ رقم و عدد با بیشتر کمͬ آنرا دهید

سرعت بͽیریم. نظر در میͺرومتر ۱۰ تا ۱ تقریباً شعاع با کرەای بصورت ͬ توانیم م را ای ک͒لای

میلͬ ۱ با برابر نیز آب وشͺسانͬ است. ثانیه بر میͺرومتر ۱ مرتبەی از باکتری ها مشخصەی

ͬ شود. م ،۱۰−۱۴N با برابر نیرو مقدار استوکس، قانون از استفاده با اکنون است. ثانیه پاسͺال

پیشین بحث های از شود. مقایسه لختͬ نیروی با باید نیرو این واقع در است؟ ͷکوچ نیرو این آیا

است. مقایسه این معیار رینولدز عدد که ͬ دانیم م

بسیار نتیجە، این ͬ دهد. م ۱۰−۶ با برابر حدودا ً را رینولدز عدد مقدار ساده برآورد ͷی

ندارد. نقشͬ هیچ لختͬ و است زیاد بسیار اصطͺاک باکتری، حرکت در ͬ رسد. م بەنظر عجیب

در ͬ کند. م ایجاد باکتری ریز مقیاس دنیایِ و ما مقیاس بزرگ دنیای ِ بین اساسͬ تفاوتͬ نکته این

شناگر ͷی مثلا ͬ کنیم. م حرکت راحت تر لختͬ، به امیدِ و ͷکم با همواره ما روزمره، مسائل

وجود علت به جلو، به رو اولیەی حرکت ͷی تولید و پا یا دست  در حرکت ͷی با آب، درون

لختͬ از بهینەای استفادەی ماهر شناگر ها ی ͬ کند. م پیدا سوق جلو سمت به زیادی مقدار لختͬ

چه هر و ندارد اهمیتͬ هیچ لختͬ باکتری ها دنیای در برسند. بیشتر سرعت های به تا ͬ کنند م

به لختͬ بدون شرایط در که هستند ماهری بسیار شناگر های باکتری ها است. اصطͺاک هست
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هستند. ریزمقیاس موجودات دیͽر و باکتری ها در ساز حرکت اندامͷ های مژک و تاژک ۱ .۶ شͺل
دنبالەی ͷی مژک کند. شنا ͬ تواند م تاژک چرخاندن با باکتری است. مارپیچ شبیه دنبالەی ͷی تاژک

ͬ راند. م پیش به را باکتری آمدن،  در ارتعاش به با که است منعطف

کند. شنا ͬ تواند نم دارد، درونͬ آزادی درجەی  ͷی که خیالͬ موجودی صدف، ۲ .۶ شͺل

شرایط شبیەسازی، ͷی با بخواهیم اگر ͬ شوند. م جابجا ثانیه هر در خود طول با برابر ای اندازه

افزایش را محیط وشͺسانͬ ͬ توانیم م کنیم، ایجاد ͷوپیͺماکروس ابعاد در را باکتری ها شناکردن

تجربەای همان ͬ کند، م شنا عسل مثل وشͺسان بسیار مایع ͷی درون که شناگر فرد ͷی دهیم.

شناگر های مجبورند باکتری ها چرا که است واضح اکنون آب. درون باکتری که ͬ کند م کسب را

باشند. ماهری بسیار

نیز دیͽری مسألەی ͬ کند، م سخت را باکتری ها دنیای در حرکت که بالا موضوع بر علاوه

پیش دهید اجازه ͬ افزاید. م باکتری ها ریزمقیاس̞ دنیای در حرکتͬ شرایط پیچیدگͬ بر که هست

اجزای از شناگر هر واقع در کنیم. سادەتر کمͬ را شناگر ͷی ساختار موضوع، این شرح از

در صلب هندسͬ قسمت ͷی بصورت ͬ توانیم م را آنها از کدام هر که شده تشͺیل کوچͺتری

مطابق است. شده ساخته بدنه و پا ها دست ها، اجزای  از شناگر فرد ͷی بدن مثلا بͽیریم. نظر

مژک، یا تاژک تعدای همراه به ͬ گون بیض یا کروی بدنەی ͷی از معمولا˟ باکتری ، ͷی ،۱ .۶ شͺل

لولا هم به که کفە دو ͬ دهد. م نشان را صدف ͷی از تصویری ،۲ .۶ شͺل است. شده ساخته

این از جز هر حرکتِ قبلͬ، بحث های به توجه با ͬ دهند. م تشͺیل را صدف ساختار شدەاند

اگر شناگر. مسألەی به بازگردیم اکنون ͬ کند. م تبعیت ۱۱ .۶ معادلەی مشابه معادلاتͬ از سامانە ،

حرکت معادلات باید شود، منتقل جلو به خود اجزای در تناوبی حرکت های با بخواهد شناگر ͷی

پس ͬ شود م شͺسته زمان وارونͬ تقارن روبەجلو، خالص̞ حرکتِ برای بدهند. را اجازه این نیز
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معادلات مطابق بدهند. را زمان وارونͬ تقارن شدن شͺسته اجازەی باید نیز حرکت معادلات

طرف از است. وابسته نیروها شͺل به زمان، وارونͬ تحت حرکت معادلات ناوردایی ،۱۱ .۶

سلسلە نباید پس ͬ شوند، م تولید داخلͬ حرکت های توسط ͬͺهیدرودینامی نیروهای چون دیͽر،

این در تنها باشند. ناوردا زمان وارونͬ به نسبت ͬ دهد، م انجام سامانە که درونͬ تناوبی حرکات

این ͬ گوییم. م غیربازگشتͬ حرکت های حرکت ها، این به شود. تولید خالصͬ جابجایی صورت

شناگر خالص، انتقالͬ حرکت تولید برای که است ریزمقیاس شناگر های پیچیدگͬ دومین موضوع

باشد. داشته را غیربازگشتͬ درونͬ حرکت های انجام در مهارت باید

در شارشͬ اساسͬ معادلات به دهید اجازە دید. ͬ توان م نیز دیͽر صورتͬ به را بالا موضوع

سرعت واگرایی چون گردیم. باز ناپذیری، تراکم و استوکس معادلات یعنͬ بی لختͬ، شرایط

فشار که ͬ رسیم م نتیجه این به کنیم محاسبه را استوکس معادلەی طرفین واگرایی اگر است، صفر

ͬ کنیم م محاسبه را استوکس معادلەی طرفین لاپلاسͬ اکنون ͬ کند. م صدق لاپلاس معادلەی در

برسیم: زیر نتیجەی به تا

∇۴u(x, t) = ۰. (۱۳ .۶)

دارد. را ناپذیری تراکم شرط و استوکس معادلەی اطلاعات تمام ،۴ مرتبه دیفرانسیل معادلەی این

زمان وارونͬ تبدیل تحت وضوح به است، شده نوشته بالا بەصورت که شاره تحولͬ معادلەی

نوع در شناگر، برای خالص جابجایی تولید و تقارن این شͺستن برای راه تنها پس ناورداست.

معادلات به مرزی شرط بصورت شناگر، بدن مختلف قسمت های تغییرات است. مرزی شرط

بشͺنند. را زمان وارونͬ تقارن که باشند باید طوری حرکات این ͬ شوند. م اضافه شاره حرکتͬ

هستند. مسأله پاسخ بازگشتͬ غیر حرکت های سلسله شد، اشاره نیز این از پیش  که همان طور

شده، تشͺیل صلب کفەی دو از ،۲ .۶ شͺل مطابق که خیالͬ صدفِ ͷی آیا مثال برای

راهͬ هیچ سامانە این برای است. منفͬ پاسخ کند؟ شنا خود دهان کردن بازوبسته با ͬ تواند م

ندارد. وجود ندارند) را زمان وارونͬ تقارن که (حرکاتͬ غیربازگشتͬ داخلͬ حرکات تولید برای

ͬ شوند. م تبدیل یͺدیͽر به دهان بستن و بازکردن نیم دورەهای همیشه ،t→ −t تبدیل با واقع در

واضح برای هستند. ناوردا زمان وارونͬ تبدیل به نسبت درونͬ حرکات سلسله صورت این در

بسته و باز را خود کفەی دو تناوبی، و پیوسته بەطور که بͽیرید نظر در را صدفͬ بحث، شدن
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L1 L2

L1

L2

تغییر با سامانە این شدەاند. وصل هم به بازو دو توسط که کرە سە از متشͺل شناگر ͷی ۳ .۶ شͺل
نشان شͺل در بازگشتͬ حرکات سلسله از کامل دورەی ͷی کند. شنا ͬ تواند م خود بازو های طول دادن

است. شده داده

فیلم، همان از فیلم این شناخت برای راهͬ هیچ شود، تهیه صدف این از فیلم ͷی اگر ͬ کند. م

چه با صدف،  دارد اهمیتͬ آیا نیست. ͬ شود، م داده نمایش ابتدا به انتها جهت در که  ͬ هنگام ولͬ

اتفاقͬ چه نباشند، برابر کردن بسته و باز سرعت های اگر بسته کند؟ و باز را خود کفەی دو سرعتͬ

پس نیست، زمان از اثری هیچ ،۱۳ .۶ رابطەی یعنͬ شاره،  حرکت معادلەی در که آنجا از ͬ افتد؟ م

کند. تولید خالصͬ جابجایی ͬ تواند نم صدف صورت هر در ندارند. اهمیتͬ حرکت سرعت های

سامانە ای سادەترین دارد. است، کفه دو بین زاویەی که درونͬ آزادی درجەی ͷی تنها صدف،

بازو دو با که ک͒ره سه مثلا باشد. داشته درونͬ آزادی درجەی دو دست کم باید شناکند، ͬ تواند م که

لحظەی در ،۳ .۶ شͺل مطابق کنید فرض بͽیرید. نظر در را شدەاند وصل هم به خطͬ بصورت

ͬ شود، م باز راست بازوی ابتدا باشد. یͺسان بازو دو هر طول چپ) سمت شͺل، (پائین اول

راست بازوی ابتدا ادامه در ͬ شود. م باز هم چپ بازوی سپس ͬ شود. م افزوده کمͬ آن طول یعنͬ

درونͬ حرکات از کامل دورەی ͷی مرحله، چهار این طͬ در ͬ شوند. م بسته چپ بازوی سپس و

غیر درونͬ حرکات سلسله این کنید دقت بازگردد. خود اولیەی شͺل به سامانە تا ͬ شود م انجام

حرکات سلسله از کاملا́ که ͬ رسیم م حرکاتͬ سلسله به ،t → −t تبدیل با هستند. بازگشتͬ

منتقل جلو به و کرده شنا حرکات این تکرار با سامانە این سبب این به هستند. تمایز قابل اصلͬ

ͬ شود. م
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نالَخت دنیای در حرکت و تقارن مسأله به هوشمندانەای پاسخ باکتری ها، مورد در طبیعت

حرکت اساسͬ ابزار دو مژک و تاژک شد، اشاره قبلا ً که همان طور ،۱ .۶ شͺل مطابق است. داده

ممͺن هم برخͬ و مژک با برخͬ تاژک، با باکتری ها از برخͬ هستند. باکتری ها بیشتر در ساز

در صلب شͺل̞ مارپیچ فنر ͷی کنند. حرکت مژک و تاژک چند ترکیبی سازوکارهای با است

باکتری بدنەی به را فنر این سرِ  ͷی اگر است. تاژک ͷی برای مناسب مدلͬ موارد از بسیاری

مشابە˼ سامانە این ͬ کند. م شنا باکتری بچرخانیم، روشͬ با اتصال نقطەی در آنرا و کنیم وصل

ͷی مژک مقابل، در ͬ شود. م منتقل جلو به ͬ رود، م فرو چوب درون به چرخاندن با که پیچ ͷی

از که موجͬ حرکت های است. متصل ریزموجودات از برخͬ به که است پذیر انعطاف دنبالەی

سامانە تا ͬ کنند م ایفا را بازگشتͬ غیر درونͬ حرکت ͷی نقش ͬ شوند، م منتشر مژک انتهای به ابتدا

پیش برانند. به را

کرەای سە شناگر

معادلات ͬ خواهیم م بͽیرید. نظر در را شد معرفͬ ۳ .۶ شͺل در که سە⁃کرەای شناگر سامانە

طبق است، بعدی ͷی سامانە این که آنجا از . [۳۳ ،۵۱ ،۸] کنیم بررسͬ را سامانە این حرکت

محور روی را کره سه هر سهولت برای پس ͬ کند. م پیدا ادامه خط ͷی روی آن حرکت تقارن،

کرەی ͬ دهیم. م نشان x۳ و x۲ ،x۱ با را کرەها لحظەای مͺان صورت این در ͬ دهیم. م قرار ،x

این بر وارد ͬͺهیدرودینامی نیرو های گرفتەاند. قرار آن جانب در دیͽر دوکرەی و وسط در اولͬ

بزرگتر بسیار آنها شعاع از را کرەها بین فاصلەی اگر ͬ دهیم. م نشان f۳ و f۲ ،f۱ با را کرەها

به کرەها حرکت معادلات کنیم. استفاده اُسین ͬͺهیدرودینامی برهمͺنش  از ͬ توانیم م بͽیریم،

بود: خواهند زیر صورت

ẋ۱ =
f۱

۶πηa
+

f۲

۴πηx۲۱
+

f۳

۴πηx۳۱
,

ẋ۲ =
f۱

۴πηx۲۱
+

f۲

۶πηa
+

f۳

۴πηx۲۳
,

ẋ۳ =
f۱

۴πηx۳۱
+

f۲

۴πηx۲۳
+

f۳

۶πηa
, (۱۴ .۶)

سامانە، این داخلͬ حرکت های توصیف برای است. ۲ و ۱ دوکرەی بین فاصلەی ،x۱۲ آن در که
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ͬ تواند م موتور این دارد. قرار وسطͬ) (کرەی ۱ کرەی روی مولͺولͬ موتور ͷی که کنید فرض

بازوها حرکت ͬ کنیم م فرض سهولت، برای دهد. تغییر را چپ و راست بازوهای طول توالͬ به

بازوها طول ͬ کنیم م فرض نشویم، دور اُسین تقریب از اینکه برای شوند. انجام پیوسته بصورت

فرکانس کنند. نوسان a≪ L و u۰ ≪ L شروط با و u۰ دامنەی با L متوسط مقدار ͷی حول

صورت: این در ͬ گیریم. م ω با برابر را نوسان ها

x۱۲ = L+ u۰ cos(ωt), x۱۳ = L+ u۰ cos(ωt+Φ), (۱۵ .۶)

سامانە ی که آنجا از باشد. بازو دو حرکت بین Φ فاز اختلاف ͷی کردەایم، فرض اینجا در که

این در ͬ شود. نم وارد آن به خالصͬ نیروی هیچ پس ͬ کند، م حرکت درونͬ حرکت های با شناگر

داریم: صورت

f۱ + f۲ + f۳ = ۰. (۱۶ .۶)

سرعت به مربوط متغیر سه ͬ شود، م مشخص متغیر شش با سە⁃کرەای سامانە  حرکتͬ حالت

ͷی و ۱۵ .۶ معادلەی دو ،۱۴ .۶ معادلەی سه آنها. بر وارد نیروی به مربوط متغیر سه و کرەها

این همزمان حل با هستند. مجهول ها تمامͬ یافتن برای لازم معادلەی شش ، ۱۶ .۶ معادلەی

آوریم. بەدست را کرەای سه سامانە ي ͬͺدینامی مشخصات تمامͬ ͬ توانیم م حرکتͬ معادلات

ͬ شود: م تعریف زیر صورت بە که است شناکردن سرعت یا جابجایی سرعت کمیت، مهم ترین

VS =
۱
۳
(ẋ۱ + ẋ۲ + ẋ۳) .

سامانە این درونͬ حرکات متغیر های حسب بر شناکردن سرعت دقیق شͺل محاسبه، اندکͬ با

متوسط صورت بە که است نوسانͬ حرکت ͷی سامانە، این جرم̧ مرکز ِ حرکت ͬ آید. م دست به

جابجا کمͬ مرکزی کرەی درونͬ، نوسانِ دورەی هر در واقع در ͬ کند. م پیدا سوق سو ͷی به

و a ≪ L حدی  حالت برای ولͬ است، بزرگ کمͬ سرعت رابطەی ریاضͬ شͺل ͬ شود. م

ͬ آید: م دست به زیر صورت به شناگر متوسط سرعت ،u۰ ≪ L

⟨VS⟩ =
۷

۲۴
(
u۰

L
)۲aω sinΦ.
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حرکت های از کامل دورەی ͷی روی زمانͬ گیری متوسط با سرعت، متوسط مقدار بالا رابطەی در

دو بین که حالتͬ برای تنها متوسط، سرعت داشتیم، انتظار که همانطور است. شده انجام درونͬ

درونͬ حرکات که است صورت این در واقع در است. صفر غیر دارد، وجود فاز اختلاف بازو

شͺل در که بستەای مسیر ،Φ ̸= ۰ برای هستند. بازگشتͬ حرکات از مجموعەای سامانە، این

است. شͺل بیضͬ مسیر ͷی است، شده داده نشان ،۳ .۶

است: زیر صورت به نیز ͬͺهیدرودینامی نیروهای متوسط

⟨f۱⟩ = −۲⟨f۲⟩ = −۲⟨f۳⟩ =
۵
۴
πη(

u۰

L
)۲a۲ω sinΦ.

شناگر ͷی سرعت  میدان ͬ کند. م رفتار نیرو قطبی چهار ͷی شبیه شناگر، این که است توجه جالب

از مجموعەای اگر است. نیرو چهارقطبی ͷی سرعت میدان شبیه دور، فواصل در سە⁃کرەای

چهارقطبی ͷی شبیه ͬ توانیم م را آنها از کدام هر کنند، حرکت هم کنار در مقیاس ریز شناگر های

موضوع این ͬ دهند. م قرار اثر تحت را همدیͽر نیرو، قطبی های چهار این کنیم. تصور نیرو

آنها که منظمͬ طرح های و باکتری ها بین متقابل اثر های توصیف برای باشد سرآغازی ͬ تواند م

شده ارائه [۳۵ ،۳۴] مراجع در شناگر ها از دیͽری دستەی حرکت جزئیات ͬ دهند. م تشͺیل

است.

کنیم. ارائه را نالخت شارش ͬͺفیزی و ریاضͬ مبانͬ مختصر بطور کردیم سعͬ فصل این در

مجدداً کردەاند، پیدا نرم چͽال مادەی شاخەی مسائل که اهمیتͬ با و امروزه نالخت شارش مبحث

روش های با آشنایی برای ͬ شود م توصیه علاقەمند خوانندەی به است. گرفته قرار توجه مورد

کند. مراجعه [۳۹] مرجع به دقیق تر ریاضͬ
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پرسش ها

است. شده واقع صلب صفحەی ͷی از d فاصلەی به ،F قدرت به نقطەای نیروی  ͷی ۱ .۶

بر بسط روش از ͬ توانید م راهنمایی: آورید. بدست را نقطەای نیروی این سرعت میدان

کنید. استفاده ͷتروستاتیͺال مسائل مشابه تصویر روش و قطبیها چند حسب

سرعت یا شͺل دایرەای مسیر ͷی روی و صفحه ͷی مجاورت در نقطەای نیروی ͷی ۲ .۶

فاصلەی است. صفحه با موازی Rو با برابر دایرەای مسیر شعاع ͬ کند. م حرکت ،v ثابت

دور فواصل در شاره سرعت میدان متوسط بͽیرید. h با برابر نیز را صفحه از دایره مرکز

دارد؟ شͺلͬ چه صفحه از

ͬ کند. م حرکت صلب صفحەی ͷی مجاورت در که بͽیرید نظر در را صلب کرەی ͷی ۳ .۶

حرکت برای یا است بیشتر صفحه موازی حرکت برای کره این وارد ͬͺهیدرودینامی نیروی

کنید. استفاده کیفͬ استدلال های از صفحه؟ بر عمود

شرایط در قایق این حرکت برای بͽیرید. نظر در را پارو دو با قایق ͷی ،۴ .۶ شͺل مطابق ۴ .۶

کنند؟ حرکت باید چͽونه پارو ها لختͬ، بدون

صلب. پاروی دو با قایق ͷی از طرحͬ ۴ .۶ شͺل

صورت هر در و نیست مهم شدن بسته و باز سرعت  که شد گفته صدف مسألەی در ۵ .۶

هستند؟ بی اهمیت نیز شدن بسته و باز زمان های طول آیا ندارد. خالص جابجایی صدف

متوسط از پیش کرەها بر وارد نیروی برای تحلیلͬ عبارت هایی سەکرەای شناگر برای ۶ .۶



علͬ⁃نجفͬ⁃دانشͽاه⁃تحصیلات⁃تکمیلͬ⁃زنجان

۱۷۱ پرسش ها

از و بͽیرید ͷکوچ بسیار را کرەها اندازەی و نوسان دامنەی آورید. بەدست زمانͬ گیری

کنید. استفاده تیلور بسط

به را داخلͬ نوسان دورەی ͷی در شده تلف انرژی قبلͬ، مسألەی نتایج  از استفاده با ۷ .۶

در شده تلف انرژی کره، هر بر وارد نیروی داشتن دست در با راهنمایی: آورید. دست

ͬ اید: م دست به زیر رابطەی از نوسان دورەی ͷی∫ T

۰
dtfi(t)ẋi(t),

کنید؟ بحث شناگر این بازده مورد در ͬ توانید م آیا است. کره شمارەی معرف i آن در که

حرکت Re ≪ ۱ شرایط در V ثابت سرعت با که R شعاع با کرەای اطراف شارش ۸ .۶

کره، مجاورت در رینولدز عدد بودن ͷکوچ ͬ رغم عل شد. بررسͬ فصل این در ͬ کند، م

دارد. سهم هم اینرسͬ جملەی کره از دور خیلͬ نواحͬ در ͬ دهد م نشان ساده استدلال ͷی

نشان  ͬ کند. م اُفت کره از شدن دور با u ∼ R
r V صورت به کره اطراف شارش میدان

برابر وشͺسانͬ نیروی به اینرسͬ از ناشͬ نیروی نسبت کره، از دور خیلͬ نقاط در دهید

با: است

Re r
R
,

با هم مرتبه یا کوچͺتر رینولدز عدد R/rاز نسبت که شویم دور کره از آنقدر اگر بنابراین

خواهد گذار تأثیر اینرسͬ و ͬ شود م ͷی مرتبەی از بالا نسبت آنگاه ،(O(Re)) باشد آن

ͬ دهد[۲]. م تغییر اندکͬ را اصطͺاک نیروی تصحیحات این که داد نشان اُسین بود.

ͬ شود: م زیر بەصورت اصطͺاک ضریب دهید نشان

CD =
۱۲
Re

(
۱ +

۳
۸
Re
)
.

بزنید. تخمین ρV · ∇u بصورت را اینرسͬ جملەی راهنمایی:

ͬ شود: م اعمال شاره روی که بͽیرید درنظر را زیر توزیع با نیرویی ۹ .۶

f (δ(x− d/۲)− δ(x+ d/۲)) .
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نالَخت شارش ۶ ۱۷۲

دهید: نشان مستقیم انتگرال گیری ∮با
A
[σikxj − η(uiδjk + ujδik)]dsk = fidj ,

محاسبات ͬ گیرد. م بر در را ͬ ها تکینگ که ͬ شود م انجام سطحͬ روی انتکرال گیری آن در که

شود. انجام لختͬ بدون شرایط در
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جایزەی برندەی و فرانسوی فیزیͷ دان ،(۲۰۰۷ مͬ ۱۸ −۱۹۳۲ اکتبر ۲۴) پی یِرژیل دˀژن

و مایع بلور های در مولͺول ها نظم  گیری به مربوط کشفیاتͬ برای ۱۹۹۱ سال در ͷفیزی نوبل

تحصیل به فرانسه اک͒ل نرمال سوپریور دانشͽاه در و شد زاده فیزیͷ دان پدری از وی است. پلیمرها

فرانسه اتمͬ انرژی کمیسیون در مهندس ͷی بەعنوان ۱۹۶۱ تا ۱۹۵۵ سال های بین پرداخت.

شد. پاریس دانشͽاه مایع بلور های گروه استاد ۱۹۷۱ تا ۱۹۶۱ سال از سپس شد. بەکار مشغول

گروه ͷی دانشͽاه، همین در ͬ کرد. م تدریس کالج دˀفرانس در ۱۹۷۶ تا ۱۹۷۱ سال ها بین وی

بود. او خود عهدەی بر ۲۰۰۲ سال تا گروه این ریاست کرد. تاسیس را صنعتͬ ͷفیزی شیمͬ

ترین شاخص از شارەها ترکنندگͬ و مایع بلور های پلیمرها، ͷفیزی ابررسانایی، در دژن کتاب های

ͬ ها سخنران ارائەی در زیادی سعͬ تخصصͬ، کتاب های بر علاوه دژن هستند. ͷفیزی کتاب های

آشنا علمͬ موضوعات با ساده زبانͬ با را متخصص غیر افراد تا داشت کتاب هایی نگارش و

کند.
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۷
شارەها مشترک مرز

دارند. مشترک مرز ͷی ͬ گیرند، م قرار ظرف ͷی در و هم کنار وقتͬ نشدنͬ ترکیب شارەی دو

آب  مشترک مرز گرفتەاند. قرار هم کنار دوشارە مولͺول های که است جایی مشترک مرز این

ͬ کنیم. م برخورد آنها با بسیار روزمرە تجربەهای در که هستند مثال هایی روغن با آب  و هوا با

که باران قطرەی .[۱۱ ،۱۲ ،۱۰] ͬ افتند م اتفاق شارەها مشترک مرز ِ در زیادی جالب پدیدەهای

آن تَرکنندگͬ رفتار و قطره شͺل بͽیرید. نظر در را ͬ افتد م عینک شیشەی یا اتومبیل شیشەی روی

نوع مشترک، مرز ͬͺفیزی خواص نشود. تر شیشە داریم تمایل معمولا ً است. ما توجه مورد بسیار

تعیین و اساسͬ نقش سطحͬ، کشش انرژی شارەها، مشترکِ مرزِ در ͬ کند. م تعیین را تر کنندگͬ

برخͬ سطحͬ، کشش معرفͬ با فصل این در دارد. پدیدەها ͬͺدینامی و تعادلͬ رفتار در کنندەای

و قطرەها شͺل قطرەها، ترکنندگͬ مویینگͬ، پدیدە  های ͬ کنیم. م بررسͬ را سطحͬ پدیدەهای از

ͬ کنیم. م مطالعه فصل این در که هستند مواردی از سطحͬ، امواج انتشار نحوەی

سطحͬ کشش ۱ .۷

دیͽر و سنجاقک مثل ͷسب اجسام ماندن باقͬ سطحͬ، کشش نیروی وجود برای شاهد مهم ترین



علͬ⁃نجفͬ⁃دانشͽاه⁃تحصیلات⁃تکمیلͬ⁃زنجان

شارەها مشترک مرز ۷ ۱۷۶

قرار تعادل حالت به آن سطح روی آب، داخل رفتن فرو بدون اجسام این است. آب روی حشرات

روی ͷسب جسم ͷی گرفتن قرار با سطحͬ کشش وجود علت به و ،۱ .۷ شͺل مطابق ͬ گیرند. م

سطح طرف از نیرویی که ͬ رسد م بەنظر ͬ شود. م کشیده سطح و کرده تغییر آب سطح̧ شͺل آب،

(مرز آب سطح به پدیدەشناختͬ صورت به ͬ رسد. م تعادل به وزن نیروی با که دارد وجود آب

سطحͬ انرژی ͬ دهیم. م نسبت A سطح اندازەی با متناسب سطحͬ انرژی هوا)، با آب مشترک

ͬ کنیم: م تعریف زیر شͺل به را

سطح ِ طرف از نیرویی ͬ ماند. م آب سطح روی سطحͬ کشش وجود علت به ͷسب جسم ͷی ۱ .۷ شͺل
را جسم تعادل سطحͬ، کشش از ناشͬ نیروی این ͬ شود. م وارد جسم به بالا به رو جهت در شده کشیده

ͬ کند. م برقرار

E = σ A, (۱ .۷)

روی ͷسب جسم گرفتن قرار با است. شاره سطحͬ کشش معرف ،σ تناسب ِ ضریب آن در که

از و شده افزوده سامانه انرژی صورت این در ͬ یابد. م افزایش A و شده کشیده آب سطح آب،

سمت به جسم دادن هل و سطح کردن کم با دارد تمایل سامانه پس ͬ شود. م دور تعادل حالت

گردد. باز  کمتر انرژی حالت به بالا

است مولͺولͬ بین برهمͺنش های انرژی سطحͬ، کشش نیروهای منشأ مقیاس، ریز نظر از

روی مولͺولهای تعداد ،( ۲ .۷ (شͺل ریزمقیاس تصویر در ͬ کنند. م اثر مولͺولͬ بین فواصل در که

هر متوسط آزادِ انرژیِ ͬ دهیم. م نشان Nb با را حجم داخل مولͺولهای تعداد و Ns با را سطح

.۱ ͬ دهیم م نشان ϵb با را حجم درون مولͺول  هر متوسط آزاد انرژی و ϵs با را سطح روی مولͺول
کمینە با ͬͺترمودینامی سامانەی
ͬ آید. م دست به آن آزادِ  انرژی کردن

انرژی در هم آنتروپی مولͺولͬ،
افزایش دارد. سهم سامانه ͷی آزادِ
را آزاد انرژی کاهش آنتروپی،
ͷی تعادل حالت دارد. پی در

تعادل مطالعەی برای ۱

از  ،ͬͺترمودینامی سامانەهای
استفاده آزاد انرژی نام به کمیتͬ
بین نیروهای بر علاوه ͬ شود. م



علͬ⁃نجفͬ⁃دانشͽاه⁃تحصیلات⁃تکمیلͬ⁃زنجان

۱۷۷ سطحͬ کشش ۱ .۷

ناصاف) شدەی کشیدە (سطح ۲ و صاف) (سطح ۱ وضعیت دو در سامانه انرژی صورت این در

است: زیر بصورت

فاص حطس

فاصان :هدش هديشک حطس

سطح، شدن کشیده با ناصاف. شدەی کشیده سطح و صاف سطح ͷی مقیاس ریز ساختار ۲ .۷ شͺل
ͬ شود. م افزوده سطحͬ مولͺولهای تعداد

E۱ = N ۱
b ϵb +N ۱

s ϵs,

E۲ = N ۲
b ϵb +N ۲

s ϵs, (۲ .۷)

مشخص را کشیده و صاف حالت دو در (حجمͬ) سطحͬ مولͺولها تعداد ،N ۱,۲
s(b) آن در که

داریم: ذرات کل تعداد پایستگͬ به توجه با ͬ کنند. م

N ۱
b +N ۱

s = N ۲
b +N ۲

s = N. (۳ .۷)

با: ͬ شود م برابر حالت دو انرژی اختلاف اکنون

E۲ − E۱ = (N ۲
s −N ۱

s )(ϵs − ϵb). (۴ .۷)

کشیده سطح حالتِ دو برای سطح روی مولͺولهای تعداد اختلاف ،(N ۲
s −N ۱

s ) رابطه این در
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شارەها مشترک مرز ۷ ۱۷۸

آیا است. سطح افزایش اندازەی با متناسب البته و مثبت همواره کمیت این است. صاف سطح و

است؟ مشخص علامت با کمیتͬ (ϵs − ϵb)

طرف هر از مولͺولها، این است. همسانگرد فضایی حجم، درون مولͺولهای اطراف ِ فضای

نیستند، طور این سطح روی مولͺولهای ولͬ هستند. دیͽر مولͺولهای اثر تحت یͺسان بصورت

حرکت های دیͽر، بیان به ͬ کنند. م تجربه را ناهمسانگرد فضایی خود، حرکت در مولͺولها این

ͬ  شوند م انجام بیشتری سهولت با سطحͬ مولͺولهای با مقایسه در حجم درون مولͺولهای بی نظم̧

مولͺولها آزاد انرژی در مهمͬ سهم آنتروپی که آنجا از دارند. بیشتری آنتروپی مولͺولها این و

ͬ انجامد. م آنها آزاد انرژی شدن کمتر به حجم درون مولͺولهای مورد در آنتروپی بودن بیشتر دارد،

.ϵs > ϵb و دارند سطحͬ مولͺولهای به نسبت پایدارتری وضعیت حجم درون مولͺولهای پس

است. کشیده سطح به نسبت پایدارتری حالت صاف، سطح بنابراین و ،E۲ > E۱ سان بدین

تصویر این است. ͬͺفیزی سامانە ی این از شده ساده بسیار تصویر ͷی بالا، ریز مقیاس تصویر

این دقیق تر جزئیات ͬ دهد. م نشان خوب بسیار را سطحͬ کشش نیروی منشأ سادگͬ، وجود با

ͬ شود. م بررسͬ آماری ͷانیͺم در نگرش نوع

سطحͬ فعال مادەی

سطحͬ فعال مواد افزودن با هستند. سطحͬ فعال مواد شویندە، مواد مثال عنوان بە مواد، از برخͬ

موضوع این علت درک برای ͬ شود. م کم ملاحظەای قابل میزان به آن سطحͬ کشش آب، به

مطابق دهیم. توضیح شوینده مادەی مولͺولهای خصوصیات مورد در مختصری که است لازم

دنبالەی ͷی و قطبی سر ͷی از که هستند بلندی پلیمرهای شوینده مواد مولͺولهای ،۳ .۷ شͺل

شوینده مولͺول قطبی سر هستند، قطبی آب مولͺول های که آنجا از شدەاند. تشͺیل قطبی غیر

آب دوست سر شوینده،  مولͺول های قطبی سرِ به دلیل این به دارد. آب در شدن حل به تمایل

با ͬ شود. م گفته مولͺولها، آب گریز این قطبی غیر دنبالەهای به مشابه دلیل به ͬ شود. م گفته نیز

قسمت ولͬ ͬ شوند م حل آب در مولͺولها این آب دوست سرهای آب، به مولͺولها این افزودن

در مولͺولها این تجمع دوگانه، وضعیت این نتیجەی ͬ شوند. م دور آب از ترجیحا ً آنها آب گریز

که همانطور ͬ شود. م گفته سطحͬ فعال مواد مواد، این به سبب این به که است، آب سطح̧ روی
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۱۷۹ سطحͬ کشش ۱ .۷

تسودبآ رس

زيرگبآ هلابند

ͬ شوند. م جمع آب خارجͬ سطح در شوینده، مادەی مولͺولهای ۳ .۷ شͺل

است. سطح کاهش به مولͺولها تمایل ِ هوا، با خالص آب مشترک مرز در شد، دادە توضیح قبلا́

سؤال، این به پاسخ یافتن برای ͬ دهد؟ م تغییر را تمایل این چطور سطحͬ فعال مواد شدن افزودە

سطحͬ، فعال مادەی کمͬ خیلͬ مقدار افزودن با ͬ کند. م ͷکم آماری ͷانیͺم اطلاعات کمͬ

پاسخ باید که اساسͬ سؤال ͬ شوند. م توزیع سطح روی یͺنواخت تقریبا ً ً بصورت آن مولͺولهای

شوینده مادەی مقدار اگر کاهش؟ یا ͬ یابد م افزایش جدید، سامانه آزادِ انرژی که است این دهیم

اکنون ͬ کنند. نم ایجاد آب مولͺول های آزاد انرژی در محسوسͬ تغییر آن مولͺول های باشد،  کم

بیشترین نیز مولͺولها این مورد در کنیم. اضافه را شوینده مادەی مولͺولهای آزاد انرژی سهم باید

همواره آنتروپی شدن افزودە ͬ شود. م ناشͬ آنها بی نظم حرکت های و آنتروپی از آزاد انرژی سهم

آب سطح روی که شوینده مولͺولهای آنتروپی علت به بنابراین ͬ دهد. م کاهش را آزاد انرژی

مولͺولها این درواقع است. قبلͬ سامانه از کمتر جدید سامانه آزاد انرژی ͬ کنند، م حرکت آزادانه

سطح مقدار افزودن در سعͬ و کرده وارد نیرو خود مرزهای به رقیق، خیلͬ دوبعدی گاز ͷی مانند

رقابت هم با سطح به مربوط اثرهای در شوینده مادەی مولͺولهای و آب مولͺولهای پس دارند.

ͬ شود. م کاسته موثر بەطور سطحͬ کشش شوینده، مادەی افزودن با صورت این در ͬ کنند. م

آب، به شوینده مادەی افزودن با است. کف تولید در سطحͬ کشش کاهش این عملͬ نمود
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دادن حرکت با ͬ شود. م کشیده راحت تر هوا و آب مشترک سطح و یافته کاهش سطحͬ کشش

ͬ شود. م تولید حباب زیادی تعداد راحتͬ به سامانه این

σ بزرگͬ مرتبەی برآورد

مشخصەی سطح ͷی و مشخصه انرژی ͷی بین نسبت از ،(σ) سطحͬ کشش ابعادی، نظر از

برهمͺنشͬ انرژی واقع در مشخصە انرژی ریزمقیاس، نگاه در ͬ آید. م بدست سامانه در ریز مقیاس

هیدروژنͬ پیوندهای انرژی با است برابر انرژی این آب مورد در است[۴۲]. هم مجاور مولͺولهای

در است. ۰٫۰۲eV مرتبەی از انرژی این اتاق دمای در .۱ است kBT مرتبەی از آن بزرگͬ که

است. سامانه در مشخصە طول ͷی مجاور، مولͺولهای بین متوسط فاصلەی ریز مقیاس، ابعاد

مولͺولهای بین متوسط فاصلەی آوریم. بدست را مشخصه سطح  ͬ توانیم م طول این دوم توان از

پس: است. ۱A۰ مرتبەی از آب در مجاور

σ ∼ kBT

(۱۰−۱۰)۲ ∼ ۰٫۰۲eV
۱۰−۲۰m۲ ∼ ۰٫۲ J/m۲. (۵ .۷)

از برخͬ نمونه، عنوان به است. واقعͬ مقادیر به ͷنزدی بسیار آمده بدست عدد بزرگͬ مرتبەی

از: عبارتند هستند، تجربی آزمایش های نتیجەی که سطحͬ کشش دقیق مقادیر

σ آب⁃هوا = ۰٫۰۷۲J/m۲,

σ جیوه⁃هوا = ۰٫۴۸۷J/m۲,

σ استون⁃هوا = ۰٫۰۲۳J/m۲,

σ آب⁃جیوه = ۰٫۴۱۵J/m۲.

در مولͺول  ها بین متوسط فاصلەی دیͽر طرف از ͬ شود. م زیاد گرمایی انرژی دما، شدن زیاد با

چه سطحͬ کشش دما، شدن زیاد با شما نظر به اکنون ͬ شود. م زیاد دما افزایش با شارەها بیشتر

ͬ کند؟ م تغییری

است. سامانه مطلق دمای T و بولتزمان ثابت kB آن در که است آماری ͷانیͺم از نتیجەای این ۱
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۱۸۱ یانگ ⁃لاپلاس قانون ۲ .۷

یانگ ⁃لاپلاس قانون ۲ .۷

صورت به ͬ خواهیم م ͬ دهد. م شͺل تغییر خارجͬ نیروهای اثر تحت شارەها مشترک مرز

دو بین مشترک مرز کنیم. مطالعه را شارەها مشترک مرزِ رفتار بزرگ مقیاس، و پدیدەشناختͬ

دو فشار اختلاف با خمیدگͬ این که ͬ دهیم م نشان است. شدە خمیده که بͽیرید نظر در را شاره

نظر در را مشترک) (مرز صفحه ͷی سهولت برای و ۴ .۷ شͺل مطابق دارد. ارتباط سطح سوی

بعدی دو خم ͷی بصورت صفحە این مقطع است. شده خمیده راستا ͷی در تنها که بͽیرید

و ∆l طول به خمیده مشترک ِ مرز این روی ͷکوچ بی نهایت سطح ͷی است. شده داده نشان

بی نهایت سطح سرِ  ͷی در و موضعͬ صورت به n̂ و t̂ بردار های بͽیرید. نظر در را L عرض

نیز خمیده سطح بر که شده انتخاب طوری عمود بردار هستند. عمود و مماس خم این بر ͷکوچ

نیرو دو این جهت های ͬ شود. م وارد سطح این به سو دو از f سطحͬ کشش نیروی است. عمود

بسیار را ∆l چون هستند. مماس خم آن بر موضعͬ صورت به که هستند بردارهایی راستای در

ͬ سازند. م یͺدیͽر با را ∆ϕ ͷکوچ بسیار زاویەی مماس، بردار دو این پس گرفتەایم ͷکوچ

تصویر ولͬ ͬ رسند م تعادل به هم با t̂ راستای در برآیند نیروی تصویر ،ͷکوچ خیلͬ ∆ϕ برای

بین مشترکِ سطح اگر .۱ است −f∆ϕn̂ با برابر و ͬ رسند نم تعادل به هم با n̂ راستای در آن

اختلاف برسد. تعادل به دیͽری نیروی با عمودی نیروی این باید باشد، تعادل حالت در شاره دو

پس: است. اضافͬ نیروی این منشأ مشترک، مرز دوسوی فشار

f∆ϕ = ∆P ×∆l × L, (۶ .۷)

کشش نیروی دیͽر طرف از است. خمیده سطح سوی دو فشار اختلاف ∆P = P۲ − P۱ که

داریم: صورت این در .f = (σL∆l)/∆lپس ͬ آید، م دست به سطحͬ انرژی مشتق از سطحͬ

∆ϕ

∆l
=

∆PL

f
=

∆PL

σL
=

∆P

σ
, (۷ .۷)

آنجا: از و

∆P = σ × ∆ϕ

∆l
. (۸ .۷)

.cos∆ϕ ≈ ۱ و sin∆ϕ ≈ ∆ϕ داریم: ͷکوچ بسیار زوایای برای ۱
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f
Df

Dl

f
بآ

اوه
t

n̂

^

L

که شاره دو بین مشترک مرز ͷی از سطح ͷکوچ بی نهایت عنصر ͷی بر وارد نیروهای ۴ .۷ شͺل
است. شده خمیده

ͬ کنیم، م حرکت خم راستای در وقتͬ خم بر مماس زاویەی تغییرات بͽیرید. نظر در را ∆ϕ
∆l ترکیب

نظر مورد خم کنید فرض مثال، عنوان به دارد. بستگͬ خم انحنا شعاع عکس به هندسͬ نظر از

l = Rϕبصورت ، ϕ کمان زاویەی به ،l کمان طول صورت این در Rباشد. شعاع به دایره ͷی

نتیجه: در دارد. بستگͬ
∆ϕ

∆l
=

d

dl
ϕ =

۱
R
.

شعاع عکس عنوان بە ∆ϕ
∆l باشد، داشته دایرەای غیر و کلͬ شͺل ͷی ما نظر مورد خم اگر اکنون

دایرەای انحنای شعاع با برابر موضعͬ انحنای شعاع مقدار ͬ شود. م تعریف خم موضعͬ انحنای

است. مماس خم به موضعͬ صورت به نقطه آن در که است

سطح انحنای شعاع عکس به را خمیده مشترک مرز سوی دو فشار اختلاف ͬ توانیم م اکنون

دهیم: ارتباط

∆P = σ × ۱
R
. (۹ .۷)

خمیده جهت دو هر در مشترک مرز که تر کلͬ حالت در است. یانگ ⁃لاپلاس  قانون صورت این

زیر بصورت ،R۱, R۲ یعنͬ خم اصلͬ انحنای شعاع دو حسب بر لاپلاس قانون است، شده

ͬ شود: م
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R R
1 2

با نیز انحنا دو علامت مورد این در ͬ باشد. م سو دو در انحنا با سطحͬ از مثالͬ زینͬ سطح ۵ .۷ شͺل
است. متفاوت هم

∆P = σ × (
۱
R۱

+
۱
R۲

). (۱۰ .۷)

هستند. برابر هم با آن اصلͬ انحنای شعاع دو که است خمیده سطح ͷی از مثالͬ کروی، سطح ͷی

ͬͺی) متفاوت انحنای شعاع دو با رویه ͷی از مثالͬ ،۵ .۷ شͺل در شده داده نشان زینͬ، نقطەی

است. منفͬ) دیͽری و مثبت

صابون حباب

مرز دو از صابون حباب این بͽیرید. نظر در را صابون کروی حباب ͷی ،۶ .۷ شͺل مطابق

با آب لایەی بین دیͽری و درون هوای با آب لایەی بین مرز ͬͺی است. شده درست مشترک

داشت: خواهیم صورت این در خارج. هوای

Pدرون − Pبرون = ۴
σ

R
. (۱۱ .۷)

برابرند. هم با کروی رویەی اصلͬ انحنای شعاع های که کنید توجه

باز قاب روی صابون لایەی

مرز با باز سطح ͷی واقع در دهیم. قرار قاب ͷی روی را صابون حباب لایەی ͷی ͬ خواهیم م
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P نورد

P

P

نورب

بآ

است. بیشتر خارج فشار از صابون حباب داخل فشار ۶ .۷ شͺل

و داریم هوا سطح، سوی دو هر در این که به توجه با ͬ شود. م تشͺیل اولیه قاب شͺل به خمیده

در .∆P = ۰ است: صفر مشترک مرز دوسوی فشار اختلاف پس است ثابت تقریبا ً ً هوا فشار

باشیم: داشته باید این صورت

x

y

h(x)

qs

0

بعدی. دو صفحەی در دلخواه خم ͷی ۷ .۷ شͺل

۱
R۱

+
۱
R۲

= ۰. (۱۲ .۷)

است صادق قابی برای فقط جواب این دارد. R۱ = R۲ = ∞ بدیهͬ جواب ͷی معادلە این

صابون صاف کاملا لایەی ͷی صورت این در است. شده درست صاف صفحەی ͷی روی که
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در ͬ کند. نم تولید فشاری اختلاف نیز R۱ = −R۲ جواب کلͬ حالت در ولͬ ͬ شود. م تشͺیل

است. کامل زینͬ نقطەی ͷی نقطه هر در صابون لایەی صورت این

کم خمیدگ̞ͬ

پرداخته رویەها و خم ها مطالعەی به آن در که است ریاضیات از شاخەای دیفرانسیل هندسه

مطابق کنیم. بحث رویەها و خم ها ریاضیات مورد در اندکͬ ͬ خواهیم م قسمت این در ͬ شود. م

مونژ، مختصات بͽیرید. نظر در را (x − y) دوبعدی صفحەی در دلخواه خم ͷی ،۷ .۷ شͺل

با خم هندسͬ شͺل روش این در است. خم این پارامتری شͺل دادن نشان برای ساده روش ͷی

ͬ شود: م مشخص زیر شͺل به و آن نقاط مͺان بردار

R = (x, h(x)). (۱۳ .۷)

داریم: خم موضعͬ انحنای شعاع برای تعریف طبق

R−۱ =
∆ϕ

∆s
=

d

ds
arctan(

d

dx
h(x)) (۱۴ .۷)

و h(x) d۲

dx۲h(x) ≪ ۱ تغییر، ک͒ند خم برای است. تغییر ک͒ند خم نباشد، زیاد خمیدگͬ اگر

x

y

h(x,y)

0

z

(x,y)

بعدی. ۳ فضای در غوطەور خمیده رویەی ͷی ۸ .۷ شͺل

بنابراین: .s ≈ x

R−۱ ≈ d

dx
arctan(

d

dx
h(x)) ≈ d۲

dx۲h(x). (۱۵ .۷)
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خم ها انحنای بررسͬ از پس ͬ دهد. م بدست را کم انحنای با خم هایی انحنا شعاع رابطە این

بحث هستند غوطەور بˀعدی ۳ فضای در که خمیده بˀعدیِ ۲ رویەهای مورد در ͬ توانیم م اکنون

ͬ دهیم: م نمایش زیر بصورت را سطح روی نقاط مختصات ،۸ .۷ شͺل مطابق کنیم.

R = (x, y, h(x, y)),

اصلͬ انحنای شعاع دو مجموع تغییر، ک͒ند رویەی ͷی برای که دهید نشان ͬ توانید م سهولت به

است: زیر بصورت

(
۱
R۱

+
۱
R۲

) ≈ (
∂۲

∂x۲h(x, y) +
∂۲

∂y۲h(x, y)). (۱۶ .۷)

ͬ کنیم. م استفاده بعدی قسمت های در قسمت این ریاضͬ روابط از

ترکنندگͬ ۳ .۷

کشش تجربی ِ نمود های از ͬͺی ͬ گیرند، م قرار سطح ͷی روی که وقتͬ قطرات هندسͬ شͺل

و شده پخش قطره شرایط بعضͬ در دارند. متفاوتͬ شͺل شرایط، به بسته قطرات است. سطحͬ

باشد. نداشته کردن تر به تمایلͬ قطره است ممͺن دیͽر شرایط در ولͬ ͬ کند. م تر کاملا را سطح

مشترک مرز داریم. مشترک مرز نوع سه ͬ گیرد،  م قرار جامد سطح ͷی روی که قطرەای مورد در

هوا بین مشترک مرز نهایت در و جامد سطح با شاره مشترک مرز هوا، با قطره درون شارەی بین

مقدار تأثیر تحت ͬ گیرد، م قرار جامد سطح روی که شاره قطرەی رفتار و شͺل جامد. سطح با

زاویەی اندازەی ͬ دهیم. م نسبت مشترک ها مرز این از کدام هر به که است ͬ ای سطح کشش های

مقطع ͷی ،۹ .۷ شͺل  در است. یͺدیͽر با متفاوت حالت های ͷتفکی برای مناسبی معیار تماس

تماس ِ خط ِ روی نقطە این دادەایم. نشان را یͺدیͽر با مختلف فاز سه تلاقͬ نقطەی از بعدی دو

بر مماس خط که است زاویەای  ،θ تماس زاویەی دارد. قرار هوا و جامد سطح با قطره مشترک ِ

قطرە، انحنای شعاع  که کردەایم فرض  اینجا در ͬ سازد. م جامد سطح با تماس نقطەی در قطره

این در باشد. قطره ارتفاع از بزرگتر بسیار جامد، سطح روی آن شͺل دایرەای مقطع شعاع ِ یعنͬ

θ ≈ ۰ برای کرد. صرفنظر قطره مقطع ِ انحنای مقابل در تماس خط انحنای از ͬ توان م صورت

تماس زاویەی تعادلͬ مقدار ͬ شود. نم تر جامد، سطح θ > π/۲ برای و داریم کامل ترکنندگͬ
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به مربوط سطحͬ کشش پدیده،  این مطالعەی برای دارد؟ سامانه ͬͺفیزی خواص با ارتباطͬ چه

با را جامد⁃هوا سطحͬ کشش و σ با را مایع⁃هوا سطحͬ کشش ،σSL با را جامد و مایع مرز

سطح ͷی روی تعادل حالت در که ساکن قطرەی ͷی ،۹ .۷ شͺل مطابق ͬ دهیم. م نشان σSV
ͷکوچ بی نهایت خارجͬ نیروی ͷی اعمال با کنید، فرض  اکنون بͽیرید. نظر در را دارد قرار

مشترک مرز اندازەی از صورت این در دهیم. حرکت ،δx ͷکوچ بسیار اندازەی به را تماس خط ِ

افزوده جامد⁃هوا مشترک مرز اندازەی به و کاسته شارە⁃هوا مشترک مرز اندازەی و شارە⁃جامد

ͬ کند: م تغییر زیر اندازەی به سامانه کل انرژی ͬ شود. م

xq

اوههراش

دماج

xd

است. شده مشخص شͺل در تماس زاویه جامد. سطح ͷی روی ساکن قطرەی ͷی ۹ .۷ شͺل

δE = (−σ cos θ + σSV − σSL)δx L = ۰. (۱۷ .۷)

حالت اگر است. شͺل صفحەی بر عمود راستای در تماس خط˼ گستردگͬ اندازە ی  ،L آن در که

تعادل، حالت برای پس باشد. صفر باید انرژی اول مرتبەی باشد، تغییرات تعادلͬ حالت اولیە،

دارد: بستگͬ مشترک مرز های سطحͬ کشش به زیر بصورت تماس زاویەی

cos θ =
σSV − σSL

σ
. (۱۸ .۷)

تر کاملا ً سطح cos θ > ۰ حالت در است. تماس زاویەی برای یانگ قانون صورت رابطە این

شیشه، روی باران قطرەی مسألەی مورد در ͬ شود. نم تر سطح cos θ < ۰ حالت در و ͬ شود م
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شیشه جنس به شیشه سطح و شاره سطح کشش کنیم؟ کنترل را ترشوندگͬ میزان ͬ توانیم م چطور

نازک بسیار لایەی ͷی نشاندن با برسیم. دلخواه حالت به ͬ توانیم م جنس تغییر با دارد. بستگͬ

دهیم. تغییر را شیشه ترکنندگͬ خواص ͬ توانیم م نیز دیͽر جنس با مادەای از اتمͬ) لایەی (چند

 ͬ مویینگ خاصیت

از شارەها از برخͬ رفتەاند. فرو مختلف شارەهای در که بͽیرید نظر در را ͬͺباری بسیار لولەهای

ͬ شود. م گفته  ͬ مویینگ پدیدەی اثر، این به ͬ روند. م پایین دیͽر برخͬ و رفته بالا ͷباری لولەهای

ولͬ ͬ کند م صعود مویین لولەی درون آب دادەایم. نشان را جیوه و آب وضعیت ،۱۰ .۷ شͺل در

پایین یا بالا ͬ گیرد. م قرار اصلͬ ظرف درون مایع سطح از تر پایین مویین لولەی درون جیوە سطح

را مویین لولەهای بودن ͷباری حد و دارد؟ بستگͬ عواملͬ چه به ͷباری لولەهای در شاره رفتن

کرد؟ تعیین ͬ توان م چͽونه

دارند[۲۳، کننده تعیین و اساسͬ نقش مشترک، مرز های سطحͬ کشش های پدیده این در

صفحەی دو ͷباری لولەی جای به کنید فرض سهولت برای و  ͬ مویینگ پدیدەی بررسͬ برای .[۱۹

بآ هويج

آزاد سطح از تر پایین مویین لولەی در جیوه سطح ولͬ ͬ رود م بالا مویین لولەی در آب ۱۰ .۷ شͺل
ͬ گیرد. م قرار ظرف

سامانه این از بˀعدی دو مقطع ͷی ،۱۱ .۷ شͺل دادەایم. قرار شاره در را هم به ͷنزدی خیلͬ موازی

کمانͬ تقریبا ً ً صفحه، دو این بین هوا و شارە مشترک مرز کنیم فرض ͬ توانیم م ͬ دهد. م نشان را
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۱۸۹ ترکنندگͬ ۳ .۷

که: ͬ بینیم م دهیم، نشان ۲b با را صفحه دو فاصله اگر است. R شعاع به دایره ͷی از

R ≈ b

cos θ
,

اختلاف لاپلاس، قانون به توجه با اکنون است. لوله دیوارەی و شارە تماس̞ زاویەی θ آن در که

با: ͬ شود م برابر شͺل) (مطابق B و A نقطەی دو بین فشار

PA − PB =
σ

R
,

فشار اختلاف با باشد برابر باید فشار اختلاف این است. نظر مورد شاره سطحͬ کشش σ که

این باشد رفته پایین شاره که صورتͬ (در است آمده بالا h ارتفاع تا که شاره ستون به مربوط

گرفتن نظر در با حالا است. هوا فشار با برابر C Aو نقاط در فشار درواقع ͬ شود). م منفͬ طول

آوریم: بدست زیر بصورت را شارە رفتن بالا ارتفاع ͬ توانیم م تماس زاویەی قانون

B

A
θ

h

2b

C

R

R

. ͬ موئینگ پدیدەی هندسͬ مشخصات ۱۱ .۷ شͺل

h =
ℓ۲

b
×
(
σSV − σSL

σ

)
, (۱۹ .۷)

ͬ شود: م تعریف زیر بصورت  ͬ موئینگ طول آن در که

ℓ =

√
σ

ρ g
. (۲۰ .۷)
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لولەی از آب این صورت در .h > ۰ که ͬ بینیم م آب و شیشه به مربوط عددی مقادیر دادن قرار با

ͬ کند. م توصیف را جیوه ستون رفتن پایین که است منفͬ طول این جیوه برای ͬ رود. م بالا مویین

مرتبەی از لولەها شعاع اگر است.  ͬ مویینگ پدیدەی بیان برای مناسبی طولͬ مقیاس  ͬ مویینگ طول

اثر بزرگتر، مقطع با لولەها برای و ͬ شود م دیدە  ͬ مویینگ پدیدەی باشد کمتر یا و  ͬ مویینگ طول

است. میلیمتر مرتبەی از آب ⁃هوا مشترک مرز برای  ͬ مویینگ طول مقدار ͬ شود. نم دیده  ͬ مویینگ

جایͽزین هم به ͷنزدی و موازی صفحەی دو  با را مویین لولەی بالا، محاسبات در هرچند

لولەهای برای بزرگͬ مرتبەی نظر از کم دستِ آمده بەدست نتیجەی داریم انتظار ولͬ کردیم،

باشد. درست نیز واقعͬ

جامد سطح روی قطره ۴ .۷

ترکنندگ̞ͬ خاصیت  درواقع است. متفاوت هم با درخت برگ یا شیشه روی باران قطرەی شͺل

دقیق شͺل داریم قصد اینجا در ͬ کند. م تعیین را قطره نهایی شͺل دارد زیرلایه هر که متفاوتͬ

برآیند آوریم. دست به را دارد قرار تعادل حالت در افقͬ جامدِ تختِ سطح ͷی روی که قطرەای 

تعادلͬ شͺل آوردن بدست برای است. متقارن کاملا́ آن شͺل و صفر قطره بر وارد نیروهای

انرژی، تابع̞ͬ کردن کمینه با ͬ کنیم. م بیان قطره شͺل از تابعͬ بصورت را قطره انرژی قطره،

و سطحͬ کشش انرژ ی های سهم از ساکن، قطرەی انرژی ͬ آوریم. م بدست را قطره تعادلͬ شͺل

جامد⁃هوا سطحͬ کشش ،σ مایع⁃هوا سطحͬ کشش ،V قطره حجم ͬ آید. م بدست گرانشͬ

قطره برای یͺتا شͺلͬ یافتن برای لازم اطلاعات تمام ،σSL مایع⁃جامد سطحͬ کشش و σSV
هستند.

است. گرفته قرار جامد سطح روی که بͽیرید نظر در را قطرە ͷی ،۱۲ .۷ شͺل مطابق

نقطەی یعنͬ قطره، نقطەی بالاترین که ͬ گیریم م نظر در طوری شͺل مطابق را مختصات دستگاه

نقطەی مختصاتِ است. (۰, ۰) با برابر oنقطەی مختصات پس باشد. مختصات دستگاه مبدأ ،o

ͬ گیریم. م نظر در (x۱, z۱) بصورت را است جامد سطح با تماس در که (۱ (نقطەی قطرە انتهایی

مشخص x = x(z) ریاضͬ تابع با را قطره هندسͬ شͺل شده، داده نشان مختصات دستگاه در

قطره ِ ͬ کشیدگ اندازەی یعنͬ ،x۱ مقدار x(z) تابع بر علاوه باید قطره، شͺل یافتن برای ͬ کنیم. م
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ارتباط جامد و هوا شاره، مشترک سطوح اندازەی با قطره، این سطحͬ انرژی آید. بدست نیز

هستند. قطره شͺل از پیچیده تابعͬ قطره گرانشͬ انرژی همین طور و سطحͬ انرژی این دارد.

زیر بصورت را قطره) (درون حجمͬ و قطره) سطح (روی سطحͬ ͷکوچ بی نهایت عناصر

بͽیرید: نظر در

x
z

y

a

o

12

g

x1

است. گرفته قرار تعادل حالت در افقͬ و صلب سطح ͷی روی که قطرە ͷی از مقطعͬ ۱۲ .۷ شͺل
است. شده انتخاب قطره نقطەی بالاترین در مختصات دستگاه مبدأ

dA = ۲πx

√
۱ + (

dx

dz
)۲ dz, dV = πx۲dz. (۲۱ .۷)

با: است برابر گرانشͬ و سطحͬ انرژی های مجموع

E = σ

∫ z۱

۰
۲πx

√
۱ + ẋ۲dz + σSLπx

۲
۱ + (A۰ − πx۲

۱)σSV

+ ρg

∫ z۱

۰
πx۲zdz + λ(V −

∫ z۱

۰
πx۲dz), (۲۲ .۷)

لاگرانژ ضریب از است. جامد سطح کل اندازەی A۰ و شاره چͽالͬ ρ ،ẋ = dx
dz آن در که

انتگرال آن بەازای که تابعͬ شͺل یافتن کردەایم. استفاده قطره حجم داشتن نگاه ثابت برای λ

است. ͷکلاسی ͷانیͺم در کنش کمترین اصل و اویلر⁃لاگرانژ روش مشابه شود، کمینه انرژی

انرژی انتگرال کردن کمینه

زیر بصورت انتگرالͬ کنیم. پی گیری ͬ تری کل حالت در را انرژی کردن کمینه مسأله دهید اجازه

بͽیرید: نظر در را

E[x(z), ẋ(z), x۱] =

∫ z۱

۰
E [x(z), ẋ(z), z]dz + e(x۱), (۲۳ .۷)
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کمترین انتگرال، نهایی نتیجەی که صورتͬ به است، x۱ = x(z۱) عدد و x(z) تابع یافتن مسأله

x(z) تابع دلخواه تغییرات برای را انتگرال وردش منظور این برای باشد. داشته را ممͺن مقدار

ͬ دهیم: م قرار صفر برابر و کرده محاسبه x۱ عدد و

δE = δ

∫ z۱

۰
Edz + δe. (۲۴ .۷)

ͬ شود: م زیر بصورت انتگرال دیفرانسیلͬ تغییرات اکنون

δE =

∫ z۱

۰
δEdz + ∂

∂x۱

∫ z۱

۰
Edzδx۱ +

∂e

∂x۱
δx۱, (۲۵ .۷)

زیر بصورت و است E تابعͬ وردش از ناشͬ انرژی وردش تساوی، از پس اول جملەی آن، در که

∫است: z۱

۰

(
δE
δx
δx+

δE
δẋ
δẋ

)
dz =

∫ z۱

۰

(
δE
δx

− d

dz

δE
δẋ

)
δxdz+

δE
δẋ

|x۱δx۱, (۲۶ .۷)

از کردەایم. انتگرال گیری جز ءبەجزء روش با سپس و δẋ = d
dz (δx) دادەایم: قرار آن در که

داریم: دیͽر طرف

∂

∂x۱

∫ z۱

۰
Edz = dz

dx
|x۱

∂

∂z۱

∫ z۱

۰
Edz = ż(x۱)E|x۱ , (۲۷ .۷)

بەدست انرژی انتگرال وردش ،۲۴ .۷ در ۲۷ .۷ و ۲۶ .۷ ،۲۵ .۷ عبارتهای جایͽذاری با اکنون

شود. صفر انرژی وردش دلخواه، δx۱ و δx هر برای که است کمینه زمانͬ انتگرال این ͬ آید. م

ͬ رسیم: م زیر معادلات به انرژی وردش دادن قرار صفر با

δE
δx

− d

dz

δE
δẋ

= ۰,

ż(x۱)E|x۱ +
δE
δẋ

|x۱ +
∂e

∂x۱
= ۰. (۲۸ .۷)

حل با ͬ کند. م مشخص را مرزی شرط دوم، رابطەی و اویلر⁃لاگرانژ معادلەی اول، رابطەی

بدست x(z) کنندەی کمینه تابع شͺل مربوطه، مرزی شرط با اویلر⁃لاگرانژ دیفرانسیلͬ معادلەی

ͬ آید. م
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داریم: که کنید دقت قطره مسألەی برای

E [x(z), ẋ(z), x۱] = ۲πσx
√

۱ + ẋ۲ + πρgx۲z − πλx۲,

e(x۱) = π(σSL − σSV )x
۲
۱ + λV +A۰σSV . (۲۹ .۷)

ͬ رسیم: م زیر معادلات به ،۲۸ .۷ معادلات در روابط این دادن قرار با

۲σ

(۱ + ẋ۲)
۱
۲
+ ۲ρgxz − ۲λx− ۲σxẍ

(۱ + ẋ۲)
۳
۲
= ۰, (۳۰ .۷)

σẋ۱

(۱ + ẋ۱
۲)

۱
۲
+ (σSL − σSV ) = ۰, (۳۱ .۷)

این تماس زاویەی حسب بر است. تماس زاویەی برای لاپلاس ⁃یانگ رابطەی اخیر، معادلەی

این سادەتر استدلالͬ با این از پیش که کنید دقت ͬ آید. در م cosα = σSV −σSL
σ شͺل به رابطه

قطره: حجم معادلەی همراه به ۳۰ .۷ معادلەی بودیم. آورده بدست را رابطه

V =

∫ z۱

۰
πx۲dz,

بدون را آنها است بهتر معادلات این حل از پیش هستند. قطره شͺل یافتن برای اساسͬ روابط

استفاده کردن بعد بدون برای شد تعریف این از پیش که ℓ =
√

σ
ρg  ͬ موئینگ طول از کنیم. بعد

شͺل به بالا معادلات ،z̃ = z/ℓ و x̃ = x/ℓ صورت: به بعد بدون کمیات تعریف با ͬ کنیم. م

ͬ آیند: م در زیر

− x̃˜̈x

(۱ + ˜̇x۲)
۳
۲
+ (z̃ −B)x̃+

۱

(۱ + ˜̇x۲)
۱
۲
= ۰,

∫ ۰

−D
x̃۲dz̃ = E, (۳۲ .۷)

از E ثابت هستند. بعد بدون ثابت های E = V/(πℓ۳) و D = z̃۱ ،B = λℓ
σ آن در که

از اول معادلەی ͬ آید. م دست به معادلات حل از B و D اعداد مقدار ولͬ است مسأله دادەهای

معادله دو به ͬ توانیم م را دوم درجەی معادلەی این است. دوم درجه معادله ͷی ،۳۲ .۷ معادلات 

داریم: باشد، نقطه هر در قطره شیب ψ(x) اگر کنیم. ͷتفکی اول درجه

˜̇x =
dx̃

dz̃
= −cotψ, ˜̈x =

۱
sin۲ ψ

dψ

dz̃
,
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ͬ رسیم: م زیر معادلات دسته به ،۳۲ .۷ معادله در جایͽذاری با

dz̃

dψ
=

sinψ
sinψ
x̃ + (z̃ −B)

,
dx̃

dψ
= − cosψ

sinψ
x̃ + (z̃ −B)

, (۳۳ .۷)

به شروع ( ۱۲ .۷ (شͺل o نقطەی از آنها، عددی حل برای ندارند. تحلیلͬ حل معادلات این

.[۵۳]E = ۰٫۱ و مختلف تماس  زاویەهای ازای به افقͬ سطح ͷی روی قطرەی شͺل ۱۳ .۷ شͺل

صفر با برابر ابتدایی نقطەی در ψ زاویەی مقدار که کنید دقت ͬ کنیم. م عددی انتگرال گیری

برابر و شده داده ۲ نقطەی در قطره تماس̞ زاویەی مقدار چون دیͽر طرف از .ψ(۰) = ۰ است:

با برسیم. مطلوب زاویەی این به تا ͬ دهیم م ادامه آنقدر را عددی انتگرالͽیریِ پس است، α با

آن با روش این در که اساسͬ مشͺل ͬ آید. م دست به قطره چپ سمت نیمەی شͺل روش، این

آنجا از آید. دست به قطره حجم شرط با باید ثابت این درواقع است. B ثابت هستیم، مواجه

از شروع با دارد. بیشتری کارآیی اولیه حدس روش است، پیچیده معادلات این همزمان حل که

محاسبەی با نهایت در و داده انجام انتها تا را محاسبات ͬ توانیم م ،B ثابت برای اولیه حدس ͷی

اولیەی حدس ͷی از شروع با است بدیهͬ کنیم. بررسͬ را حجم شرط حجم،  به مربوط انتگرال

برسیم. مطلوب جواب به زودتر ͬ توانیم م مناسب،
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قطره شͺل که کنید فرض ،B ثابت برای مناسب اولیەی حدس ͷی آوردن بدست برای

مشخص را دایره که ψ(x) ≈ x/R تابع صورت این در باشد. R شعاع به کره ͷی از قسمتͬ

از .dx/dψ = R داریم: انتظار بنابراین است. قطره واقعͬ شͺل برای خوبی تقریب ͬ کند م

داریم: ۰ نقطەی در قطره شͺل دیفرانسیلͬ معادلات از و دیͽر طرف

dx̃

dψ
|۰ =

۱
B − ۱

.

داریم: مقدار دو این دادن قرار برابر با

B = ۱ +
ℓ

R
.

،R = (۳V/۴π)۱/۳ آن در که کنیم شروع اولیە حدس این از کافیست معادلات حل برای پس

است. قطره حجم با برابر تقریبا ً ً آن حجم که است کرەا ی شعاع

۱۳ .۷ شͺل  در ،۴ مرتبەی ۱ رانگ⁃کوتا روش از استفاده با معادلات عددی حل نتیجەی

با دادەایم. نشان را قطره شͺل مختلف تماس زوایای برای شͺل، این در است. شده داده نشان

آویزان قطرەهای دیͽر، جالب مورد ͬ شود. م افزوده نیز قطره مرکزی ارتفاع تماس، زاویەی افزایش

،g → −g جانشانͬ با بالا معادلات از آویزان قطرەی تعادل حالت ،ͷسب قطرات برای است.

داده نشان متفاوت حجم های با آویزان قطرەهای تعادل حالت ،۱۴ .۷ شͺل در ͬ آید. م دست به

است. شده

مرزی امواج ۵ .۷

به بسته ͬ افتد؟ م اتفاقͬ چه ͬ کنید، م پرتاب دریاچه آبِ سطح روی ͷکوچ سنگ ͷی که وقتͬ

بصورت آشفتگͬ این و ͬ شود م ایجاد آب سطح روی آشفتگͬ ͷی ضربه، نوع و سنگ اندازەی

داده دست از را خود انرژی مدتͬ از بعد شده ایجاد موج ͬ شود. م منتشر آب سطح روی موج

مجاورت در که (شارەی هوا مولͺولهای به است ممͺن انرژی ͬ ایستد. م حرکت از آب سطح و

خواص شود. تبدیل گرما به آب درون اتلافͬ اثر های سبب به یا شود منتقل دارد) قرار آب

کشش است. وابسته نیز شاره نوع به اولیه، محرک عامل بر علاوه شده، تولید موج های انتشاری
Rung−Kutta۱
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شارەها مشترک مرز ۷ ۱۹۶

تماس زاویەی ولͬ است متفاوت قطرەها حجم افقͬ. سطح ͷی از آویزان قطرە ی شͺل  ۱۴ .۷ شͺل
.[۵۳] است ۲π

۳ با برابر و ثابت

ͬ کنند. م تعیین را موج رفتار که هستند محیط از مشخصاتͬ مهم ترین وشͺسانͬ و گرانش سطحͬ،

ͷی (نشستن خارجͬ نیروی اعمال با است. صاف کاملا́ آب سطح اول، لحظەی در کنید فرض

گرانشͬ انرژی صورت این در ͬ شود. م کشیده آب سطح سنگ)، برخورد یا آب روی سنجاقک

بازگشت به تمایل مشترک مرز سطحͬ، کشش سبب به ͬ کند. م تغییر سامانه سطحͬ کشش و

ادامەی یا بازگشت به تمایل حالت دو هر گرانشͬ، انرژی تغییرات به بسته و دارد اولیه حالت به

سطح روی آشفتگͬ ͬ شود، م برقرار پدیدەها این بین که رقابتͬ با است. ممͺن سطح، کشیدگͬ

حرکت میرایی در تمایل ایجاد همیشه البته هم وشͺسانͬ نقش ͬ شود. م منتشر موج ͷی بصورت

است.

بستەی است. جایͽزیده موج بستەی ͷی صورت به شده ایجاد موج شͺل کلͬ، حالت در

حرکت بسته این زمان گذر با و دارد وجود آب سطح روی متناهͬ ناحیەی ͷی در تنها موج،

ساده کسینوسͬ یا سینوسͬ امواج بصورت که ͬ هایی آشفتگ ͬ خواهیم م مهم دلیل دو به ͬ کند. م

بصورت ͬ توانیم م را کلͬ آشفتگͬ نوع هر فوریه، قضیەی به بنا طرفͬ از کنیم. مطالعه را هستند

نظر در مختلف موج های طول و دامنەها با ساده کسینوسͬ یا سینوسͬ امواج از خطͬ ترکیبی
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۱۹۷ مرزی امواج ۵ .۷

آن با که ͬ د هد م دست به را ابزاری ساده تناوبی امواج انتشار مطالعەی این، بر علاوه بͽیریم.

را مشترک مرز که شارەهایی خواص به فقط که پرداخت انتشار از مشخصاتͬ بررسͬ به ͬ توان م

ندارند. بستگͬ خارجͬ عامل خصوصیات به و دارند بستگͬ ͬ سازند، م

ساده رونده موج

و مشترک فصل ͷی ، ۱۵ .۷ شͺل مطابق کنیم، مطالعه را سطح رویِ امواج انتشار اینکه برای 

کردەایم انتخاب طوری را z محور شͺل، این مطابق بͽیرید. نظر در را دکارتͬ مختصات دستگاه

مشترک فصل نقاط هندسͬ مͺان ، z = h(x, y, t) و شاره حاوی ظرف کف ، z = −H که

z = ۰ با شاره آزاد سطح باشیم، نداشته مشترک فصل روی موجͬ هیچ اگر ͬ دهد. م نشان را

ͬ شود: م مشخص زیر بصورت تابعͬ با ساده تناوبی موج ͷی ͬ شود. م مشخص

h(x, y, t) = h۰ cos(q · r− ωt), (۳۴ .۷)

است. موج بسامد ω و ͬ شود م تعریف q = (qx, qy) بصورت بعدی، دو موج بردار آن در که

مثال عنوان به است. شده استفاده r = (x, y) بصورت بعدی دو مͺان بردار از رابطه این در

۲π/k موج طول با x̂ راستای در که داریم ساده روندەی موج ͷی ، q = (k, ۰) حالت برای

ͬ شود. م منتشر h۰ دامنەی و ω ،بسامد

z

-H

h(x,y,t)

0 x

A

B

C

آن. روی موج و شاره دو مشترک فصل ۱۵ .۷ شͺل
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خارجͬ عوامل با دو هر آیا ͬ شوند؟ م کنترل چͽونه بسامد و موج طول مرزی، امواج انتشار در

با که کنید تصور سؤال این به پاسخ برای هستند؟ شاره مشخصات از دو هر یا ͬ شوند م تعیین

ͬ کنید. م ایجاد موج آب روی ، τ ثابت زمانͬ فاصلەهای با ͷکوچ و متناوب ضربەهای اعمال

در کردەاید. تعیین شما که است ω = ۲π/τ با برابر شده تولید موج بسامد که است واضح

عکس ͬ کنند. م تعیین را موج طول اندازەی آن مرزی ِ شرایط و شاره نوع̧ چطور؟ موج طول مورد

شود. تنظیم خارجͬ عوامل توسط موج طول که صورت این به است. پذیر امͺان هم آزمایش این

سراغ مورد این برای مثالͬ آیا ͬ شود. م برگزیده سامانه توسط انتشار مجاز بسامد صورت این در

پاشندگͬ رابطەی ͬ شود. م مشخص پاشندگͬ رابطەی توسط سامانه خواص کلͬ حالت در دارید؟

است: بسامد و موج) طول (یا موج بردار بین ارتباط

ω = ω(q).

دارد. اساسͬ اهمیت پاشندگͬ رابطەی شͺل بررسͬ مختلف، محیط های در موج انتشار بحث  در

ͬ آوریم. م بەدست شاره دو مشترک فصل برای را پاشندگͬ رابطەی ما اینجا در

اتلاف بدون و دامنه کم امواج

بررسͬ را سامانەهایی در امواج انتشار و کنیم صرفنظر اتلافͬ اثرهای از ͬ خواهیم م بحث این در

دامنەی با امواج ͬ خواهیم م بالا تقریب بر علاوه .۱ ندارد مهمͬ نقش آنها در اتلاف که کنیم

و λx = ۲π/qx با را اصلͬ راستاهای موج های طول  که صورتͬ در بͽیریم. نظر در را ͷکوچ

ͬ شود. م آورده بر h۰ << λx, λy شرط با امواج بودن دامنه کم دهیم، نشان λy = ۲π/qy

را شاره در آمده بوجود سرعت میدان مشترک، فصل در امواج انتشار نحوەی بررسͬ برای

که سطح تناوبی حرکت با متناظر را شاره در شده ایجاد سرعت میدان ͬ خواهیم م ͬ کنیم. م مطالعه

صرفنظر اتلافͬ اثرهای از این که به توجه با آوریم. بدست ͬ شود م توصیف ۳۴ .۷ رابطەی توسط

است: پتانسیلͬ شارش ͷی بصورت شاره سرعت میدان کردەایم،

u = ∇ϕ.

دارد. بستگͬ رینولدز عدد بودن بزرگ میزان به تقریب این درستͬ میزان ۱
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که آنجا از ͬ آید. م بدست مسأله مناسب مرزی شرایط اعمال با لاپلاس معادلەی حل از پتانسیل

شارەی حرکت داریم تمایل است، زیری) (شارەی آب از کمتر بسیار بالایی)، (شاره هوا چͽالͬ

z = −H در ͬ کنیم. م صرفنظر هوا حرکت  به مربوط انرژی سهم از واقع در کنیم. مطالعه را زیری

به توجه با است. تماس در هوا با شاره z = h(x, y, t) در و است تماس در ظرف کف با شاره

است: زیر بصورت لغزش بدون مرزی شرط ظرف، کف بودن جامد

ux(x, y, z = −H) = uy(x, y, z = −H) = uz(x, y, z = −H) = ۰, (۳۵ .۷)

دید از دقیق تر، بیان به است. مشترک فصل حرکت سرعت با برابر مشترک فصل در شاره سرعت

مشترک فصل موازی راستای در و مرز روی شاره سرعت با برابر سرعتͬ با و مرز در که ناظری

برابر نقطه آن در سرعت عمودی مولفەی با مشترک فصل ارتفاع زمانͬ تغییرات ͬ کند، م حرکت

است:

uz(x, y, z = h(x, y)) =
∂

∂t
h(x, y, t) + (ux∂x + uy∂y)h(x, y, t),

ͬ شود: م زیر تقریبی صورت به بالا رابطەی دامنه، کم حرکت های حد در

uz(x, y, z = h(x, y)) ∼ ∂

∂t
h(x, y, t). (۳۶ .۷)

برای را زیر بصورت جوابی مشترک، فصل موجͬ شͺل به توجه با لاپلاس، معادلەی حل برای

ͬ زنیم: م حدس پتانسیل

ϕ(x, y, z, t) = ϕ̄(z) cos(q · ρ− ωt+∆), (۳۷ .۷)

با بیابیم. را ∆ و ϕ̄ آنجا از و ͬ کند م صدق لاپلاس معادلەی در جواب این کنیم تحقیق کافیست

شود: حل زیر بصورت معادلەای باید که ͬ بینیم م لاپلاس معادلەی در حدس این دادن قرار

(
d۲

dz۲ − q۲)ϕ̄ = ۰,

است: زیر شͺل به جواب ͬ ترین کل است. q۲ = q · q آن در که

ϕ̄ = Aeqz +Be−qz.
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حالت برای را جوابها دهید اجازە ͬ آیند. م بدست B و A ثابتهای ،۳۵ .۷ مرزی شرط اعمال با

اکنون است. B = ۰ صورت این در کنیم. مطالعه ، H → ∞ آن در که عمیق بسیار استخر

ͬ کنیم: م بررسͬ را هوا با شاره مشترکِ فصل در مرزی شرط

∂

∂t
h = Aqeqh cos(θ +∆) ≈ Aq(۱ +O(h)) cos(θ +∆), (۳۸ .۷)

است ͷکوچ بسیار که موج دامنەی حسب بر را نهایی جواب و θ = q · r − ωt آن: در که

زیر مقادیر باید ∆ و A ثابت های باشد، برقرار زمانͬ هر در رابطە این اینکه برای دادەایم. بسط

کنند: اختیار را

A = qeqh cos(q · r− ωt+∆), ∆ = −π
۲
. (۳۹ .۷)

ͬ آید: م در زیر بەشͺل پتانسیل بنابراین

ϕ(x, y, z, t) ≈ ωh۰

q
eqz sin(q · r− ωt), (۴۰ .۷)

با: ͬ شوند م برابر سرعت میدان مختلف مؤلفەهای آنجا از و

ux ≈ ωh۰

q
qxe

qz cos(q · r− ωt),

uy ≈
ωh۰

q
qye

qz cos(q · r− ωt),

uz ≈ ωh۰e
qz sin(q · r− ωt). (۴۱ .۷)

است. آمده بدست عمیق شارەی برای و دامنه کم  امواج حد در بالا نتایج که کنید دقت

پاشندگͬ رابطەی

استفاده با را مشترک مرز دوسوی فشار اختلاف مرزی، امواج پاشندگͬ رابطەی آوردن بدست برای

یافتەی تعمیم قانون طبق ناپایاست، شارش چون اینجا در ͬ کنیم. م بررسͬ برنولͬ معادلەی از

داریم: B و C نقطەی دو برای برنولͬ

PC = PB + ρ(gh(x, y, t) +
۱
۲
u۲
B +

∂

∂t
ϕ) + ρgH,
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داریم: یانگ ⁃لاپلاس قانون بنابر دیͽر، طرف از

PB − PA ≈ −σ( ∂
۲

∂x۲h+
∂۲

∂y۲h) = σh۰q
۲ cos θ.

داریم: اخیر رابطەی دو ترکیب با

PC − PA − ρgH = h۰[σq
۲ + ρg − ρ

ω۲

q
] cos θ.

راست طرف صورت این در است. ثابت هوا)، فشار (یعنͬ شاره خارج در و ظرف کف در فشار

دلخواه، ولͬ ͷکوچ دامنەهای با امواج برای موضوع این باشد. زمان از مستقل باید بالا تساوی

است: پذیر امͺان زیر حالت در تنها

ω =

√
q(g +

σ

ρ
q۲), (۴۲ .۷)

متناهͬ عمق برای پاشندگͬ رابطەی شͺل مطالعەی است. سطحͬ امواج پاشندگͬ رابطەی این و

زیر صورت به پاشندگͬ رابطەی متناهͬ، عمق برای ͬ شود م داده نشان ͬ شود. م واگذار خواننده به

ͬ شود: م

ω =

√
tanh(qH)q(g +

σ

ρ
q۲), (۴۳ .۷)

بصورت است، شده تعریف این از پیش که  ͬ موئینگ طول از استفاده با را پاشندگͬ رابطەی

در موج عدد اندازەی این که به بسته ͬ کنیم. م بازنویسͬ ω =
√
tanh(qH)gq(۱ + (ℓq)۲)

را مختلفͬ حدی حالت های ͬ توانیم م است، ͷکوچ یا بزرگ مویینگͬ طول عکس با مقایسه

شͺل پاشندگͬ رابطەی ،ℓq ≪ ۱ حدی حالت در و عمیق بسیار شارەی در دهیم. تشخیص

سطحͬ کشش و غالب گرانشͬ اثرهای حد، این در شهودی نظر از دارد. را ω =
√
qg سادەتر

است.  ͬ موئینگ طول از بلندتر بسیار موج های طول  با امواج به مربوط حالت این است. ناچیز

گرانشͬ اثر های از ، (ℓq ≫ ۱) باشد کوچͺتر بسیار  ͬ موئینگ طول از موج طول که حدی در

دارد. را ω =
√

σ
ρ q

۳ سادەتر شͺل پاشندگͬ رابطەی صورت این در کرد. صرفنظر ͬ توان م

پاشندگͬ، رابطەی تجربی مطالعەی با عمیق شارەی ͷی در که ͬ دهیم م نشان بعدی قسمت در

آورد. بەدست را شاره مشترک مرز سطحͬ کشش ͬ توان م
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ͬ کنیم: م خلاصه زیر بصورت مختلف حالت سه در را پاشندگͬ رابطەی تقریبی شͺل

ω =


√
gq, qH ≫ ۱, qℓ≪ ۱ عمیق گرانشͬ √رژیم
σ
ρ q

۳, qH ≫ ۱, qℓ≫ ۱ عمیق مویینگͬ رژیم
√
gHq(۱ − ۱

۶(qH)۲ + · · · ), qH ≪ ۱, qℓ≪ ۱ کم عمق گرانشͬ رژیم

است. ساده دورەای موج ͷی انتشار سرعت ͬ شود، م تعریف vph = ω/qبصورت که فاز سرعت

طول موجهای با موج ها ͬ کند. م پیدا بستگͬ موج عدد به آنها فاز سرعت مرزی، امواج مورد در

حالت های برخͬ برای فاز سرعت تقریبی شͺل ͬ شوند. م منتشر مختلفͬ سرعت های با متفاوت

ͬ شود: م آورده زیر در حدی

vph =


√

g
q , qH ≫ ۱, qℓ≪ ۱ عمیق گرانشͬ √رژیم
σ
ρ q, qH ≫ ۱, qℓ≫ ۱ عمیق مویینگͬ رژیم

√
gH(۱ − ۱

۶(qH)۲ + · · · ), qH ≪ ۱, qℓ≪ ۱ کم عمق گرانشͬ رژیم

است. محدود ͷکوچ بسیار دامنەی با امواج حالت به بالا نتایج تمام که کنید توجه

تجربی روش

شͺل کرد. بررسͬ ͬ توان م را سطحͬ امواج پاشندگͬ رابطەی ،ͬͺاپتی روش های از استفاده با

ته˼ ͬ دهد. م نشان را  ͬ موئینگ امواج پاشندگͬ رابطەی تعیین برای تجربی آزمایش ͷی طرح ،۱۶ .۷

نوسانهای طریق این از و است شده وصل بلندگو ͷی مرتعش صفحەی به ͷباری بسیار سوزن ͷی

ͬͺتریͺال ولتاژ بسامد با آب روی شده ایجاد موج بسامد ͬ شود. م منتقل آب سطح به بلندگو

ͬ کنیم. م استفاده لیزر باریͺەی ͷی از موج، طول اندازەگیری برای است. برابر بلندگو به متصل

را سطح به تابیده لیزر باریͺەی پراش، توری ͷی مانند آب روی شده تشͺیل  ͬ موئینگ امواج

طرح گامهای اندازەگیری با امواج موج طول ͬ شود. م تشͺیل دیوار روی پراش طرح و پراشیده

این  در ͬ شود. م گیری اندازه امواج طول موج ِ بسامد، تغییر با ͬ آیند. م بدست شده، تولید پراش̞

رابطەی از استفاده با کنیم. مطالعه تجربی صورت به را امواج پاشندگͬ رابطەی ͬ توانیم م صورت،

داشته را شاره چͽالͬ اگر مثلا́ آورد. بەدست هم را سامانه ͬͺفیزی مشخصات ͬ توان م پاشندگͬ

در کنیم. گیری اندازه را آن سطحͬ کشش مقدار ͬ توانیم م ۴۳ .۷ پاشندگͬ رابطەی ͷکم با باشیم
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۲۰۳ عام شͺل با مرزی ͬ های آشفتگ انتشار ۶ .۷

سوزن ͷی ته مرزی. امواج پاشندگͬ رابطەی گیری اندازە برای آزمایش ͷی طرح چپ: ۱۶ .۷ شͺل
آب سطح به بلندگو نوسانهای طریق این از و است شده وصل بلندگو ͷی مرتعش صفحەی به ͷباری بسیار
سطح به تابیده لیزر باریͺەی پراش، توری ͷی مانند آب روی شده تشͺیل  ͬ مویینگ امواج ͬ شود. م منتقل
به متصل تغذیەی منبع با امواج بسامد آزمایش این در ͬ شود. م تشͺیل دیوار روی پراش طرح و پراشیده را
پراش طرح از نمونەای راست: ͬ شوند. م اندازەگیری پراش طرح گامهای با نیز امواج موج طول و بلندگو

.[۵۴] است شده داده نشان سطحͬ امواج از شده منعکس لیزر باریͺه از شده تشͺیل

ͷی حجمͬ درصد به آب سطح̞ͬ کشش وابستگͬ تجربی، روش این از استفاده با ،۱۷ .۷ شͺل

تویین سطحͬ، فعال مادە ی است. شده اندازەگیری شده، افزوده آب به که سطحͬ فعال مادەی

مادەی افزودن با داشتیم، انتظار که همانطور دادەایم. نشان ϕ با را حجمͬ درصد و است ۸۰

ͬ شود. م کم توجهͬ قابل میزان به آب سطحͬ کشش سطحͬ، فعال

عام شͺل با مرزی ͬ های آشفتگ انتشار ۶ .۷

ͬ های آشفتگ انتشار بررسͬ برای را راه ساده دورەای مرزی امواج مطالعەی شد، گفته که آنچنان

بودن ͷکوچ کنیم، مقید بدان را خود باید که چیزی تنها ͬ سازد. م هموار دلخواه شͺل با مرزی

است معروف پاشندگͬ پدیدە ی به موج، طول به فاز سرعت وابستگͬ ͬ هاست. آشفتگ دامنەی

مرور به هستند، جایͽزیدە مͺانͬ نظر از که ͬ هایی آشفتگ که است این نتیجەاش مهم ترین و

موج بستەهای شدن باز بصورت است ممͺن شͺل تغییر این ͬ شوند. م شͺل تغییر دچار زمان

مناسبی ریاضͬ ابزار فوریه تبدیل موضوع این بررسͬ برای پیدا کند. نمود جایͽزیده) (پالس های

فوریەی تبدیل ͬ شود، م داده h(r, t) تابع با که دلخواه شͺل با مرزی آشفتگͬ ͷی برای است.
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σ

φ

(N
/m
)
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روش با سطحͬ،  فعال مادەی ͷی جرمͬ درصد حسب بر آب سطحͬ کشش تغییرات ۱۷ .۷ شͺل
مادەی ͷی عنوان به ،(T۸۰) ۸۰ تویین از آزمایش این در است. آمده دست به سطحͬ امواج مطالعەی

[۵۴] است شده استفاده سطحͬ فعال
.

ͬ شوند: م تعریف زیر بصورت وارونش و فضایی⁃زمانͬ

h(r, t) =

∫
d۲q

(۲π)۲
dω

۲π
h̄(q, ω)ei(q·r−ωt), h̄(q, ω) =

∫
d۲rdth(r, t)e−i(q·r−ωt),

h̄∗(q, ω) = h̄(−q,−ω) قید با مختلط تابع ͷی است ، حقیقͬ که تابعͬ فوریەی تبدیل

بردار با دورەای امواج از خطͬ ترکیب به را دلخواه شͺل با مرزی آشفتگͬ هر فوریه، تبدیل است.

آشفتگͬ هر که است داده نشان پیشین بخش های محاسبات ͬ کند. م تبدیل مختلف موج های

رابطەی در محاسبات این نتایج ͬ شود. م منتشر فرکانسͬ چه با شده داده موج بردار با دورەای

ͬ کند م ͷکم چطور آمده بدست پاشندگͬ رابطەی ببینیم ͬ خواهیم م است. شده خلاصه پاشندگͬ

فرض کنیم. بیان واضح تر کمͬ را سوال صورت کنیم. مطالعه را دلخواه آشفتگͬ ͷی انتشار تا

این سوال باشد. شده داده h(r, ۰) دلخواه تابع با t = ۰ لحظەی در مرزی آشفتگͬ شͺل کنید

پاسخ است. چͽونه ͬ شود، م بیان h(r, t) تابع با که t دلخواه لحظەی در مرز شͺل که است

و h(r, ۰) یعنͬ صفر، لحظەی در آن زمانͬ مشتق و مرز شͺل داشتن دست در با که است این
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۲۰۵ عام شͺل با مرزی ͬ های آشفتگ انتشار ۶ .۷

ͬ کنیم: م محاسبه زیر بصورت را آنها فوریەی تبدیل ∂th(r, ۰)

h̄(q) =

∫
d۲r

(
h(r, ۰) +

i

ω(q)
∂th(r, ۰)

)
e−iq·r,

بدست وارون تبدیل با را دلخواه لحظەی در مرز شͺل ͬ توانیم م h̄(q) داشتن دست در با سپس

آوریم:

h(r, t) =

∫
d۲q

(۲π)۲ h̄(q)e
i(q·r−ω(q)t) + ⅽ.ⅽ..

تغییر x راستای ͷی در تنها که کنیم مطالعه را مرزی ͬ های آشفتگ بعد به اینجا از دهید اجازه

به را بودند بعدی ۲ که فضایی انتگرال های تا دهد مͬ اجازه ما به سازی ساده این ͬ کنند. م

ͷی بصورت مرزی آشفتگͬ اول لحظەی در کنید فرض مثلا دهیم. کاهش بعدی ͷی انتگرالهای

باشد: زیر شͺل به جایͽزیده موج بستەی

h(x, ۰) = h۰e
iq۰x− x۲

L۲ + ⅽ.ⅽ.,

اندازەی به ناحیەای در گاوسͬ تابع ͷی با که داریم q۰ موج بردار با ساده دورەای آشفتگͬ ͷی

اندازەاش که خارجͬ جسم ͷی با اول لحظەی در کنید فرض مثلا است. شده حدودیLجایͽزیده

روی L اندازەی با سنگͬ باشیم علاقەمند شاید ͬ کنیم. م جابجا کمͬ را آب سطح روح است، L

آشفته جایͽزیده موج بستەی ͷی بصورت را شاره مرز شͺل اول لحظەی در کنیم. پرت آب

نقطەی از دایرەای موج ͷی بصورت آشفتگͬ بعدی، لحظات در ͬ آید؟ م پیش چه کردەایم.

بصورت که داریم دایروی بعدی دو موج بستەی ͷی لحظه هر در واقع در ͬ شود. م دور شروع

اول لحظەی در زمانͬ مشتق محاسبات، ادامەی در و سهولت برای ͬ شود. م دور مرکز از شعاعͬ

پاشندگͬ تابع رابطەی به ببریم پیش را محاسبات بتوانیم اینکه برای ͬ کنیم. م فرض صفر هم را

دهیم: بسط زیر بصورت بتوانیم را پاشندگͬ تابع کنید فرض داریم. نیاز

ω = ω۰ + (q − q۰)ω
′ +

۱
۲
(q − q۰)

۲ω′′ + · · · ,

که: ͬ دهد م نشان محاسبه کمͬ

h̄(q) =
√
πh۰Le

− (q−q۰)۲

۴/L۲ + (q۰ → −q۰),
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شارەها مشترک مرز ۷ ۲۰۶

ͬ شود: م نتیجه آن از و

h(x, t) =
۱
۲
h۰L

(
ei(q۰x−ω۰t)√

L۲/۴ + i(t/۲)ω′′
e
− (x−ω′t)۲

L۲+۲itω′′ + q۰ → −q۰

)
+ ⅽ.ⅽ..

ͬ بینیم م ،ω(−q) = ω(q) تقارن گرفتن نظر در با دارند. سادەای شهودی تفسیر بالا نتایج

مختلف دوسوی در که است قرینه نقطەی دو در جایͽزیده تقریبا پالس دو بصورت آشفتگͬ که

برای ͬ کند. م تغییر زمان گذشت با پالس ها این از کدام هر جایͽزیدگͬ میزان ͬ کنند. م حرکت

فوریه فضای در است، جایͽزیده L اندازەی به محدودەای در مͺان فضای در که موجͬ بستەی

گسترده ∆q ∼ ۱/L اندازەی به موج ها طول از محدودەای در که دارند سهم موجهایی بردار

با موج بستەی فضایی گستردگͬ است. شده نتیجه h̄(q) تابع شͺل از موضوع این شدەاند.

که: کنید توجه موضوع این دیدن برای ͬ کند. م تغییر زمان گذشت

L۲/۴ − i(t/۲)ω′′

L۴/۱۶ + (t۲/۴)ω′′۲ + ⅽ.ⅽ. → ۲
۱

L۲/۴ + t۲ω′′۲/L۲ ,

L(t) ∼
√
L۲ + ۴(ω′′۲/L۲)t۲ بصورت را دلخواه زمان در موج بستەی عرض ͬ توانیم م آنجا از که

این در ω′′ علامت و ͬ شود م پهن شدگͬ باعث همواره پاشندگͬ که کنید توجه آوریم. بدست

بستەی عرض که ببینیم ͬ توانیم م ،t → ∞ بزرگ بسیار زمان های برای ندارد. نقشͬ موضوع

را موج بستەی بازشدن سرعت ͬ کند. م رشد زمان با L(t) ∼ (|ω′′|/L)t خطͬ بصورت موج

موج بستەی شدن باز پدیدەی این ͬ کنیم. م تعریف δvⅾis = dL(t)/dt = ω′′/L بصورت

سهم موج بستەی ͷی شͺل دهͬ در که مختلفͬ موج های انتشار سرعت اختلاف به ͬ توانیم م را

در که هستند عدد موج هایی دارای موج، بستەی ͷی سازندەی موج های دهیم. نسبت دارند،

ͬ توانیم م را موجها این به مربوط سرعت اختلاف نتیجە در ͬ گیرند. م قرار ∆q ∼ ۱/L بازەی

بزنیم : تخمین هم زیر بصورت

δvⅾis ∼
vph(q +∆q)− vph(q)

∆q
∆q ∼ ω′′

L
.

مورد در و است پاشنده محیط های عمومͬ خصوصیت جایͽزیده، ͬ های آشفتگ پهن شدن این

ͬ شود. م دیده موج ها انواع
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رقابت بالا اثر با شرایطͬ در است ممͺن که دارد وجود هم دیͽری اثر کم عمق، آب های در

مربوط نتایج چند هر داریم. A دامنەی و L گستردگͬ با مرزی آشفتکͬ ͷی کنید فرض کنید.

برای آنها از بتوانیم کنید، فرض ولͬ آمده بدست A ≪ H حالت برای پاشندگͬ، رابطەی به

بصورت فاز سرعت کم عمق، آب های در ͬ شود م دیده که آنطور کنیم. استفاده تخمین ها برخͬ

بیشتر کمͬ ͬ تواند م موج بستەی مرکز موج های فاز سرعت ͬ رسد م نظر به است. vph ∼
√
gH

موج های که ͬ شود م باعث اثر این باشد. vph ∼
√
g(H +A) با برابر و موج ها بقیەی از

بصورت اثر این از ناشͬ سرعت اختلاف بͽیرند. پیشͬ موج ها دیͽر از موج بستەی مرکزی

ͬ شود: م برآورد زیر تقریبی

δvnⅬ ∼
√
g(H +A)−

√
gH ∼

√
g

H
A.

کند. رقابت اخیر اثر این با پاشندگͬ از ناشͬ شدن گسترده که کرد تصور را شرایطͬ ͬ توان م آیا

شͺل تغییر بدون جایͽزیده موج بستەی ͷی که شود ایجاد شرایطͬ است ممͺن صورت این در

پاشندگͬ رابطەی شͺل از استفاده با .δvⅾis ∼ δvnⅬ که ͬ دهد م رخ زمانͬ اتفاق این شود. منتشر

داشت: خواهیم کم عمق آب های √برای
g

H
A ∼ ۱

L
×
√
gHqH۲ =

۱
L

×
√
gH

۱
L
H۲ → A ∼ H۳

L۲ .

متناسب موج بستەی اندازەی عکس با موج عدد بزرگͬ مرتبەی که موضوع این از بالا رابطەی در

واقعا عمل در شد، بررسͬ تقریبی و کیفͬ بصورت که بالا موضوع است. شده استفاده است،

جواب هایی کنیم، وارد دقت با را غیرخطͬ اثر های اگر کم عمق بسیار آب های در ͬ افتد. م اتفاق

مشخصەی ͬ شوند. م منتشر شͺل تغییر بدون که یافت ͬ توان م جایͽزیده ͬ های آشفتگ برای

و دامنه بین A ∼ H۳/L۲ بصورت که است رابطە ای سالیتون ، به موسوم مرزی  آشفتگͬ این

مثال سادەترین گرانشͬ، رژیم در کم عمق آبهای به مربوط سالیتون های است. برقرار آن گستردگͬ

نقش غیرخطͬ اثرهای ͬ شوند. م منتشر شͺل تغییر بدون که هستند جایͽزیدەای ͬ های آشفتگ از

دارند. سالیتون ها ͷدینامی در اساسͬ

نوزدهم قرن در راسل اسͺات جان آقای توسط سالیتون ها مشاهدەی به مربوط گزارش اولین

ͷی شود، متوقف آنͬ بصورت اگر ͬ کند، م حرکت کانال ͷی درون که کشتͬ ͷی است. شده ارایه
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ͬ شود. م منتشر قایق حرکت اولیەی راستای در که ͬ کند م تولید آب سطح روی جایͽزیده آشفتگͬ

ͬ شود م منتشر کیلومتر ها آب سطح در آشفتگͬ این شد متوجه بود، اسب بر سوار که راسل آقای

کانال ͷی ندارد. قایق و اسب به احتیاج سالیتون مشاهدەی البته دهد. شͺل تغییر اینکه بدون

و صلب جسم با کنید سعͬ بͽیرید. نظر در را دارد ۱۰ⅽⅿ مثلا عمق به آرامͬ آب که طولانͬ نسبتا

دامنەی با سریع حرکت ͷی بͽیرید را کانال مقطع از توجهͬ قابل قسمت ͬ تواند م که شͺلͬ دیوارە

ͬ شود م ایجاد جایͽزیده نسبتا آشفتگͬ ͷی کنید. ایجاد کانال طولͬ راستای در ͬ متری سانت چند

v ∼
√
gH ∼ ۱ⅿ̸s حدودی سرعت با آشفتگͬ این که ͬ کنید م مشاهده ͬ شود. م منتشر که

کردن رها با را پدیده این راسل آقای شود. شͺل تغییر دچار اینکه بدون ͬ کند م طͬ را کانال طول

بررسͬ دقیق بصورت را آنها عمومͬ مشخصات تا آزمود آزمایشͽاهͬ کانال های درون وزنە ͷی

تشͺیل سالیتون حجم که دادند نشان سالیتون، حرکت سرعت گیری اندازه بر علاوه ایشان کند.

برای زیادی تلاش های راسل، آقای مشاهدات از پس است. شده جابجا آب حجم با برابر شده

به جلوتر، بخش های در شد. کم عمق کانالهای در مرزی امواج حرکت معادلات آوردن بدست

ͬ گردیم. م باز موضوع این

ͬ ها کشت پشت طرح ۷ .۷

زاویەی با شͺل مثلث ناحیەی ͷی طرح خود پشت در متحرک ͬ های کشت ،۱۸ .۷ شͺل مطابق

آن موازی و آب سطح در که صلبی جسم هر ͬ کنند. م ایجاد ۲ arcsin(۱/۳) ∼ ۳۹◦ راس

کشیده آب روی که بزرگ توپ ͷی مثلا ͬ کند. م تولید مرزی امواج خود جلوی در ͬ کند، م حرکت

سرعت با و توپ سطح بر عمود راستͬ در موضعͬ بصورت که ͬ کند م تولید را امواجͬ ͬ شود، م

ͬ افتد. م اتفاق همین کشتͬ مورد در ͬ شوند. م منتشر توپ سطح عمودی سرعت با برابر فازی

ͬ شوند. م منتشر جلو به و مختلف راستاهای در که ͬ کند م منتشر را موجهایی خود روبروی کشتͬ

که است امواجͬ جبهەها ی طرح، لبەهای ͬ بینیم، م را کشتͬ پشت طرح که خاص لحظەی ͷی در

امواج گروه سرعت که آنجا از رسیدەاند. نقطه آن به و شده ایجاد کشتͬ توسط قبلͬ لحظات در

مذکور طرح و افتاده عقب کشتͬ از موج لبەهای است، کوچͺتر کشتͬ خود سرعت از شده تولید

نیست واقعیت از دور ͬ رود. پیش م W سرعت با که بͽیرید نظر در را کشتͬ است. گرفته شͺل
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سرعت انتقال بیشترین البته و ͬ شود م منتقل آب به کشتͬ جلوی روبه سرعت کنیم فرض که

حرکت،  راستای با آنها زاویەی نسبت به جانبی نقاط و ͬ گیرد م صورت روبرو دقیقا نقطەی در

بسوی که ͬ شود م موج هایی ایجاد باعث آب، به حرکت انتقال این ͬ گیرند. م را کشتͬ سرعت

ͬ کند   م منتشر (روبرو) مختلف راستاهای در کشتͬ که موج هایی فاز سرعت ͬ شوند. م منتشر جلو

که دیͽری نکتەی است. وابسته θ یعنͬ انتشارشان جانبی زاویەی به vph = W cos θ بصورت

سرعت یعنͬ گروه سرعت به کشتͬ پشت طرح یافتن برای که است این شود توجه آن بە باید

پاشندگͬ رابطەی حالت این در هستیم، عمیق آبهای و گرانشͬ رژیم در داریم.  نیاز انرژی انتشار

نظر مورد لحظەی در کنید فرض .vg = ۱
۲vph ͬ شود: م نتیجه که است ω =

√
gq بصورت

آن در و داشت قرار O′ نقطەی در کشتͬ تر قبل ثانیە T زمان در دارد. قرار O نقطەی در کشتͬ

داریم: کشتͬ سرعت به توجه با بود. کرده منتشر خود جلوی راستاهای در را ͬ هایی آشفتگ نقطە

رسیده کجا به الان بود شده منتشر θ راستای در که  ͬ آشفتگ است، این سوال .OO′ = WT

بطوریͺه: رسیده N نقطەی به و شده منتشر ۱
۲W cos θ گروه سرعت با آشفتگͬ این است؟

R = ۱
۴OO

′ شعاع به دایرەای روی N نقاط تمام که ͬ شود م دیده .O′N = ۱
۲WT cos θ

همەی پوشانندەی منحنͬ ͬ شود، م دیدە کشتͬ پشتͬ طرح بەصورت که آن چیزی شدەاند. واقع

راس زاویەی با که ͬ گیرد م شͺل پشتش طرحͬ ͬ کند، م حرکت W سرعت با که کشتͬ ۱۸ .۷ شͺل
راستاهای در موج هایی و ′Oبوده نقطەی در قبل ثانیه T کشتͬ این ͬ شود. م مشخص arcsinϕ = ۱/۳

رسیدەاند. دایرە روی نقاط به اکنون موجشان جبهەها ی که کرده منتشر مختلف

صافͬ خط منحنͬ این ͬ شوند. م ساخته قبلͬ لحظات تمام در فوق روش با که که دایرەهایی
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راس زاویەی که ͬ بینیم م محاسبه اندکͬ با ͬ شود. م مماس بالا دایرەی به O نقطەی از که است

به که ͬ ها کشت پشت طرح تشͺیل اصلͬ علت ͬ شود. م ϕ = arcsin ۱/۳ بصورت مذکور طرح

کشتͬ روبروی شده ایجاد سطحͬ موج های که ͬ شود م مربوط این به است، موسوم کلوین الͽوی

سرعت بیشترین درواقع ͬ شوند. م منتشر است کوچͺتر کشتͬ سرعت از که گروهͬ سرعت با

نصف البته هم آن و ͬ شوند م منتشر حرکت راستای در دقیقا که است امواجͬ به مربوط گروه

درون و کردیم بررسͬ را طرح کلͬ شͺل تنها ما که کنید توجه نهایت در است. کشتͬ سرعت

توجه که است آموزنده ͬ شوند. م دیدە پیچیده جبهەهای با موج هایی حتما شͺل مثلث ناحیەی

طول موجهای با متفاوت راستاهای در موج هایی W = ۱۰ⅿ̸s سرعت با کشتͬ ͷی برای کنیم

موج طول بیشترین که ͬ بینیم م ،λ = (۲π/g)W ۲ cos۲ θ دادن قرار با ͬ شوند. م تولید مختلف

ͬ شود. م λ ∼ ۶۰ⅿ حدودا که است حرکت راستای در شده منتشر موج های به مربوط

سالیتون  و KⅾV معادلەی کم عمق، کانال ۸ .۷

قابل ۱۵ .۷ شͺل در مساله هندسەی بͽیرید. نظر در را H کم بسیار عمق با ولͬ عریض کانال

انتشار ͬ خواهیم م ͬ دهیم. م نشان z با را عمق و x با را کانال طولͬ راستای است. پیͽیری

h(x, t) تابع با را مرزی ͬ های آشفتگ الͽوی کنیم. مطالعه را کانال این آب سطح روی امواج

L با را کانال راستای در سطح تغییرات طولͬ مقیاس و a با را آشفتگͬ دامنەی ͬ دهیم. م نشان

کانال عمق با مقایسه در امواج دامنەی که ͬ کنیم م محدود حالتͬ به را خود بررسͬ ͬ هیم. م نشان

به آن عمق نسبت با کانال بودن عمق کم  دیͽر، طرف از .ϵ = (a/H) ≪ ۱ یعنͬ باشد کم

ͬ شود. م تضمین δ = (H/L) ≪ ۱ بصورت رابطەای با و مرزی ͬ های آشفتگ طولͬ مقیاس

نوشته h(x, y) ارتفاع تابع و ϕ(x, z, t) پتانسیل تابع برحسب که سامانه حرکتͬ معادلات ابتدا

ͬ کنیم. م بازنویسͬ خطͬ غیر جملات از کردن صرفنظر بدون را ͬ شود م

(ϕxx + ϕzz) = ۰,

ht + ϕxhx = ϕz, برای z = h(x, y),

ϕt +
۱
۲
(ϕ۲
x + ϕ۲

z) + gh+
σ

ρ
hxx = Ⅽ, برای z = h(x, y). (۴۴ .۷)
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اینها .ϕt = ∂tϕ مثلا دادەایم، نشان اندیس با را پارەای مشتقات سهولت برای آن در که

با شده جف و خطͬ غیر بصورت که هستند مرز حرکت کنندەی توصیف معادلات مجموعه

را بالا روابط نیست. راستͬ سر کار خطͬ غیر حالت در بالا معادلات حل هستند. شاره ͷدینامی

راستاهای در طول کنیم. بازنویسͬ بعد بدون بصورت مقیاس ها از مناسبی انتخاب با ͬ توانیم م

کمیت دو از ͬ کنیم. م بعد بدون x̄ = x/L و z̄ = z/H با ترتیب به را کانال موازی و عمودی

استفاده زمان و پتانسیل کردن بعد بدون برای t۰ = (۱/
√
gH)

√
ϵL و ϕ۰ =

√
gH

√
ϵL

معادلات صورت این در ͬ شود. م داده
√
gH با نیز مساله مشخصەی سرعت همچنین ͬ کنیم، م

ͬ شوند: م زیر بصورت شده بعد بدون

(δ۲ϕ̄xx + ϕ̄zz) = ۰,

δ۲(h̄t + ϵϕ̄xh̄x) = ϕ̄z,

ϕ̄t +
۱
۲
ϵ(ϕ̄۲

x + δ−۲ϕ̄۲
z) + ϵh̄+ ϵ(ℓ/L)۲h̄xx = ⅽ. (۴۵ .۷)

ϵ ≪ ۱ و δ ≪ ۱ حد به رفتن دهیم نشان که است این بالا معادلات نوشتن از ما مقصود

پارامتر های شدن ظاهر نحوەی که کنید توجه نیست. سرراستͬ کار حد آن در مساله بررسͬ و

کنیم. استفاده متداول اختلال نظریەی از راحتͬ به تا ͬ دهد نم اجازه ϵ و δ ͷکوچ

معادلات دیͽر شͺل

کنیم. بازنویسͬ دیͽر بصورتͬ را کم عمق کانال در حرکت معادلات داریم تمایل موارد برخͬ در

کانال، عرضͬ راستای در تقارن به با توجه کنیم. شروع اویلر ازمعادلات مستقیما دهید اجازه

اگر ͬ گیریم. م نظر uدر = ux̂+vẑ بصورت که است مولفە ۲ دارای قاعدتا سیال سرعت میدان

صرفنظر اویلر معادلەی در z مولفەی جملەهای دیͽر مقابل در بتوانیم سرعت عمودی مولفەی از

اینکه به توجه با .∂zP = −ρg کند تغییر خطͬ بصورت ارتفاع با باید فشار که ͬ بینیم م کنیم،

.P = P۰ − ρg(z − h(x, t)) داشت: خواهیم ͬ شود، م داده هوا فشار با فشار مرز، روی

بنویسیم: را اویلر معادلەی x مولفەی ͬ توانیم م اکنون

∂tu+ u∂xu = −g∂xh. (۴۶ .۷)
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در ∂xu + ∂zv = ۰ بصورت سرعت z مولفەی از کردن صرفنظر بدون را پیوستگͬ معادلەی

میͽیریم. انتگرال z = h(x, t) تا z = −H از و z روی رابطه این طرفین از بͽیرید. نظر

ͬ شوند: م زیر بصورت مختلف ∫جملات h

−H
dz∂xu ∼ ∂x(H + h)u,

∫ h

−H
dz∂zv = v(z = h) = ∂th(x, t),

زیر بصورت  ͬ پیوستگ معادلەی نتیجه در است. شده استفاده مرز در سرعت مرزی شرط از که

ͬ شود. م

∂th(x, t) + ∂x(H + h(x, t))u = ۰. (۴۷ .۷)

انتشار کنندەی توصیف معادلات شدە اند، جفت و خطͬ غیر که ۴۷ .۷ و ۴۶ .۷ معادلەی دو

کردن صرفنظر با را معادلات ابتدا که است آموزنده هستند. عمق کم کانال های در مرزی امواج

کنیم: بازنویسͬ خطͬ غیر جلات }از
∂tu(x, t) = −g∂xh(x, t) + خطͬ غیر ,جملات
∂th(x, t) = −H∂xu(x, t) + غیرخطͬ .جملات

(۴۸ .۷)

این مطابق .
(
∂۲
t − gH∂۲

x

)
h(x, t) = ۰ که ͬ بینیم م دوم معادلەی زمانͬ مشتق محاسبەی با

شوند. منتشر مرز روی ͬ توانند م ω =
√
gHq پاشندگͬ رابطەی با ساده دورەای امواج رابطە

برای بود. آمده بدست پیشین بخش های در که است پاشندگͬ رابطەی همان این که کنید توجه

را مساله بتوانیم δ ≪ ۱ و ϵ ≪ ۱ حد گرفتن نظر در با باید قاعدتا غیرخطͬ، اثر های بررسͬ

کنیم. بررسͬ

وِرایز ˀد و کورتەوِگ معادلەی

بصورت ͬ تواند م که کردەاند معرفͬ را شدەای سادە خطͬ غیر معادلەی وِرایز ˀد و کورتەوِگ

سادەشدەی معادلەی بͽیرد. نظر در ϵ و δ۲ اول مرتبەی تا را غیرخطͬ و پاشندگͬ اثرهای همزمان

ͬ شود: م نوشته زیر بصورت KⅾV

∂th(x, t) = ±
√
gH∂x

(
h(x, t) +

۱
۶
H۲∂۲

xh(x, t) +
۳
۴
h۲(x, t)

H

)
.
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ͬ شود. م موج پاشندگͬ باعث و است δ۲ با متناسب اثر های سهم وسط جملەی راست، سمت

و پاشندگͬ با که است بصورتͬ خطͬ غیر جملەی این نقش و است ϵ با متناسب آخر جملەی

کردیم، بحث کیفͬ بصورت این پیش از که آن چنانکه ͬ کند. م رقابت موج بستەهای پهن شدگͬ

شوند. منتشر شͺل تغییر بدون که باشد داشته جایͽزیدەای جواب های اخیر معادلەی داریم انتظار

ͬ کند: م صدق بالا معادلەی در زیر تابع که کنید تحقیق

h(x, t) = a seⅽh۲
(
x± ct

L

)
, c =

√
gH(۱ +

a

۲H
), a =

۴
۳
H۳

L۲ .

و است شده گسترده L اندازەی به ناحیەای در که است a ارتفاع به سالیتون ͷی بالا، جواب

آشفتگͬ عرض با ارتفاع وابستگͬ به ͬ شود. م منتشر شͺل تغییر بدون بصورت و c سرعت با

سادەترین این بود. آمده بدست کیفͬ استدلال  با این از پیش که است بصورتͬ که کنید توجه

ͷفیزی مختلف قسمت های در و نیست عمق کم کانال های به منحصر که است سالیتون از مثال

عمومͬ رفتار یافت. ͬ توان م را سالیتون از دیͽری مثال های کوانتومͬ، ͷانیͺم و ͷاپتی مانند

از آنها پراکندگͬ شوند. منتشر ͬ توانند م شͺل تغییر بدون که است صورت این به سالیتون ها

شود. پاشندگͬ باعث ͬ تواند نم دیͽر مانع  های یا سالیتون ها

مارانگونͬ اثر ۹ .۷

مارانگونͬ اثر ͬ آید. م بەدست سطحͬ انرژی کردن کمینه از شاره دو مشترک مرز تعادل حالت

متغیر آنها مشترک فصل روی سطحͬ کشش که دوشارەای مشترک فصل شͺل به ͬ شود م مربوط

مقدار که کنید فرض بͽیرید. نظر در را هوا با شاره ͷی مشترک مرز ، ۱۹ .۷ شͺل مطابق است.

که ͬ کنیم م فرض مسأله، شدن آسان برای باشد. متفاوت سطح مختلف نقاط در سطحͬ کشش

سطح ͷی ͬ شود. م داده σ(x) تابع با آن مقدار و ͬ کند م تغییر x راستای در تنها سطحͬ کشش

دو از سطح این بͽیرید. نظر در را L طول و dx عرض به مستطیل، شͺل به ͷکوچ بی نهایت

است برابر سطح این بر وارد برآیند نیروی مقدار ͬ شود. م کشیده سطحͬ کشش نیروی توسط سو

با:

[σ(x+ dx)− σ(x)]L.
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شارەها مشترک مرز ۷ ۲۱۴

ͬ شود: م وارد مستطیل این به زیر سطح̧ واحد بر نیرو بنابراین

dF

dA
=
dσ

dx
,

روی درست تنش، تانسور مماسͬ مولفەی پس ͬ شود. م وارد سطح به مماسͬ راستای در نیرو این

.

x

y

z

dx

H

.

x

y

z

h(x)

روی متغیر سطحͬ کشش راست: متغیر. سطحͬ کشش با شاره دو مشترک مرز چپ: ۱۹ .۷ شͺل
ͬ شود. م مشترک سطح شدن کج باعث سطح،

شود: سطحͬ کشش تغییرات از ناشͬ نیروی با برابر باید سطح

σxy(y = H) =
d

dx
σ(x).

شاره سرعت میدان باید که ͬ بینیم م داریم، تنش تانسور برای که پدیدەشناختͬ رابطەی به توجه با

سرعت میدان ͬ خواهیم م اکنون .η d
dyux|y=H = d

dxσ(x) کند: صدق زیر مرزی شرط در

شاره در جریان ͷی سطحͬ، کشش تغییرات از ناشͬ نیروی علت به آوریم. بدست را شاره

آیا است. u = ux(y)x̂ صورت بە ،x راستای در شارە سرعت تقارن، به بنا ͬ آید. م بوجود

تولید مماسͬ بصورت و سطح ͷنزدی که جریان های ͬ ماند؟ م صاف هوا با شاره مشترک سطح

که ͬ بینیم م سهولت به ͬ شوند. م ترکیب ظرف دیوارەی از شده منعکس جریان های با ͬ شوند م

تعادلͬ شͺل مطالعەی برای ͬ شود. م کج اندکͬ سطح و شده ناپایدار صاف سطح شرایط این در

مسأله، این بررسͬ سهولت برای شود. توصیف h(x) تابع با شده کج سطح ͬ کنیم م فرض سطح،

متوسط طور به شاره ارتفاع صورت این در ͬ گیریم. م مͺان از تغییر ک͒ند تابعͬ را سطحͬ کشش

حالت در کرد. صرفنظر ͬ توان م هم (d۲h/dx۲) شده ایجاد انحنای از و ͬ کند نم زیادی تغییر

میدان ،η∇۲u−∇P −ρgŷ = ۰ استوکس معادلەی اینرسͬ، اثر های از کردن صرفنظر با و پایا
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۲۱۵ مارانگونͬ اثر ۹ .۷

ارتفاع از تابعͬ بەصورت فشار استوکس، معادلەی y مؤلفەی حل از ͬ دهد. م بەدست را سرعت

ͬ آید: م بەدست

P (x, y) = P۰ + ρg(h(x)− y),

نتیجەی دادن قرار با اکنون است. xمختصات به نقطە ͷی در شاره ستون ارتفاع h(x) آن در که

ͬ رسیم: م سرعت میدان برای زیر معادلەی به استوکس، معادلەی در آمد بەدست فشار برای که بالا

η
d۲

dy۲ux(y) = ρg
d

dx
h(x).

زیرند: صورت به دیفرانسیل معادلەی این حل برای مرزی شرایط

η
d

dy
ux(y = h) = σ′(x), ux(y = ۰) = ۰.

حالت در داریم. احتیاج دیͽر شرط ͷی به آن یافتن برای نیست، مشخص هم h(x) تابع چون

نرخ و ͬ شوند م ترکیب دیوارەها از برگشتͬ جریان با سطحͬ نیروی توسط شده تولید جریان پایا،

میدان دیͽر بیان به ͬ شود. م صفر ثابت، x ͷی در شده واقع فرضͬ سطح هر روی کل شارش

است: زیر شرط به مقید ∫سرعت H

۰
ux(y)dy = ۰,

کشش اعمال از قبل آن اولیه ارتفاع با برابر متوسط طور به را شاره ارتفاع سهولت برای آن در که

و دیفرانسیل معادلەی حل با ͬ دهیم. م نشان H با را متوسط ارتفاع این گرفتەایم. متغیر سطحͬ

داریم: مرزی شرایط اعمال

ux(y) =
ρg

η
h′(x)[

y۲

۲
− Hy

۳
],

گرادیان به نیز سطح در شده ایجاد شیب است. پوآزوی جریان ͷی همراه به برشͬ جریان ͷی که

دارد: بستگͬ سطحͬ کشش

d

dx
h(x) ≈ ۳

۲
(ρgH)−۱ d

dx
σ(x).
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شارەها مشترک مرز ۷ ۲۱۶

سطح به را داغ اتوی ͷی لبەی ͬ شود. م ایجاد سطحͬ کشش گرادیان مختلفͬ دلایل به عمل، در

ͬ رود. م فرو کمͬ آب سطح ͬ گیرد، م اتو از را گرما بیشترین که نقطەای در کنید. ͷنزدی آب

ͬ شود. م ایجاد آن روی دما سطحͬ گرادیان ͷی آب، گرمایی رسانندگͬ علت به پدیدە این در

ͬ شود. م دیده مارانگونͬ اثر و شده سطحͬ کشش در گرادیان باعث دمایی گرادیان

ͬ دهند. م تغییر را سطحͬ کشش سطحͬ فعال مواد که دادیم نشان فصل، این ابتدای در

را شوینده ماده از ͷکوچ قطرەی ͷی اکنون بریزید. لیوان ͷی آب سطح روی فلفل پودر اندکͬ

دور است شده آغشته شوینده ماده با که ناحیەای از فلفل دانەهای کنید. اضافه لیوان سطح به

شوینده، قطرەی مرکز از شدن دور با داریم. را مارانگونͬ اثر از دیͽری نمود این جا ͬ شوند. م

دانەهای که ͬ شود م تولید مرکز خارج سمت به جریان ͷی پس ͬ شود، م بیشتر سطحͬ کشش

دیدەاید؟ روزمره اتفاقات در را مارانگونͬ اثر از دیͽری مثال های آیا ͬ برد. م خود با را فلفل
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۲۱۷ پرسش ها

پرسش ها

دارد، H متناهͬ عمق که شارەای سطح روی کم دامنە امواج برای را پاشندگͬ رابطەی ۱ .۷

آورید. بدست

سطوح سطحͬ کشش حسب بر را تماس زاویەی دارد. قرار آب روی روغن قطرەی ͷی ۲ .۷

آورید. بەدست مسأله، این در دخیل

اگر ͬ پیوندند. م هم به که بͽیرید نظر در را R۲ و R۱ شعا ع های با صابون حباب دو ۳ .۷

شعاع های حسب بر آن را شعاع  باشد، ͬͺترمودینامی تعادل حالت در شده تولید حباب

آورید. بەدست سطحͬ کشش و اطراف هوای فشار اولیە،

به است. فرو رفته شارەای در عمودی بەصورت که بͽیرید نظر در را صلب صفحەی ͷی ۴ .۷

معادلە که دهید نشان ͬ کند. م صعود سطح مجاورت در شارە مویینگͬ خاصیت علت

است: صفحه مجاورت در شارە آزاد سطح شͺل کنندەی توصیف زیر دیفرانسیل

۲
z

ℓ۲ − z′′

(۱ + z′۲)۲/۳
= ۰,

شرایط با است. شاره آمدەی بالا ارتفاع z و صفحه از فاصله x ،z′ = d
dxz(x) آن در که

آورید. بەدست را شاره آزاد سطح دقیق شͺل مناسب، مرزی

دو بین شارەی آزاد سطح دقیق شͺل و کنید استفاده قبلͬ مسألەی دیفرانسیل معادلەی از ۵ .۷

بͽیرید. d را صفحات بین فاصلەی آورید. بەدست را موازی صفحەی

مقایسه قابل جسم دو این بین فاصلەی اگر شناورند. شارەای سطح روی ͷکوچ جسم دو ۶ .۷

جسم دو اگر دهید نشان ͬ شود. م برقرار جسم دو این بین نیروی باشد، مویینگͬ طول با

باشد صورتͬ به جسم دو این جنس اگر ولͬ است. جاذبه نیرو باشند یͺسانͬ جنس دارای

است. دافعه نیرو باشد، نداشته دیͽری و باشد داشته ترشدن به تمایل ͬͺی که

قرار هم روی که بͽیرید نظر در را h′ و h ارتفاع های و ρ′ و ρ ͬ های چͽال به شارە دو ۷ .۷

صلب صفحەی دو توسط پایینͬ شارەی پایینͬ مرز و بالایی شارەی بالای مرز گرفتەاند.
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شارەها مشترک مرز ۷ ۲۱۸

منتشر شاره دو این مشترک مرز در که امواجͬ برای را پاشندگͬ رابطەی اند. شده محصور

بͽیرید. نامحدود را افقͬ راستای در شارەها این گستردگͬ آورید. بەدست ͬ شوند م

که صورتͬ در کردیم. صرف نظر سطح در شده ایجاد انحنای از مارانگونͬ اثر مسألەی در ۸ .۷

بͽیریم. نظر در سطح روی را لاپلاس قانون از ناشͬ عمودی نیروی باید باشد، زیاد انحنا

ͬ شود. م مهم پدیدە این شرایطͬ چه در دهید توضیح و کنید بررسͬ را مسأله این
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۸
ابعادی تحلیل

مسأله، آن مشخصەی کمیاتِ ͬͺفیزی بˀعد و بزرگͬ مرتبەی به توجه ،ͷفیزی مسائل ِ با مواجهه در

تا ͬ کند م ͷکم اعداد، بزرگͬ مرتبەی از اطلاعات آنکه اول است. لازم و مهم جهت دو از

توصیف ریاضͬ معادلات این، بر علاوه آوریم. بدست مسأله ِͷفیزی از درست تری شهودی درک

نامربوط اثرهای تا ͬ کند م ͷکم مسأله ابعادی بررسͬ و ندارند دقیق حل لزوما ً سامانه هر کنندەی

اعداد از دستەای ابعادی، تحلیل با کنیم. سادەتر را مسأله و داده تشخیص را اهمیت کم یا و

مهم ترین از ماخ و پͺله فرود، رینولدز، بعدِ بدون اعداد ͬ آید. م بەدست مسأله هر برای بعد بدون

نیرو های با مقایسه در خاص نیروی ͷی اهمیت درجەی اعداد، این از هر کدام هستند. مثال ها

موارد از بسیاری در شارەها، ͷانیͺم به مربوط مسائل  ͬ پیچیدگ به توجه با ͬ دهد. م نشان را دیͽر

تحلیل به مربوط مفاهیم فصل، این در دلیل همین به است[۳۱]. حل راه تنها ابعادی تحلیل

ͬ گیریم. م ͷکم سادە مثال چند از موضوع بهتر فهم برای ͬ کنیم. م مطرح را ابعادی

افتان کرەی ۱ .۸

ثابت ها این ͬ شود. م تعریف است، مسأله آن مشخصات که ثابت  تعدادی با ͬͺفیزی مسألەی هر
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ابعادی تحلیل ۸ ۲۲۰

ثابت های بͽیرید. نظر در را هوا در کره ͷی سقوط آزمایش مثال، عنوان به دارند. مختلفͬ ابعاد

در کره اصطͺاک ضریب و g گرانش شتاب ،R کره شعاع ،M کره جرم از: عبارتند مسأله این

،L طول اصلͬ بعد سه حسب بر ولͬ دارند مختلفͬ ابعاد شده ارائه ثابت های که چند هر .ξ هوا

ترکیب از دارند بیشتری ثابتهای که پیچیدەتر مسائل برای هستند. بیان قابل T زمان و M جرم

ساده در عموما ً بعد بدون اعداد این بسازیم. را بˀعد بدون اعداد برخͬ ͬ توانیم م مسأله، ثابت های

سقوط آزمایش بحث شدن روشن تر برای دهید اجازه داشت. خواهند کارآیی مسأله تحلیل کردن

اثر تحت که بͽیرید نظر در را R شعاع به کرەای ،۱ .۸ شͺل مطابق کنیم. بررسͬ بیشتر را کره

خیلͬ اصطͺاک شرایط در شاره اصطͺاک نیروی ͬ کند. م سقوط شارە ͷی در وزن خارج̞ͬ نیروی

:۱ است متناسب ،v کره حرکت سرعت با زیر بصورت زیاد،

f = −ξ v. (۱ .۸)

زیر صورت به کره حرکت معادلەی صورت این در است. کره اصطͺاک ضریب ،ξ آن در که

ͬ کند. م حرکت خارجͬ نیروی اثر تحت صلب کرەی ͷی ۱ .۸ شͺل

است:

Mv̇ + ξv =Mg. (۲ .۸)

آوردەایم. بدست را شͺل کروی صلبِ جسم̧ اصطͺاک فصول در که کنید دقت ۱

ضریب برای دقیق رابطەای قبل
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۲۲۱ افتان کرەی ۱ .۸

وجود جمله دو معادله این چپ سمت در بپردازیم. ابعادی تحلیل به ͬ خواهیم م دقیق، حل از قبل

است. اصطͺاک و اتلافͬ اثرهای دهندەی نشان  دوم جملەی و لختͬ معرف اول جملەی دارد.

ساده را مسأله و کنیم صرفنظر اتلافͬ اثرهای از ͬ توانیم م شرایطͬ چه تحت ببینیم ͬ خواهیم م

کنیم. مقایسه لختͬ با را اصطͺاک نیروی  حرکت، معادلەی در باید منظور این برای کنیم؟ تر

یعنͬ مشهور، بˀعد بدون اعداد از ͬͺی اصطͺاک، نیروی به لختͬ جملەی نسبت بزرگͬ مرتبەی

: ۱ است رینولدز عدد

Re = M

ξ
× |v̇|

|v|
,

داشته سرعت و شتاب نسبت ِ بزرگ̞ͬ مرتبەی از برآوردی که است لازم عدد این تخمین برای

برابر سرعت به شتاب نسبت پس است، زمان واحد در سرعت تغییرات شتاب که آنجا از باشیم.

بنابراین: ͬ کند. م تغییر سرعت آن در که مشخصەای زمان عکس با است

Re = M

ξ
× ۱
τ
,

سهولت به دهیم،  نشان R و V با را مسأله به مربوط مشخصەی طول و مشخصە سرعت ِ اگر

رینولدز عدد تخمین برای صورت این به است. مشخصه زمان ͷی R/V نسبت که ͬ بینیم م

کنیم: برآورد را زیر نسبت کافیست

Re = MV

ξR
.

مسائل̞ در اتلافͬ اثرهای اهمیت درجەی اندازەگیری برای عددی معیار ͷی رینولدز بعد بدون عدد

تحلیلͬ حل از پیش و ابتدا از ،V مشخصەی سرعت داشتن دست در با واقع در شارەهاست.

ͬ کند؟ م مسأله تحلیل به ͬͺکم چه عدد این ولͬ کنیم. برآورد را رینولدز عدد ͬ توانیم م مسأله،

نیروهای  مقابل در لختͬ اثرهای صورت ، این در .Re≪ ۱ نظر مورد سامانه مورد در کنید فرض

کنیم: بررسͬ را زیر سادەتر حرکت معادلەی کافیست پس ناچیزند. بسیار اصطͺاک و اتلافͬ

ξv =Mg, (۳ .۸)

بود. شدە معرفͬ دیͽر روشͬ با قبلا رینولدز عدد ۱
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سرعت با کره حرکت است کم خیلͬ لختͬ که حالت این در است. سادەای جواب دارای که

ͬ شود. م انجام v = Mg
ξ ثابت

ضریب مقدار دارد اهمیت که دیͽری مسألەی ͬ کند م حرکت شاره در که صلبی کرەی مورد در

وشͺسانͬ ابعادی، نظر از است. وشͺسانͬ مثل شاره ͬͺفیزی مشخصات با آن ارتباط و اصطͺاک

شاره وشͺسانͬ بر علاوه شاره درون کرەی اصطͺاک ضریب است. ثانیه پاسͺال ابعاد دارای

دهید اجازە تابع ، این شͺل یافتن برای .۱ ξ = ξ(R, η) دارد: بستگͬ نیز آن شعاع اندازەی به

بͽیریم: نظر در را زیر بەصورت حدسͬ

ξ ∼ Rα ηβ , (۴ .۸)

ͬͺفیزی بˀعد درخواستِ با کردەایم. فرض η Rو به وابستگͬ برای را توانͬ شͺل ͬ ترین کل آن در که

قابل جواب تنها ͬ آیند. م بدست  بالا رابطە نامشخص توان های اصطͺاک، ضریب برای درست

ͷی با تنها آمده بدست رابطەی که کنید دقت .ξ ∼ ηR یعنͬ: است، α = β = ۱ قبول

دقیق رابطەی دارد. اختلاف آمد، بەدست قبلͬ فصول در که آن، دقیق رابطەی با ثابت ضریب

است،  ابعادی تحلیل روش مزایای از ͬͺی این است. ξ = ۶πηR بصورت اصطͺاک ضریب

ضریب جایͽذاری با اکنون آوریم. دست بە را استوکس قانون توانستیم دقیق، حل بدون که

فوتبالͬ توپِ برای مثال عنوان به ͬ شود. م Re ∼ V/ηR۲ بەصورت رینولدز عدد اصطͺاک،

از رینولدز عدد است،  شده پرتاب هوا در ۱m/s سرعت با که ۲۰cm اندازەی و ۱kg جرم با

به هوا اصطͺاکِ از ͬ کند، م حرکت سرعت  این با که توپ این برای است. Re ∼ ۱۰۵ مرتبەی

داد. نشان بەخوبی را ابعادی تحلیل بالای کارآیی ساده، مثالِ این کرد. صرفنظر ͬ توان م راحتͬ

ͬ کنیم. م تاکید ابعادی تحلیل اهمیت به هم باز دیͽر، مسألەی ͷی مطالعەی با بعدی، بخش در

پخش ۲ .۸

اهمیت پˀر مسألەی ͷی دهید اجازه آن، کارآیی روی تأکید و ابعادی تحلیل بیشترِ مطالعەی برای

به است. شارەها و آماری ͷفیزی مهم مسائل از ͬͺی پخش، موضوع کنیم. بررسͬ را ͷفیزی

جوهر رنگͬ قطرە ی ͷی وقتͬ ͬ کنیم. م نگاه مسأله این به ابعادی تحلیل با مثال دومین عنوان
ندارد؟ اثری اصطͺاک ضریب در هوا چͽالͬ آیا ۱
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زمان دهید اجازە اگر ͬ دهید، م قرار داغ آب در را چای کیسەی ͷی یا ͬ شود م ریخته آب در

مطابق است. مشاهده قابل آب در چای رنگ یا جوهر رنگِ شدن پخش شود، سپری کافͬ

ͬ شوند،  م جمع ظرف تە˼ در گرانش علت به چای رنگͬ دانەهای اولیه، لحظات در ،۲ .۸ شͺل

بود. خواهد مشاهده قابل جهات تمام در پخش شود، سپری بیشتری زمان دهید اجازه اگر ولͬ

لحظەی در ͬ کنیم، م صرفنظر شدن تەنشین و گرانشͬ اثر های از که خالص پخش̞ پدیدەی در

ͬ شوند. م پخش آب  در چای رنگͬ دانەهای ۲ .۸ شͺل

ͬ کند. م پیدا وسعت زمان گذشت با رنگͬ ناحیەی این که داریم ͷکوچ رنگͬ لͺەی ͷی اول

که ͬͺفیزی سازوکار های درک است. شده داده نشان ۳ .۸ شͺل در نمایشͬ شͺل به پدیده این

پدیدە این با مرتبط اساسͬ سؤالات پخش، سرعت اندازە ی برآورد و هستند پخش پدیدەی منشأ

است، شده تشͺیل میͺرومتر چند حدودی ابعاد با بزرگͬ مولͺولهای از جوهر قطرەی هستند.

ریز بصورت دارند. بزرگͬ آنگستروم چند حداکثر و کوچͺترند خیلͬ آب مولͺول های آنکه حال

آب مولͺولهای برخورد از که ͬ گیرد م قرار نیروهایی اثر تحت جوهر بزرگِ مولͺول هر مقیاس

بصورت ͬ توانیم م را شده وارد نیروهای ،۴ .۸ شͺل مطابق صورت این در ͬ آیند. م بوجود آن با

حرکتهای بͽیریم. نظر در ͬ شوند م وارد جوهر مولͺول به جهت ها تمام در که تصادفͬ نیروهایی

طبق ِ هستند. ͬͺترمودینامی سامانەهای در حرارتͬ افت وخیزهای همان آب مولͺولهای تصادفͬ
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طبق است. متناسب دما با آب مولͺولهای متوسط جنبشͬ انرژی ،ͷکلاسی ِ ͷترمودینامی نتایج

در که است kBT مرتبەی از متوسط انرژی داریم، آماری ͷانیͺم در که انرژی هم پاری اصل

مولͺولهای که است تصادفͬ نیروهای این وجود بخاطر است. بولتزمن جهانͬ ثابت kB اینجا

رشد زمان با ͬ شود م دیده رنگͬ که آب از ناحیەای متوسط ابعاد ͬ شوند. م پخش آب در جوهر

برای ͬ گیریم. م نظر در R(t) زمان به وابسته شعاع با کرەای بصورت را رنگͬ ناحیه این ͬ کند. م

روی و کنیم دنبال را جوهر مولͺولهای تک تکِ حرکت مسیر باید رنگͬ ناحیه رشد نرخ بررسͬ

کنیم. متوسط گیری آنها همە

یعنͬ ͬ دهد. م انجام تصادفͬ گشت ͷی جوهر مولͺول هر تصادفͬ، نیروهای  وجود سبب به

گستردەتر رنگͬ ناحیەی اندازەی زمان، گذشت با است. شده اضافه آب به که جوهر لͺەی ͷی ۳ .۸ شͺل
است. متناسب

√
t با رنگͬ ناحیەی رشد سرعت ͬ شود. م

همسانگرد، تصادفͬ گشت مورد در ͬ رود. م چپ یا راست به مساوی احتمال های با قدم هر در

آنها از زیادی تعداد روی ͬ شود، م گرفته اندازه شروع نقطەی به نسبت که ذرات جابجایی از اگر

بصورت جابجایی دوم توان میانگین ولͬ ͬ رسیم. م صفر خالص جابجایی به کنیم، متوسط گیری

فرض کرد. تحقیق ͬ توان م سهولت به را موضوع این ِ ͬ درست ͬ کند. م رشد قدم ها تعداد با خطͬ

احتمال با قدم هر در متحرک شود. انجام صاف خط ͷی روی و بˀعد ͷی در تصادفͬ گشت کنید

که ͬ دهیم م نشان δi با را i قدم  در جابجایی ͬ رود. م راست به ۱/۲ احتمال با و چپ به ۱/۲

و xN =
∑N

i=۱ δi با برابر قدم N از پس خالص جابجایی است. ±δ مساوی احتمالهای با
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از: است عبارت  آن متوسط

⟨xN ⟩ =
N∑
i=۱

⟨δi⟩ = ۰.

با: ͬ شود م برابر ۲ توان به جابجایی متوسط ولͬ است بدیهͬ جابجایی متوسط شدن صفر

⟨x۲
N ⟩ =

N∑
i=۱

⟨(δi)۲⟩+
∑
i

∑
j=i

⟨δiδj⟩ = N × δ۲.

یعنͬ است، شده استفاده مستقل اند یͺدیͽر از مختلف قدم های که واقعیت این از بالا رابطەی در

است. درست هم بعدی سه حرکت برای و است کلͬ کاملا́ بالا نتیجەی .⟨δiδj⟩ = ⟨δi⟩⟨δj⟩

قدم ها تعداد ͬ شود، م انجام برابر تقریباً زمانهای در ذره مختلفِ پرشهای که این  به توجه با

صورت: این در دارد. شدن پخش کل زمان با مستقیمͬ ارتباط

⟨R۲(t)⟩ = D t

ضریب ͬ شود. م گفته پخش ضریب یا نفوذ ضریب آن به و است تناسب ثابت D ضریب که

مرتبه ۱۰۰۰ تقریباً جوهر مولͺولهای ابعاد آب. مولͺولهای حضور در جوهر مولͺول ͷی ۴ .۸ شͺل
است. آب مولͺولهای از بزرگتر

وارد ضربەهای متوسط انرژی به پخش ضریب ریزمقیاس، نظر از است. L۲/T بعد دارای پخش

مسألەی مشابە دارد. بستگͬ آب وشͺسانͬ و a جوهر مولͺولهای ابعاد جوهر، مولͺول به شده

ͬ گیریم. م نظر در را D ≈ (kBT )
αηβaγ توانͬ و کلͬ شͺل به وابستگͬ نیز اینجا افتان، کرەی

یعنͬ: ،α = −γ = −β = ۱ ͬ آوریم: م دست به ابعادی معادلەی حل با

D ∼ kBT

ηa
.
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بصورت را پخش ضریب جنبشͬ، نظریەی و آماری ͷانیͺم روش های با مسأله این دقیق حل

ͬ دهد: م زیر دقیق

D =
kBT

۶πηa
. (۵ .۸)

دقیق نتیجەی با کاملا́ ،ͷی بزرگͬ مرتبەی با عددی ثابت ͷی از صرفنظر ابعادی تحلیل نتیجەی

دمای در است، میͺرومتر مرتبەی از آنها اندازەی که جوهر، نوعͬ مولͺولهای برای دارد. تطابق

اندازەی شود سپری ثانیه ۱ اگر یعنͬ است. ۱۰−۱۲m۲/s مرتبەی از آب در پخش ِ ضریب اتاق

چای رنگͬ دانەهای یا جوهر پخش همیشه هم عمل در ͬ کند. م رشد ۱µm فقط رنگͬ ناحیەی

روشهای با تا ͬ کنیم م  ͬ سع همیشه که است دلیل همین به است. کند خیلͬ آب در کیسەای

دهیم. افزایش را پخش سرعت هم زدن، مثل ͬͺانیͺم

لانژون معادلەی

ͬ آوریم. م بەدست را براونͬ ذرەی ͷی حرکت معادلەی آینده، استفادەی برای و بحث این پایان در

دارد قرار آن در  که شارەای طرف از نیرو نوع دو براونͬ ذرەی ͷی که شد اشاره قبلͬ بحث های در

مولͺولهای پی درپی برخورد های از ناشͬ تصادفͬ نیروی و اصطͺاک نیروی ͬ کند. م احساس

معادلەی ،m جرم به براونͬ ذرەی ͷی برای پس هستند. براونͬ ذرەی بر وارد نیروهای شاره،

ͬ شود: م نوشته زیر صورت به حرکت

m
d۲

dt۲ r(t) = −ξ d
dt
r(t) + f(t), (۶ .۸)

،f(t) رابطه این در است. ذره اصطͺاک ضریب ،ξ و ذره لحظەای مͺان بردار ،r(t) آن در که

توابعͬ نیرو، این مؤلفەی سه هر است. شاره مولͺولهای برخورد های از ناشͬ تصادفͬ نیروی

هستند: صفر متوسط با تصادفͬ

⟨fi(t)⟩ = ۰.

پی گیری دیͽری منظر از را بحث دهید اجازه ͬ دانیم؟ م چه تصادفͬ نیروی این مشخصات دیͽر از

دقت است. ذره بر وارد نیروهای منشأ شود، توجه آن به اینجا در باید که مهمͬ بسیار نکتەی کنیم.

هستند. شاره حضور از ناشͬ تصادفͬ، نیروی و اصطͺاک ذره، بر وارد نیروی دو هر که کنید
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۲۲۷ بعد بدون اعداد ۳ .۸

تصادفͬ نیروی همبستگͬ تابع باشد. برقرار نیرو دو این بین ارتباطͬ باید که ͬ رسد م نظر به پس

دارد: بستگͬ ذره اصطͺاک ضریب و سامانه دمای به مستقیم بصورت

⟨fi(t)fj(t′)⟩ = ۲ξkBTδijδ(t− t′), (۷ .۸)

ͷانیͺم کتاب های در را رابطه این اثبات است. ذره اصطͺاک ضریب ،ξ = ۶πηa آن در که

است. معروف لانژون معادلەی به براونͬ ذرە ی حرکت معادلەی .[۳۰ ،۴۰] یافت ͬ توان م آماری

به را براونͬ ذرەی نهایت در تصادفͬ نیروهای که است شده فرض رابطە این در خلاصه، صورت به

۳/۲kBT با برابر ذره متوسط انرژی تعادل، حالت در ͬ رسانند. م محیط با ͬͺترمودینامی تعادل

را نیرو مختلف مؤلفەهای بودن ناهمبسته بالا، رابطەی راست سمت در δij عبارت ͬ شود. م

نتیجه مختلف لحظات در تصادفͬ نیروی بودن ناهمبسته از ،δ(t − t′) همچنین و ͬ رساند م

است. شده

بعد بدون اعداد ۳ .۸

معرفͬ سراغ برویم حال دادند. نشان را ابعادی تحلیل کارآیی از جنبەهایی اخیر، مسألەی دو

را یͺدیͽر به نسبت مختلف نیروهای اهمیت درجەی اعداد این شارەها. در بعد بدون اعداد

معادلەی حل از سرعت میدان ͬ گیریم. م نظر در را شارەها ͷانیͺم نوعͬ مسألەی ͷی ͬ سنجند. م

ͬ آید: م بەدست ناویە⁃استوکس

ρ

(
∂

∂t
+ u · ∇

)
u =

(
−∇P + η∇۲u

)
+ ρg + f(x). (۸ .۸)

سازوکار هر هستند. ͬͺفیزی خاص سازوکار ͷی کنندەی مشخص  معادله، این جملات تک تک ِ

ناپایا میزان واقع در جملە اولین چپ، سمت ِ از ͬ دهد. م تغییر را شاره حرکت نوعͬ، به ͬͺفیزی

معیاری جمله دومین ͬ شود. م صفر عبارت این پایا،  کاملا́ شارش برای ͬ رساند. م را شارش بودن

اثرهای ͬ کند. م بیان را شارشͬ حالت حفظ به تمایل لختͬ، است. شارش در لختͬ اثر های از

ِ ͬ ریاض پیچید گͬ شدەاند،  وارد حرکت معادلەی در خطͬ غیر عبارتِ این طریق از که لختͬ،

شاره، بر وارد خارجͬ نیروی هر f(x) تساوی، راست سمت در پی دارند. در را حرکت معادلەی

متناسب عبارت ِ ͬ شوند. م وارد طریق این از مغناطیسͬ و ͬͺتریͺال نیروهای است. گرانش جز به
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شارش شدن کند باعث همواره اتلافͬ نیروهای ͬ کند. م مشخص را اتلافͬ اثر های وشͺسانͬ، با

ͬ دهند. م نشان شاره حرکت در را خود اثر فشار گرادیان عبارت طریق از نیروها، برخͬ ͬ شوند. م

این طریق از ͬ شوند، م تولید شارەها مشترک مرز در که سطحͬ کشش نیروهای  مثال عنوان به

فشارِ اختلاف خمیدە، مشترک ِ مرز ͷی برای  ͬ دهند. م قرار تاثیر تحت را شارش تحول جمله

 ͬ بدیه ͬ دهد. م قرار تأثیر تحت را مشترک مرز اطراف شارش یانگ⁃لاپلاس، قانون از ناشͬ

مسأله، کامل حل دارند، حضور بالا نیروها ی تمامͬ که شارەها نوعͬ مسألەی ͷی برای است

دیͽرند. نیروهای از کوچͺتر بسیار نیروها از برخͬ معمولا ً عمل در شد. خواهد پیچیده بسیار

برای عملͬ راه شود. سادەتر مسأله تا کنیم حذف را کم اثرتر نیروهای ͬ توانیم م شرایط این در

از برخͬ زیر بحث در است. بعد بدون  اعداد ِ تشͺیل مختلف، نیروهای نسبی اهمیت تشخیص

ͬ کنیم. م  ͬ معرف را بˀعد بدون اعداد مهم ترین

مانایی عدد

بعد بدون عدد شارش، بودن ناپایا میزان سنجش برای است؟ رسیده پایا حالت به شارش آیا

ͬ کنیم: م تعریف ناویە⁃استوکس معادلەی چپ سمت جملەی دو بین نسبت بصورت را مانایی

St =
|ρ ∂∂tu|

|ρu · ∇u|
,

را زمان با متغیر پدیدەهای مشخصەی زمان و V با برابر شارش مشخصەی سرعت کنید فرض

عدد صورت این در ͬ کنیم. م مشخص L با را مسأله مشخصەی طول همچنین دهیم. نشان τ با

ͬ شود: م برآورد زیر بصورت مانایی

St = L

V τ
.

است. ͷنزدی بسیار پایا حالت به شارش ، St≪ ۱ برای

رینولدز عدد

موضوع این تشخیص برای دارند؟ مسأله در بیشتری اهمیت ͷکدامی لختͬ، یا اتلافͬ اثرهای



علͬ⁃نجفͬ⁃دانشͽاه⁃تحصیلات⁃تکمیلͬ⁃زنجان

۲۲۹ بعد بدون اعداد ۳ .۸

ͷانیͺم مسألەی ͷی در کردیم. معرفͬ را رینولدز عدد قبلا ͬ شود. م استفاده رینولدز عدد از

است: رینولدز عدد اتلافͬ، نیروی بزرگͬ به لختͬ جملەی بزرگͬ نسبت شارەها،

Re = |ρu · ∇u|
|η∇۲u|

,

مسأله: در مشخصه کمیات از استفاده با

Re = ρLV

η
.

که ͬ بینیم م هستند، مرتبە ͷی از شاره چͽال̞ͬ با قبلͬ مثال ک͒رەی چͽال̞ͬ کنیم فرض  که صورتͬ در

و است بی اهمیت لختͬ ،Re≪ ۱ اگر ͬ رسند. م نتیجه ͷی به رینولدز عدد برای تعریف دو هر

بپوشیم. چشم ناویە⁃استوکس معادلەی غیر خطͬ جملەی از ͬ توانیم م

فرود عدد

است: گرانشͬ نیروی به لختͬ نیروی نسبت فرود، عدد

Fr =
|ρu · ∇u|

ρg
.

،Fr ≫ ۱ حالت در ͬ شود. م استفاده گرانشͬ اثرهای اهمیت میزان سنجش برای عدد این از

کنیم. صرفنظر گرانشͬ اثر های از ͬ توانیم م

ماخ عدد

است: ماخ عدد شاره، همان در صوت سرعت به شاره نوعͬ سرعت نسبت

Ma =
V

c
.

تراکم های صوت، است. شاره پذیری تراکم رفتار از ناشͬ که پدیدەایست سامانه، در صوت انتشار

ناپذیری تراکم یا پذیری تراکم برای معیاری ماخ عدد بنابراین است. آنها انتشار و شاره در موضعͬ

بͽیریم. ناپذیر تراکم ͬ توانیم م را شارش ،Ma≪ ۱ برای است. خاص سامانەی ͷی در شاره
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ابعادی تحلیل ۸ ۲۳۰

پͺله عدد

ͬ شوند. م پخش گرمایی افت وخیز های سبب به جوهر مولͺول های که دیدیم  پخش مسألەی در

جریان مثلا́ آب، شارشͬ حرکت سبب به جوهر مولͺول های پخش، بر علاوه که کنید تصور حالا

حرکت نوع دو این از ͷی کدام  دارند. نیز همرفت جریان چرخان، قاشق ͷی از ناشͬ شده تولید

جریان بین نسبتِ بصورت عدد این است. سؤال این به پاسخ برای راهͬ پͺله، عدد غالبند؟

دهیم، نشان n با را جوهر مولͺول های چͽالͬ اگر ͬ شود. م تعریف پخشͬ جریان و همرفت

پͺله عدد است. پخش Dضریب آن در که است، −D∇n با برابر مولͺول ها این پخشͬ جریان

ͬ شود: م زیر بەصورت

Pe =
|nu|

|D∇n|
.

داریم: مسأله مشخصەی کمیات حسب بر

Pe =
V L

D
.

است. اهمیت بی  پخش پدیدەی ،Pe≫ ۱ برای

مویینگͬ عدد

است: مویینگͬ عدد سطحͬ، کشش از ناشͬ نیروهای به اتلافͬ نیروها ی اندازەی

Ca =
|η∇۲u|
fs

=
ηV

σ
.

ͬ شوند. م مسأله وارد ،P = σ/R لاپلاس رابطەی با و فشار جملەی طریق از مویینگͬ نیروهای

کرد. صرفنظر اتلافͬ اثر های مقابل در سطحͬ کشش از ͬ توان م ،Ca≫ ۱ برای

سرنگ آزمایش ۴ .۸

را شارەها به مربوط پیچیدەتر مسألەی ͷی بعد، بدون اعداد معرفͬ و بالا مقدماتͬ مثال دو از پس

سوزن و مخزن قسمت دو از که بͽیرید نظر در را سرنگ ͷی ،۵ .۸ شͺل مطابق ͬ کنیم. م بررسͬ

ͬ شود. م خارج سوزن از شاره سرنگ، مخزن قسمت در پیستون فشردن با است. شده تشͺیل
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۲۳۱ سرنگ آزمایش ۴ .۸

درون شاره وشͺسانͬ و l سوزن طول ،A مخزن قسمت مقطع مساحت ،a سوزن مقطع شعاع

در سرنگ از شده خارج شارەی حجم بصورت را Q شارش نرخ ͬ دهیم. م نشان η با را سرنگ

داریم: دهیم، نشان V با را سرنگ از شاره خروج سرعت اگر پس بͽیرید. نظر در زمان واحد

Q = πa۲V.

سرنگ فشارندەی نیروی با ارتباطͬ چه شارش نرخ که است این سرنگ مسأله در اساسͬ سؤال

سطح برواحد اعمالͬ نیروی از نیرو بجای است بهتر سؤال، این به پاسخ برای دارد؟ F یعنͬ

کنیم: استفاده پیستون مجاورت در درست سرنگ، خارج و داخل فشار اختلاف یعنͬ

P − P۰ = δP =
F

A
,

به پیچیدەای وابستگͬ شارش نرخ کلͬ حالت در هستیم. δP به Q وابستگͬ جستجوی در پس

2aF
A

L

سرنگ. مسألەی هندسͬ مشخصات ۵ .۸ شͺل

تحول معادلات حل با باید ͬ الاصول عل بستگͬ این دارد. مسأله بزرگ مقیاس مشخصات تمام

مشͺل بسیار کم دست یا و ناممͺن مسألە این دقیق حل آید. بەدست سرنگ درون شارەی

ممͺن که آنجا تا ابعادی، تحلیل بر مبتنͬ سادەی استدلال های با ͬ خواهیم م اینجا در ͬ نماید. م

دخیل کمیات بزرگͬ مرتبە بررسͬ به ابتدا منظور این برای کنیم. بحث مسأله این مورد در است

،a ≈ ۰٫۲ mm حدود در سوزن شعاع ، ͬ نوع سرنگ ͷی مورد در ͬ پردازیم. م مسأله این در

است. V ≈ ۲m/s مرتبەی از شارش سرعت و Q ≈ ۲ × ۱۰−۳lit/s حدود: در شارش نرخ

با: است برابر دیͽر مهم مشخصەی سرعت ͷی عنوان به آب در صوت سرعت که کنید دقت

.Ma = V
c = ۱۰−۳ ≪ ۱ با: است برابر مسأله این در ماخ بعد بدون عدد .c = ۱۰۳m/s

انقباض یا انبساط پدیدەهای بنابراین است. ͷکوچ خیلͬ سرنگ آزمایش شرایط در ماخ عدد
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ابعادی تحلیل ۸ ۲۳۲

ناپذیر تراکم خوبی تقریب با شارش و هستند کردن صرفنظر قابل نظر مورد آزمایش در شاره

هستیم: زیر تابع جستجوی در خودمان. اصلͬ مسألەی به بازگردیم حال است.

Q = Q(δP, a, ρ, ...).

نرخ وابستگͬ از ͬ توانیم م ،(Re ≫ ۱) کنیم صرفنظر بتوانیم اتلافͬ اثرهای از دلایلͬ به بنا اگر

عمل زیر بصورت نظر مورد تابع احتمالͬ شͺل یافتن برای بپوشیم. چشم ،η وشͺسانͬ به شارش

ͬ دهیم: م قرار ͬ کنیم. م

Q ∼ (δP )α aβ ργ ,

بدست γ و β ،α نامشخص توانهای تنظیم با شارش نرخ ͬͺفیزی بˀعد تا ͬ کنیم م درخواست و

ͬ رسیم: م زیر نتیجەی به محاسبه اندکͬ با آید.

Q ∼

√
δP a۴

ρ
.

انجام آزمایش های تجربی̞ نتایج با خوبی توافق آمد، بەدست ابعادی تحلیل از که بالا نتیجەی

رینولدز عدد است، شده پر آب از که نوعͬ سرنگ ͷی مورد در دارد. Re≫ ۱ شرایط در شده

پذیری تراکم که شود انجام شرایطͬ در سرنگ آزمایش اگر حال است. Re ∼ ۱۰۲ مرتبەی از

از تراکم پذیری به مربوط اثرهای شود، انجام زیاد بسیار نیروهای با آزمایش مثلا باشد، مهم شاره

ͬ شود: م وارد زیر بصورت ماخ بعد بدون عدد طریق

Q =

√
δP a۴

ρ
f(Ma)

ابعادی تحلیل روش با تابع، این شͺل مورد در باشد. ͬ تواند م دلخواهͬ تابع هر f اینجا در که

از که اتلافͬ اثرات به ͬ گردیم باز م حال آوریم. بدست دیͽری اطلاعات سادگͬ به ͬ توانیم نم

ͬ کنیم. م استفاده رینولدز بعد بدون عدد از اتلافͬ اثرات گرفتن نظر در برای شد. صرفنظر آنها

ͬ توانیم م باشیم، وشͺسانͬ به سرنگ شارش نرخ وابستگͬ مطالعەی به علاقەمند که صورتͬ در

کنیم: عمل زیر بەصورت

Q =

√
δP a۴

ρ
f(Ma) g(Re).
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۲۳۳ عسل باریͺەی انقباض سرعت ۵ .۸

اطلاعات ͬ توانیم نم ابعادی تحلیل با نیز اینجا در است. بعد بدون تابع ͷی ،g(Re) تابع آن در که

آوریم. بدست تابع این از دیͽری

عسل باریͺەی انقباض سرعت ۵ .۸

را قاشق اکنون شود. برقرار پایین سمت به عسل جریان تا کنید خم کمͬ را عسل حاوی قاشق

سمت به سرعت به آویزان قسمت و شده بریده مدتͬ از پس عسل آویزان باریͺەی کنید. صاف

پذیر امͺان مسأله این به کامل جواب براستͬ است؟ چقدر عسل بالارفتن سرعت ͬ رود. م بالا

کنیم[۵۵]. بحث مسأله مورد در بیشتر اندکͬ ͬ توانیم م ابعادی تحلیل رهیافت با ولͬ نیست.

شعاع و l با را باریͺه طول ͬ دهد. م نشان را عسل آویزان باریͺەی از تقریبی طرح ͷی ،۶ .۸ شͺل

روبەبالای حرکتِ مولد آن، از ناشͬ نیروی و سطحͬ کشش انرژی دادەایم. Rنشان با آنرا تقریبی

R

l

سرعت به باریͺه نباشد، زیاد عسل وزن اگر است. آویزان قاشق به که عسل از باریͺه ͷی ۶ .۸ شͺل
ͬ چسبد. م قاشق به و شده منقبض

برای دهید اجازه دارند. را حرکت توقفِ به تمایل اتلافͬ، اثرهای و گرانش نیروی است. باریͺه

شرط این ͷکوچ خیلͬ باریͺەهای برای درواقع کنیم. صرفنظر لختͬ و گرانشͬ اثر های از شروع

پس .η ∼ ۱Pa.s و l̇ ∼ ۱mm/s ،R ∼ ۱mm نوعͬ، باریͺەی ͷی برای ͬ کند. م صدق

قانون از ناشͬ فشارِ اختلاف ابعادی، نظر از ͬ شود. Reم ∼ ۱۰−۳ ≪ ۱ مرتبەی از رینولدز عدد

با: ͬ شود م برابر تقریباً بالا روبه نیروی پس ͬ شود. م وارد باریͺه انتهای به ،σ/R با برابر لاپلاس

(σ/R)πR۲,
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ابعادی تحلیل ۸ ۲۳۴

از ͬ شود، م وارد شاره حجم واحد به که اتلافͬ نیروی ͬ گیرد. را م حرکت این جلوی اتلاف

l̇ با را باریͺه بالای روبه سرعت اگر ͬ آید. م بەدست ،η∇۲u بصورت ناویە⁃استوکس معادلەی

آوریم: بدست را کل اتلافͬ نیروی بزرگͬ مرتبەی ͬ توانیم م دهیم، نشان

(ηl̇/R۲)πR۲l.

ͬ آید: م بەدست زیر صورت به باریͺه حرکت سرعت نیرو، دو این تعادل از

l̇ ∼ σ

η
×
√
v۰ × l−

۳
۲ ,

ثابت مقداری عسل ناپذیری تراکم به بنا که است عسل باریͺەی حجم v۰ = πR۲l آن در که

ͬ دهد. م بەدست را l(t) ∼ t−
۲
۵ بصورت پاسخͬ بالا، دیفرانسیل معادلەی حل است.

۷ .۸ شͺل مطابق است. شده انجام زیر شرح به آزمایشͬ بالا، رابطەی درستͬ تحقیق برای

ͬ ریزیم م شیشەای صفحەی ͷی روی زیاد وشͺسانͬ با سیلیͺون روغن مقداری راست)، (سمت

انتخاب طوری الͺل و آب نسبت ͬ دهیم. م قرار الͺل و آب محلول دررون وارونه بصورت آنرا و

روبەبالای نیروی شرایط این در باشد. سیلیͺون روغن چͽالͬ با برابر آن چͽالͬ که ͬ شود م

ͷکوچ میلەی ͷی با اکنون ͬ دهد. م قرار بی وزنͬ شرایط در را سیلیͺون روغن ارشمیدس،

ایجاد روغن ستون انقباض از میله، کردن خارج با ͬ کشیم. م پایین سمت به را روغن از مقداری

شده ارائه چپ سمت منحنͬ در آمده، دست به فیلم های تحلیل نتایج ͬ کنیم. م برداری فیلم شده

شدەاند. داده نشان لͽاریتمͬ تمام مقیاس در نتایج آزمایش این از مختلف تکرار دو برای است.

شده برازش t−۰٫۵۵ و t−۰٫۴۵ توابع با شونده منقبض ستون ارتفاع زمانͬ رفتار تکرار، دو این برای

اختلاف ͬ دهد. م بەدست را محدوده همین در تقریباً نتایجͬ آزمایش، این دیͽر تکرار های است.

بەهر ͬ رساند. م را ابعادی تحلیل نسبی موفقیت ابعادی، تحلیل نتیجەی و تجربی نتایج بین اندک

است. مسأله تقریب های از ناشͬ دارد، وجود تحلیل رابطەی و تجربی نتایج بین که انحرافͬ حال

بدون اعداد تقریب ها، تصحیح برای است. شده لحاظ بالا رابطەی در فراوانͬ تقریب های

زیر بصورت بعد، بدون اعداد از بعد بدون تابع هر کلͬ حالت در واقع در ͬ کنند. م ͷکم بعد
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۲۳۵ قطره ͷدینامی ۶ .۸

T(sec)

L
(m

m
)

آویزان[۵۵]. بی وزن باریͺەی ͷی انقباض ۷ .۸ شͺل

ͬ شود: م مسأله وارد

l̇ =
σ

η

√
v۰√
l
× f(Re, Fr, Ca).

تا کافیست آمد، بدست ابعادی تحلیل طریق از که اطلاعات میزان همین شرایط، از بسیاری در

حل جز چارەای دقیق نتایج یافتن برای صورت هر در آید. بەدست مسأله ͷفیزی از واقعͬ تصویر

نیست. مسأله عددی حل یا دقیق

قطره ͷدینامی ۶ .۸

بحث است گرفتە قرار جامد سطح روی که قطرە ای تعادلͬ شͺل مورد در پیشین فصل های در

نهایی تعادل وضعیت به سرعتͬ چه با و چͽونه جامد، سطح روی قطره دادن قرار از پس کردیم.

عددی، و تحلیلͬ حل های نیست. پذیر امͺان پرسش این به کامل و دقیق پاسخ ارائە ی ͬ رسد؟ م

هم بسیار که خاص حالت های از ͬͺی است[۱۹]. شده ارائه خاص حالت های از برخͬ برای تنها

جسم و شاره سطحͬ کشش اگر کامل. ترکنندگͬ موضوع به ͬ شود م مربوط است، توجه مورد

ͬ شود[۴۶]. م پخش سطح روی کامل طور به قطره گیرد، قرار کامل ترکنندگͬ محدودەی در جامد

ͬͺدینامی مسألەی این بررسͬ به ابعادی تحلیل با ͬ کند؟ م تَر را جامد سطح سرعتͬ چه با قطرە این

گستردگͬ با مقایسه در قطره ارتفاع نهایی، لحظات در و کامل ترکنندگͬ رژیم در ͬ پردازیم. م

که است بەگونەای قطره گستردگͬ شدن، پخش نهایی مراحل در است. ناچیز بسیار آن شعاعͬ
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ابعادی تحلیل ۸ ۲۳۶

R(t)نشان با را آن شعاعͬ گستردگͬ و h(t) با را قطره ارتفاع است. یͺنواخت تقریباً آن ارتفاع

با است. σ با برابر هوا با شاره مرز سطحͬ کشش و η آن وشͺسانͬ ،ρ قطره چͽالͬ ͬ دهیم. م

است کوچͺتر بسیار مویینگͬ طول از آن ارتفاع که قطرەای برای قبلͬ، فصل بحث های به توجه

عامل تنها سطحͬ، کشش بنابراین ͬ کنیم. م صرفنظر وزن به مربوط اثر های از ،(h≪
√
σ/ρg)

برآورد با اکنون ͬ کند. م ک͒ند را قطره پخشͬ حرکت شاره وشͺسانͬ و است قطره پخشͬ حرکت

ͬ آوریم. م بەدست را قطره شدن پخش سرعت آنها، دادن قرار برابر با و نیرو دو این بزرگͬ مرتبەی

از و است سطحͬ کشش از ناشͬ نیرو این است. حرکت مولد نیروی گوشەها در قطره خمیدگͬ

خطوطͬ با تجربی دادەهای متفاوت. ͬ های وشͺسان برای زمان حسب بر قطره ارتفاع تغییر ۸ .۸ شͺل
است[۴۴]. شده مقایسه دارند − ۱

۵ ثابت شیب که

هوا، با شارە مشترک مرز در فشار ͬ شود. م وارد ناویە⁃استوکس معادلەی در فشار گرادیان طریق

ͬ آید: م بەدست زیر رابطەی از انحنا است. وابسته سطح موضعͬ انحنای به لاپلاس رابطەی با

d۲h(r)

dr۲ ∼ h

R۲ ,

شعاعͬ راستای در ساز حرکت نیروی چون است. قطره مرکز از شعاعͬ فاصلەی r آن در که

ͬ کنیم: م عمل زیر صورت به فشار گرادیان برآورد برای پس است،

∇P = ∇(σ
h

R۲ ) ∼ σ
h

R۳ r̂.



علͬ⁃نجفͬ⁃دانشͽاه⁃تحصیلات⁃تکمیلͬ⁃زنجان

۲۳۷ قطره ͷدینامی ۶ .۸

ناویە⁃استوکس معادلەی در سرعت لاپلاسͬ رابطەی طریق از شاره وشͺسانͬ و اتلافͬ اثر های

برآورد شارە سرعت بزرگͬ مرتبەی ابتدا باید اثر، این بزرگͬ مرتبەی برآورد برای ͬ شوند. م داده

سرعت مرتبەی از سرعتͬ با و شعاعͬ راستای در شاره حرکت  بیشترین قطره، پخش در شود.

ناویە⁃ معادلەی اصطͺاک جملەی زیر صورت به اکنون ͬ شود. م انجام ،Ṙ یعنͬ قطره، پخش

ͬ زنیم: م تقریب را استوکس

η∇۲u ∼ η
Ṙ

h۲ r̂.

نیروی و اتلافͬ نیروی دادن قرار مساوی با است. شاره حجم واحد بر وارد اصطͺاک نیروی این

ͬ آید: م بەدست قطره حرکت معادلەی سطحͬ، کشش

ḣ ∼ σ

η
h۶

راستای در شدن پخش سرعت  ،πR۲h = v۰ قطره حجم بودن ثابت شرط از استفاده با آن در که

جوابی بالا، حرکت معادلەی حل با است. شده مربوط قطره ارتفاع آمدن پایین سرعت به شعاع

ارائه تجربی نتایج است. معروف تَنر قانون به رابطه این ͬ آید. م بەدست ،h(t) ∼ t−
۱
۵ بەصورت

قطرات از آزمایش، این در دارند. ابعادی تحلیل پیشͽویی با خوبی توافق در ،۸ .۸ شͺل در شده

سطح دارد تمایل سیلیͺون روغن است. شده استفاده متفاوت ͬ های وشͺسان با سیلیͺون روغن

شده رسم لͽاریتمͬ مقیاس در و زمان حسب بر قطره ارتفاع شͺل در ترکند. کاملا́ را شیشه

نسبی تطابق شدەاند. رسم − ۱
۵ شیب با خطوطͬ ابعادی تحلیل پیش گویی با مقایسە برای است.

است. مشاهده قابل شده رسم خطوط با تجربی دادەهای
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ابعادی تحلیل ۸ ۲۳۸

رایپنینگ اسوالد قطرەها: رشد ۷ .۸

ͬ کنید م مشاهده کنید. مخلوط آب با آن را کنید سعͬ و بریزید آب روی را زیتون روغن مقداری

را آمده بدست  امولسیون کنید سعͬ اگر ͬ شود. م تشͺیل آب روی روغن از ͬͺکوچ قطرات که

اتفاقͬ بود. خواهید درشت تر قطرات رشد و ریز تر قطرات مرگ شاهد کنید، رها خود حال به

ریز بسیار  ͬ قطرات ابتدا ͬ دهد. م رخ ͬ شود م تشͺیل باران که هنگامͬ ابر ها، در آزمایش این مشابه

پایین به گرانش اثر با که زمانͬ تا ͬ کنند م رشد قطرات این ͬ شود م تشͺیل مولͺولͬ مقیاس های با

رایپنینگ اسوالد یا (ⅽoaⅼesⅽenⅽe) کولسنس به که پدیده این عمومͬ، بەصورت کنند. سقوط

است. مشاهده قابل ͷی مرتبەی گذار فاز های تمامͬ در است، معروف (Ostwaⅼⅾ−ripening)

R۱ شعاع به قطره دو کنید فرض ͬ شود. م مربوط سطحͬ کشش انرژی به قطرات رشد علت

بزرگتر شعاع با قطره ͷی که برسد حالتͬ به دارد تمایل سیستم این سطحͬ انرژی نظر از دارید.

با دوم حالت انرژی و E۱ = ۴πσR۲
۲ با است برابر اول حالت سطحͬ انرژی شود. تولید R۲

از .R۲ = ۲
۱
۳R۱ پس: باشد، پایسته باید حجم که آنجا از ͬ شود. م داده E۲ = ۲ × ۴πσR۲

۲

اسلیوزوف و لیفشیتز توسط مساله این کامل ͷدینامی .E۲
E۱

= ۲−
۱
۳ < ۱ که: ͬ شود دیدەم اینجا

بزرگتر ها رشد باعث قطرات بین ذره مبادلەی چͽونه که دادەاند نشان  ایشان است. شده مطالعه

ͬ شود.  م

بەدست را قطرات رشد سرعت بزرگͬ مرتبەی ͬ توانیم م ابعادی آنالیز بر مبتنͬ استدلال هایی با

لاپلاس قانون به بنا که شود توجه باید ابتدا بͽیرید. نظر در Rرا شعاع به نوعͬ قطرەی ͷی آوریم.

اختلاف این نتیجەی در است. برابر قطره خارج و داخل بین ∆P = ۲σ
R با برابر فشاری اختلاف

چͽالͬ بودن یͺنواخت غیر کند. افت اندکͬ قطره مرزی ناحیەي در هم چͽالͬ داریم انتظار فشار،

پدیدەی برای اساسͬ سازوکاری دیفیوژن دیͽر، عبارت به بود. خواهد دیفیوژن پدیدەی با همراه

قطره، مرزی ناحیەی در چͽالͬ افت تخمین برای ͬ شود. م گرفته نظر در قطرات بین ذره مبادلەی

T آن در که ∆c = ∆(NV ) = (kBT )
−۱∆P داریم: ͬ کنیم. م استفاده کامل گاز قانون از

از ناشͬ سطحͬ جریان دهیم، نشان D با را ذرات دیفیوژن ضریب اگر است. سیستم دمای

رشد سرعت جرم، پایستگͬ به بنا ͬ شود. م داده j = Dr̂ · ∇c = D ∂
∂r c ∼

D∆c
R با دیفیوژن
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۲۳۹ رایپنینگ اسوالد قطرەها: رشد ۷ .۸

با: ͬ شود م برابر قطره

Ṙ = jvm

ͬ شود: م قطرات رشد سرعت است. مولͺولͬ حجم vm آن در که

Ṙ =
۲σvm
ξR۲ ,

قانون بالا رابطەی است. شده تعریف ξ = kBT
D صورت به مولͺولͬ اصطͺاک ضریب آن در که

گینزبرگ⁃اسلیوزوف رشد قانون به که ͬ دهد م بەدست R(t) ∼ (σvmtξ )
۱
۳ صورت به رشدی

است. معروف

دارد. قطرات ͷدینامی در مهمͬ نقش هم همرفت یا کانوکشن پدیدەی دیفیوژن، بر علاوە

از ناشͬ رشد سرعت دارد. بیشتری اثر هستند خارج کروی حالت از اندکͬ که قطراتͬ در مورد این

معادلەی از اصطͺاک و سطحͬ کشش از ناشͬ نیروهای تعادل کنیم. برآورد ͬ توانیم م را همرفت

داریم: طرفین بزرگͬ مرتبەی تخمین با ͬ شود. م دیده η∇۲u ∼ ∇P صورت به ناویە⁃استوکس

η
Ṙ

R۲ ∼ σ

R۲ ,

بنابراین:

Ṙ ∼ σ

η
.

را R ∼ ۱ⅿⅿ شعاع با آب در روغن قطرات است. آموزنده اعداد بزرگͬ مرتبەی آزمون

،ξ ∼ ۶πηa۰ ∼ ۱۰−۱۲s N/ⅿ ،vm ∼ ۱۰−۳۰ⅿ۳ داریم: سیستم این برای بͽیرید. نظر در

که Ṙ ∼ ۱۰−۱۰ⅿ/s با: ͬ شود م برابر رشد سرعت اعداد جایͽذاری با .σ ∼ ۱۰−۱J/ⅿ۲

اندازەی با بزرگ قطرات برای را رشد سرعت این که کنید دقت است. کمͬ بسیار سرعت

آوردەایم. بەدست ͬ متر میل

مقایسەی با بͽیریم، نظر در را همرفت و دفیوژن پدیدەی دو هر سهم بخواهیم چنانچه

کوچͺتر قطرات برای که برسیم قطرات برای مشخصەای شعاع به ͬ توانیم م همرفت و دیفیوژن

ͬ شود م برابر مشخصه شعاع این است. غالب همرفت پدیدەی بزرگتر، قطرات برای و دیفیوژن

.۱۰−۸ⅿ ͬ شود: م شعاع این بزرگͬ مرتبەی بالا، مثال برای .Rc ∼
√

ηvm
ξ با:
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ابعادی تحلیل ۸ ۲۴۰

پرسش ها

کنید. برآورد باکتری و ماهͬ هواپیما، حرکت برای را ماخ عدد و رینولدز عدد ۱ .۸

دورەی ابعادی، تحلیل از استفاده با است. شدە ساخته m جرم به وزنەای از آونگ ͷی ۲ .۸

آورید. بدست را آونگ این ͷکوچ نوسانهای

بͽیرید: نظر در را زیر دیفرانسیل معادلەی ۳ .۸

ρ(u · ∇)u = η∇۲u−∇p

فرض است. شاره وشͺسانͬ η و شاره درون فشار میدان p و سرعت میدان u آن در که

باشد. τ با برابر هم مشخصه زمان Lو مشخصه طول Uو مسأله مشخصەی سرعت کنید

بنویسید. بعد بدون بصورت را بالا دیفرانسیل معادلەی

شده تر η وشͺسانͬ به شارەای از h۰ ضخامت با که بͽیرید نظر در را صلب صفحەی ͷی ۴ .۸

جاری به شروع شاره لایەی ͬ دهیم. م قرار عمودی حالت به را صفحه ای اکنون است.

فرآیند مورد در ابعادی استدلال های با شود. ͷخش کاملا ً صفحه سطح تا ͬ کند م شدن

است. شده بررسͬ چهار فصل انتهای در مسأله این کنید. بحث صفحه شدن ͷخش

ͷی آزاد سطح از v ثابت سرعت با و عمودی بصورت که نظربͽیرید در را صفحەای ۵ .۸

ͬ کشد. م بالا به خود همراه را شاره از مقداری صفحه این ͬ شود. م خارج وشͺسان مایع

این کنید. بحث صفحه به چسبیده مایع لایەی ضخامت مورد در ابعادی استدلال های با

.[۲۹ ،۲۸] است شده مطرح ل˼ویچ و لنداؤ توسط مسأله
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۹
ناپایداری ها

ͬ آورند. م بوجود را توجەای جالب پدیدەهای و شده ناپایدار مختلفͬ شرایط در شارەای ساما نەهای

که شرایطͬ در حالا پوشاندەاید. ورقەای با را آن درِ و کرده پر آب با که کنید تصور را لیوانͬ

محاسبەی ͷی با دارید. بر را ورقه سپس و کرده وارونه ناگهان را آن  است پوشیده آن درِ همچنان

سریعاً آب چرا ولͬ است. وزن نیروی از بیشتر خیلͬ هوا فشار از ناشͬ نیروی که ͬ یابید در م ساده

سماور، شیر از خروجͬ آب شدن قطره قطره وارونه، لیوانِ از آب ریختن بیرون ͬ ریزد؟ م فرو

از ͬ شوند، م ایجاد باد جریان سبب به که آب سطحͬ امواج و سقف از رنگ لایەی کردن چͺه

مفهومͬ معرفͬ با فصل این در هستند[۲۰]. شارشͬ سامانەهای در ناپایداری مشهور مثالهای

⁃ ͬ ریل ͬ ⁃تیلور، ریل ناپایداری ناپایداری یعنͬ ناپایداری ها از مهم نمونەها ی برخͬ پدیدەها،   این

ͬ کنیم. م بررسͬ ریاضͬ جزئیات اندکͬ با را سفمن⁃تیلور و کلوین⁃هلمهولتز پلاتو،

مقدمه ۱ .۹

سامانەها این در ناپایداری از سادەای تصویر تا ͬ کند م ͷکم ͬͺانیͺم سامانەهای در پتانسیل انرژی

درون یا قله روی که توپی بͽیرید. نظر در را ۱ .۹ شͺل ساده، نمونەی ͷی عنوان به شود. ارائه
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ناپایداری ها ۹ ۲۴۲

توپ وضعیت ولͬ باشد. تعادل حالت در ͬ تواند م مورد دو هر در گرفته، قرار پتانسیل درەی

نیروهای اعمال با که صورتͬ در است. پایدار پتانسیل درەی در و ناپایدار پتانسیل قلەی روی

به نسبت توپ ͬͺفیزی حالت برگردد، خود اولیەی مͺان به توپ آن، قطع و ͷکوچ خارجͬ

قطع و توپ به اختلالͬ نیروهای اعمال با اگر ولͬ است. پایدار خارجͬ کنندەی مختل نیروهای

نیروهایی همیشه عمل در البته است. ناپایدار توپ وضعیت بازنگردد، اولیه جای به توپ آن ،

ͷکوچ لرزش های ،ͷکوچ بسیار هوایی جریانهای ͬ کنند. م ایفا را اختلال نقش که دارند وجود

هستند. اختلالͬ نیروهای مولͺولͬ، ͬͽهمیش حرکت های از ناشͬ افت وخیزی نیروهای حتͬ و

ولͬ سخت تر اندکͬ پتانسیل، پایەی بر ناپایداری درک شارەها، مثل پیچیدەتر سامانەهای در

ابزاری ͬ شود، م تعریف ͷترمودینامی در که آزاد انرژی مختلف انواع واقع در است. پذیر امͺان

انجام شرایط به بسته شیمͬ در هستند. آنها پایداری و سامانەها تعادلͬ نقاط تشخیص برای

سامانه ناپایداری یا پایداری دهندەی نشان آنتالپی، یا هلمهولتز گیبس، آزاد انرژی واکنش ها،

نیست. آزاد انرژی محاسبەی کتاب این در ما نظر مورد رویͺرد هستند. شیمیایی واکنش های

بی نهایت اختلال های به سامانه پاسخ برپایەی ͬ کنیم، م استفاده کتاب این در که سادەتری رهیافت

تضعیف در سامانه تمایل سامانه، به خارجͬ اختلال ͷی اعمال با بود. خواهد خارجͬ ͷکوچ

تشدید را شده ایجاد تغییرات ناپایدار سامانەی ͬ کنیم. م مطالعه را شده ایجاد تغییرات تقویت یا

موضوع اصل حقیقت در ͬ کند. م دور اولیه حالت از را ناپایدار سامانەی تغییرات، رشد ͬ کند. م

این برای یͺتا پاسخ و هستند خطͬ غیر نوعͬ به سامانه حرکتͬ معادلەی که ͬ گردد بازم این به

غیر بصورت اینرسͬ جملەی شد، داده توضیح این از پیش که آنطور ندارد. وجود لزوما سامانەها

پذیر، انعطاف مرز های کنار حرکت موضوع، این از گذشته البته ͬ شود. م وارد معادلات در خطͬ

هر دارد. همراه به را مرزی شرایط شدن خطͬ غیر است، بی اهمیت اینرسͬ که شرایطͬ در حتͬ

ͬ شوند. م ناپایداری هایی باعث خطͬ، رفتار از انحراف این نوع دو

ͬ پردازیم. م شارشͬ سامانەهای در ناپایداری ها از مهم نمونەی چند معرفͬ بە ابتدا فصل، در این

ͬ کنیم. م بررسͬ بیشتری جزئیات با را ناپایداری ها بعدی قسمت های در سپس



علͬ⁃نجفͬ⁃دانشͽاه⁃تحصیلات⁃تکمیلͬ⁃زنجان

۲۴۳ مقدمه ۱ .۹

پایدار موقعیت ͷی (چپ)، راست سمت شͺل توپ. ͷی مختلف تعادلͬ موقعیت های ۱ .۹ شͺل
پاسخ بررسͬ با را توپ حالت ناپایداری یا پایداری ͬ دهد. م نشان شͺل کروی توپ برای را (ناپایدار)

فهمید. ͬ توان م ͷکوچ بی نهایت خارج̞ͬ اختلال های به توپ

ͬ ⁃پلاتو ریل ناپایداری

آب دارد. جریان دیͽر شارەی درون که بͽیرید نظر در را شارە ͷی از شͺل استوانەای باریͺەای

بسته است. وضعیت این از مثالͬ دارد جریان هوا در که دایرەای مقطع با لوله ͷی از خروجͬ

قطره قطره باعث اینجا در ناپایداری بماند. پایدار ͬ تواند نم همیشه سامانه این مسألە، شرایط به

کننده، تعیین پارامتر دارد. بستگͬ مسألە شرایط به ناپایداری این ͬ شود. م شاره باریͺەی شدن

انرژی سامانه این در ͬ شوند. م ناپایدار زودتر بلند باریͺەهای است. استوانه قطر به طول نسبت

شدن ناپایدار در اساسͬ عامل ͬ شود، م داده نسبت شاره دو مشترک فصل به که سطحͬ کشش

اگر صورت این  در دارد. مشترک فصل سطح اندازەی کاستن به تمایل سطحͬ کشش است.

ͬ شود. م ناپایدار سامانه کند، کم مشترک فصل در را سطح اندازەی خارجͬ اختلال

آب ستون ارتفاع تا کنیم سعͬ اگر بͽیرید. نظر در را سماور شیر از خروجͬ آب بارزِ مثال

افشان جوهر چاپͽر های در ͬ بینیم. م بوضوح را شدن قطره قطره پدیدەی کنیم، بیشتر را خروجͬ

را نازل ͷی از خروجͬ جوهر ستون چاپͽر ها این در ͬ شود. م مفید استفادەی ناپایداری این از

آید. بدست کردن چاپ برای جوهر ریز قطرات از یͺنواخت سامانه ͷی تا ͬ کنند م  ͬ طراح طوری

ͬ ⁃تیلور ریل ناپایداری

یͺدیͽر با تماس در افقͬ مشترک مرز ͷی با که بͽیرید نظر در را مختلف چͽالͬ با شارە دو

(شارەی بالاتر شارەی که کنید فرض اکنون ͬ شوند. نم ترکیب هم با شاره دو این دارند. قرار

پایدار ͬ تواند نم ولͬ است تعادلͬ حالت ͷی وضعیت این باشد. بیشتری چͽالͬ دارای رویی)
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افزوده آب روی به جوهر قطره ͷی چپ سمت از ͬ ⁃تیلور. ریل ناپایداری از زیبا مثال ͷی ۲ .۹ شͺل
سرعت به ͬ گیرید. م قرار آب روی است، چͽال تر آب از اندکͬ که جوهر ابتدایی، لحظەی در ͬ شود. م
حل آب در تا ͬ دهد م اجازه جوهر شیمیایی ترکیب ͬ شود. م وارد آب درون جوهر و شده ناپایدار سامانه
ͬ شود. م مشاهده ͬ تر طولان زمانهای در آب در جوهر پخش پدیدەی و شدن حل که کنید دقت ولͬ شود.
شارەهای آزمایشͽاه در ،ͷفیزی ارشد کارشناس ملایی، سعید آقای توسط و سریع دوربین ͷی با تصاویر

است. آمده بدست زنجان دانشͽاه پیچیدەی

پایین به چͽال تر شاره از ͬͺکوچ قسمت مشترک، مرز در اختلالͬ کوچͺترین با واقع در بماند.

به کاملا́ چͽال تر شارەی و شده تقویت اختلال این ͬ شود. م کم تر سامانه انرژی که کرده حرکت

به آغشته سقف مورد در است. ناپایداری این از مهمͬ مثال شده وارونه آب لیوان ͬ آید. م پایین

این دارد. قرار بالا در است تر چͽال هوا از که رنگ است. صورت همین به وضعیت هم رنگ

تا ͬ یابد م ادامه آنقدر رنگ کردن چͺه ͬ کند. م کردن چͺه به شروع رنگ و نیست پایدار وضعیت

را سامانه و شده غالب سقف و رنگ سطحͬ کشش تا شود نازک آنقدر مانده باقͬ رنگ لایەی

مشاهده ͬ توان م را تیلور ریلͬ ناپایداری از قوی ردپای هم ͷفیزی دیͽر قسمت های در کند. پایدار

های رآکتور داخل های ناپایداری و هوا وارونگͬ پدیدەی خرچنگ، سحابی خاص شͺل کرد.

تجربی آزمایش ͷی نتیجەی ،۲ .۹ شͺل در هستند. ناپایداری این با مستقیمͬ ارتباط در هستەای

ͬ بینید. م را ͬ شود م ͬ ⁃تیلور ریل ناپایداری به منجر که

کلوین⁃هلمهولتز ناپایداری

ناپایدار دارد، وجود سرعت اختلاف آن مشترک فصل در که دوفاز از متشͺل شارشͬ سامانه



علͬ⁃نجفͬ⁃دانشͽاه⁃تحصیلات⁃تکمیلͬ⁃زنجان

۲۴۵ ریلͬ⁃پلاتو ناپایداری ۲ .۹

از دو لایە است. سامانه شدن ناپایدار از علامتͬ مشترک فصل در شده تولید موج های ͬ شود. م

اندکͬ را ظرف اگر بریزید. بزرگͬ ظرف درون را دارند هم با اندکͬ چͽالͬ اختلاف که شارەهایی

فصل به ظرف شفاف دیوارەهای از اگر ͬ شود. م تولید هم روی شاره دو از جریانͬ کنید خم

آب سطح روی شده ایجاد موج های ͬ بینید. م موج هایی بصورت را ناپایداری کنید، نگاه مشترک

سرعت اگر دارند. کلوین⁃هلمهولتز ناپایداری از نشان دارد، قرار باد وزش مجاورت در که ساکن

سامانه مشخصات به ناپایداری آستانەی ͬ شود. م ناپایدار سامانه شود، بزرگتر مشخصͬ حد از باد

دارد. بستگͬ سطحͬ کشش و وشͺسانͬ چͽالͬ، مثل

ͬ ⁃بنارد ریل ناپایداری

صفحه دو اگر دارد. قرار افقͬ و موازی صفحەی دو بین که بͽیرید نظر در را شاره نازک لایەی ͷی

کمͬ را پایین صفحەی اگر حال ͬ رسد. م ایستا تعادلِ حالت به شاره مدتͬ از پس باشند، هم دما

برقرار شاره از خالصͬ جریان اینکه بدون حرارتͬ، رسانندگͬ ͬ افتد؟ م اتفاقͬ چه کنیم گرمتر

ͷی صورت این در ͬ دهد. م انتقال بالایی صفحەی به پایینͬ صفحەی از را گرمایی انرژی شود،

اختلاف اندازەی به وابسته شرایط، برخͬ در ͬ شود. م ایجاد شاره درون نیز خطͬ دمای اختلاف

از خالصͬ جریان صورت این  در ͬ شود. م ناپایدار بالا ایستای حالت شاره، ضخامت و دمایی

با ناپایداری ͬ شود. م ایجاد بالا سمت به دارد کمتری چͽالͬ که گرم صفحەی ͷنزدی شارەی

مرکزی نواحͬ در ͬ گیرند. م قرار هم کنار منظم بصورت که است همراه همرفتͬ سلول های ایجاد

طرح های این است ممͺن است. برقرار پایین روبه جریانِ لبەها، در و روبەبالا جریان سلول هر

طرح های باشید. دیده است، شدن سر حالت در که لیوان درونِ چایِ ریز دانەهای در را منظم

مثال است، شدە ͷخش آنها آب که حوضچەهایی و دریاچەها کف در رسوبات یا ͷنم منظم

هستند. بنارد سلول های از دیͽری معروف

ریلͬ⁃پلاتو ناپایداری ۲ .۹

نرخ ظاهراً ͬ شود. م خارج ناپیوسته و قطره قطره بصورت شرایطͬ در سماور شیر از خروجͬ آب

ببینیم ͬ خواهیم م بحث این در هستند. مهم اثر این در شده تشͺیل شاره استوانەی طول و شارش



علͬ⁃نجفͬ⁃دانشͽاه⁃تحصیلات⁃تکمیلͬ⁃زنجان

ناپایداری ها ۹ ۲۴۶

روغن آب. درون سیلیͺون روغن از ͷباری استوانەی ͷی برای ͬ ⁃پلاتو ریل ناپایداری ۳ .۹ شͺل
سمت از است. استوکس سانتͬ η/ρ = ۳۰۰۰۰ ͬͺسینماتی وشͺسانͬ دارای شده استفاده سیلیͺون

. [۵۵] ͬ پاشد م فرو باریͺه این زمان گذشت با است. شده داده نشان باریͺه وضعیت چپ،

در ͬͺکوچ بی نهایت اختلال منظور این برای باشد؟ پایدار ͬ تواند م شͺل استوانەای شارەی آیا

پایدار صورتͬ در سامانه ͬ کنیم. م بررسͬ اختلال این به را سامانه پاسخ و ͬ کنیم م ایجاد سامانه

باشد. داشته قبلͬ وضعیت به بازگشت به تمایل و شود بیشتر انرژی اش اختلال، اعمال با که است

نشان ۳ .۹ شͺل در ناپایداری این از تجربی مورد ͷی است. ناپایدار سامانه صورت این غیر در

است. شدە داده

به توجه با بͽیرید. نظر در را R۰ مقطع و L طول به شاره از استوانەای ،۴ .۹ شͺل مطابق

با: است برابر آن دیوارەی روی درست و استوانه خارج و داخل بین فشار اختلاف لاپلاس، قانون

Pin − Pout = σ × ۱
R۰
. (۱ .۹)

مطالعەی برای است. خمیده راستا ͷی در فقط استوانه جانبی رویەی مورد، این در که کنید دقت

اختلال اعمال با واقع در ͬ کنیم. م اعمال استوانه به ͷکوچ اختلال ͷی سامانه این پایداری

جانبی رویەی کلͬ، حالت در ͬ شود. م خارج کامل استوانەی حالت از استوانه شͺل خارجͬ،

ͷی در استوانه خارج و داخل فشار اختلاف شرایط این در ͬ شود. م خمیده سو دو هر در سامانه

است: زیر بصورت دلخواه نقطەی

Pin − Pout = σ × (
۱
R۱

+
۱
R۲

). (۲ .۹)



علͬ⁃نجفͬ⁃دانشͽاه⁃تحصیلات⁃تکمیلͬ⁃زنجان

۲۴۷ ریلͬ⁃پلاتو ناپایداری ۲ .۹

R(z)

dR

z

R0

PinPout

ماندن ثابت برای کردەایم. مختل خارجͬ ͷکوچ اختلال اعمال با را شاره استوانەی ͷی ۴ .۹ شͺل
δR = R۰ − R̄ ≈ ۱

۴ (h۰/R۰)
۲R۰ میزان به شده مختل استوانەی متوسط شعاع باید استوانه کل حجم

باشد. کوچͺتر اصلͬ استوانەی شعاع از

سطح روی که بͽیریم نظر در شͺلͬ به را خارجͬ اختلال دهید اجازه مسألە دقیق تر بررسͬ برای

زیر تابع با خاص اختلال این ͬ کند. م ایجاد ساده سینوسͬ موج ͷی طولͬ راستای در و استوانه

ͬ شود: م داده

h(z) = h۰ sin(۲π
z

λ
). (۳ .۹)

اختلال است. شده فرورفته نقاطͬ در و برآمده نقاطͬ در که ͬ کند م تغییر بصورتͬ استوانه شͺل

ثابت شاره کل مقدار این که به توجه با ͬ کند. م حفظ را استوانه سمتͬ تقارن شده، گرفته درنظر

شده مختل سامانه کل حجم اختلالͬ هر برای باید ͬ کنیم، م فرض ناپذیر تراکم را شاره و است

R(z) = متغیر شعاع با استوانه جانبی سطح که ببینیم ͬ توانیم م صورت این در بماند. ثابت

مختل استوانەی برای متوسط شعاع مقدار R̄ آن در که ͬ شود، م توصیف R̄ + h۰ sin(۲π zλ)

طول اگر ͬ کنیم. م عمل زیر صورت به آوریم بدست را شعاع متوسط مقدار اینکه برای است. شده

استوانەی برای .πR۲
۰L با: است برابر نشده مختل استوانەی حجم بͽیریم، L با برابر را استوانه

ͬ آید: م بدست زیر رابطەی از حجم شده مختل

πR۲
۰L = π⟨R۲(z)⟩L = π⟨

(
R̄+ h(z)

)۲⟩L,
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که: ͬ شود دیده م محاسبات انجام با ͬ شود. م انجام طول راستای در متوسط گیری آن در که

R̄ ≈ R۰(۱ − ۱
۴
(h۰/R۰)

۲),

با حالت دو در را آن  انرژی سامانه، پایداری بررسͬ برای .h۰ ≪ R۰ که کردەایم فرض اینجا در

ͬ شود: م محاسبە زیر بصورت بالا اختلال اثر در سامانه سطحͬ انرژی تغییر ͬ کنیم. م مقایسه هم

∆E ≈ ۲πσ
∫ (

R(z)(۱ + (
dh

dz
)۲)−R۰

)
dz.

ناپایداری شرط این محاسبه، اندکͬ با ͬ شود. م ناپایدار سامانه ،∆E < ۰ برای که کنید دقت حالا

ͬ آید: م دست )به
۱ − (

۲πR۰

λ
)۲
)
> ۰. (۴ .۹)

برای استوانه سامانەی پس ͬ افتد. م سماور شیر از خروجͬ آب برای که است اتفاقͬ همان این

طول موج بزرگترین که آنجا از است. ناپایدار ۲πR۰ < λ بزرگ موجهای طول با اختلال هایی

بصورت ناپایداری بنابراین .λmax ≈ L پس: ͬ شود، م داده سامانه ابعاد با سامانه روی ممͺن

در شده مختل استوانەی برای که خاصͬ شͺل به آمده بەدست نتیجەی آیا ͬ شود. م ۲πR۰ < L

دارد؟ بستگͬ گرفتەایم، نظر

بود. ساده و مقدماتͬ توصیفͬ ͬ ⁃پلاتو، ریل ناپایداری برای فصل این در شده ارائه توصیف

اصلͬ مقالەی دیدن برای دارد. سهم ناپایداری آستانەی تعیین در نیز شاره وشͺسانͬ عمل در

کنید. نگاه [۴۵] مرجع به تیلور

ریلͬ⁃تیلور ناپایداری ۳ .۹

فصل ،۵ .۹ شͺل مطابق ͬ پردازیم. م ریلͬ⁃تیلور ناپایداری جزئیات بررسͬ به قسمت این در

چͽالͬ دارای بالاتر شارەی بͽیرید. نظر در را ρ۲ و ρ۱ متفاوت ͬ های چͽال با شاره دو مشترک

این ͬ د هد. م نشان را مشترک فصل محل z = ۰ صاف صفحەی و (ρ۲ > ρ۱) است بیشتری

فصل که شͺل، چپ سمتِ در است. گرفته قرار ،g = gẑ یͺنواخت گرانشͬ میدان در سامانه
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x
z

h(x)

PP' '

r
۲

r
۱

x
z PP r

r

۱

۱

۱

۲

۲

۲

شده داده نشان z = ۰ صفحەی با ،ρ۲ و ρ۱ متفاوت ͬ های چͽال با شاره دو مشترک فصل ۵ .۹ شͺل
شͺل ͷکوچ اختلال ͷی اعمال با راست قسمت در ولͬ است صاف مشترک فصل چپ قسمت در است.

است. شده مختل نوسانͬ بصورت مشترک فصل

است: برابر هم با مشترک فصل پایین و بالا ͬͽهمسای نقطەی دو در فشار است، صاف مشترک

P۱ = P۲ = P۰.

هر کنیم. بررسͬ ͷکوچ بی نهایت اختلال ͷی به را سامانه این پاسخ ͬ خواهیم م اکنون

شͺل تغییر باعث مشترک، فصل به ͷکوچ ضربەی ͷی اعمال مثلا ،ͷکوچ بی نهایت اختلال

فوریه، بسط˼ اساس بر را مشترک فصل شͺل̞ تغییر نوع هر دیͽر طرف از ͬ شود. م مشترک فصل

در مختلف دامنەهای و موج ها طول با کسینوسͬ و سینوسͬ امواج از ترکیبی بصورت ͬ توانیم م

نظر در را ،λ موج طول با سینوسͬ شͺل تغییر ͷی کلͬ، کاملا́ حالت در پس بͽیریم. نظر

تابع با شده مختل مشترک فصل شͺل ͬ گیریم. م

z = h(x) = ho sin(۲π
x

λ
),

گرفتەایم. نظر در را ͬ کنند م حرکت x راستای در که امواجͬ تنها سهولت برای ͬ شود. م داده

فشار های دارای شده مختل مشترک فصل در پایین از ͬͽهمسای و بالا از ͬͽهمسای نقطەی دو

هستند: متفاوت

P ′
۱ = P۰ + ρ۱gh(x), P ′

۲ = P۰ + ρ۲gh(x). (۵ .۹)

به ،∆P = (ρ۲ − ρ۱)gh(x) اندازەی به فشاری اختلاف شده، مختل سطح روی نقطە این در

اندازەی با ͬͺکوچ سطح  ͬ شود. م شاره حرکت باعث نیرو این ͬ کند. م وارد نیرو شاره، قطعات
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جرم جابجایی با مشترک فصل از قسمت این حرکت بͽیرید. نظر در مشترک فصل روی را ،ds

است: زیر بصورت جرم این حرکت معادلەی است. همراه m

m
d۲

dt۲h(x, t) = ∆P ds. (۶ .۹)

شاره سرعت مشترک، فصل از شدن دور با که دیدیم سطحͬ، امواج انتشار به مربوط قسمت در

همراه متحرک جرم اگر است منطقͬ کاملا́ پس ͬ رسد. م صفر به ، e−۲πz/λ نمایی بصورت

بزنیم: تخمین زیر بصورت را شاره

m = λρ۱ds+ λρ۲ds, (۷ .۹)

داریم: نتایج این ترکیب با ͬ کنند. م حرکت طرف، دو از λ اندازەی با شاره از ضخامتͬ

d۲

dt۲h(x, t) = A
g

λ
h(x, t), (۸ .۹)

زیر بصورت سطح حرکت  زمانͬ تحول برای جواب ترین کلͬ . A = ۲π ρ۲−ρ۱
ρ۲+ρ۱

آن در که

ͬ شود: م

h(x, t) = a cosh(γt) + b sinh(γt), (۹ .۹)

تغییر ρ۲ > ρ۱ برای و ۹ .۹ رابطەی طبق هستند. ثابت دو b و a و γ =
√
Ag/λ آن در که

سامانه بودن ناپایدار برای نشانه مهم ترین این ͬ شود. م واگرا نمایی بصورت مشترک فصل شͺل

بماند. پایدار ͬ تواند نم صاف مشترک فصل و است

کلوین⁃هلمهولتز ناپایداری ۴ .۹

شͺل مطابق هم باز ͬ پردازیم. م کلوین⁃هلمهولتز ناپایداری جزئیات بررسͬ به قسمت این در

نماد ها تغییر به بͽیرید. نظر در را ρ− و ρ+ متفاوت ͬ های چͽال با شاره دو مشترک فصل ،۵ .۹

است. شده جایͽزین ρ+ با بود، شده داده نشان ρ۲ با قبلا که بالایی شارە چͽالͬ اینجا کنید: توجه

شارەها ویسͺوزیتەی و اتلاف از است. شده مشخص z = ۰ صاف سطح با دوشاره مشترک فصل
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vx̂نواختͺی سرعت با یͺنواختͬ شارشͬ جریان بالایی شارەی در کنید فرض ͬ کنیم. م صرفنظر

آرام دریای سطح روی را باد آرام جریان کنید فرض ͬ توانید م بهتر شهود کسب برای باشد. برقرار

ͬ تواند م آرام، ی دریا و هوا در یͺنواخت جریان یعنͬ حالت، این ایا که است این سوال داریم.

از باید سامانه این شارشͬ سرعت میدان که کنید توجه مساله این به پاسخ برای بماند؟ پایدار

حرکتͬ معادلەی

ρ(∂t + u · ∇)u = −∇P − ρgẑ, ∇ · u = ۰,

حدسͬ و پایا جواب دهید اجازه آید. بدست مشترک مرز روی پیوستگͬ مرزی شرایط همراه به

بͽیریم: نظر در را }زیر
u+s = vx̂, P+

s = P۰ − ρ+gz, z > ۰,

u−s = ۰, P−
s = P۰ − ρ−gz, z < ۰,

برای که کنید توجه ͬ کنند. م صدق مرزی شرایط و معادلات در جواب ها این که است واضح

است. نظر مورد فشار پیوستگͬ و سرعت عمودی مولفەی پیوستگͬ تنها اتلافͬ، غیر شارەهای

در زیر بصورت بحث مورد میدان های در ͬͺکوچ اختلال جواب ها، این پایداری بررسͬ برای

بͽیرید: نظر

u± = u±
s + δu±, P± = P±

s + δP±.

کلیات از کاستن بدون و سهولت برای شود. مختل ͬ تواند م قاعدتا هم مشترک مرز واقع در

عمومͬ تابع با را شده مختل مرز شͺل و شود مختل x راستای در مرز ͬ کنم م فرض مسالە،

خطͬ معادلات در باید کنیم، فرض ͷکوچ را اختلال ها اگر ͬ دهیم. م نشان z = ζ(x, t)

کنند: صدق زیر }شدەی
ρ+∂tδu

+ + v∂xδu
+ = −∇δP+,

ρ−∂tδu
− = −∇δP−,

شرط ͬ کند. م صدق ،∇۲δP± = ۰ لاپلاس معادلەی در فشار اختلال که ͬ بینیم م انجا از و

اختلال بودن ͷکوچ فرض با است. P+(x, z = ζ) = P−(x, z = ζ) بصورت فشار مرزی

ͬ شود: م زیر سادەشدەی بصورت مرزی شرط که ͬ بینیم م تیلور بسط با و

δP+(x, z = ۰) = δP−(x, z = ۰). (۱۰ .۹)
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ͬ شوند: م زیر بصورت سرعت به مربوط مرزی های شرط

n̂ · u+(x, z = ζ) = n̂ · u−(x, z = ζ),

u+z (x, z = ζ) = (∂t + u+x ∂x)ζ(x, t) ∼ (∂t + v∂x)ζ(x, t),

u−z (x, z = ζ) = (∂t + u−x ∂x)ζ(x, t) ∼ (∂t + ۰)ζ(x, t). (۱۱ .۹)

است برابر سطح بر عمود بردار آن در که است سرعت عمودی مولفەی پیوستگͬ ، اول معادلەی

ͬͽهمسای از کنید فرض ͬ دهد. م را مرز حرکت معادلەی دوم، معادلەی .n̂ ∼ ẑ − (∂xζ)x̂ با

در و u+x سرعت با شاره همراه که ناظری دید از صورت این در ͬ شویم. م ͷنزدی مرز به بالا

تغییرات با است برابر آن و دارد z راستای در سرعت مولفەی فقط شارە ͬ کند، م حرکت xراستای

ͬ شود. م تعبیر صورت همین به هم سوم معادلەی ناظر). همان دید از (البته سطح پروفایل زمانͬ

ͬ رسد: م زیر شرایط به عملا مرزی، شرایط سادەسازی

δu+z (x, ۰) = (∂t + v∂x)ζ(x, t), δu−z (x, ۰) = (∂t + ۰)ζ(x, t). (۱۲ .۹)

بصورت کنندەای سادە مرزی شرایط پایینͬ و بالایی شارەهای بودن نامتناهͬ که کنید توجه البته

دارد. لازم را δu±(z → ±∞) = ۰

ͬ دهیم: م قرار واقع در ͬ گیریم. م ͷکم مͺانͬ و زمانͬ فوریه تبدیل از معادلات حل برای

ζ(x, t) =
∑
q,ω

ζ̄(q, ω)ei(qx−ωt), δf(x, z, t) =
∑
q,ω

δf̄(q, z, ω)ei(qx−ωt),

بالایی شارەی در سرعت مولفەهای از کدام هر یا فشار ͬ تواند م f و
∑

q,ω =
∫ dqdω

(۲π)۲ آن در که

(∂۲
z−q۲)δP̄± بصورت= که بͽیرید نظر در را فشار برای لاپلاس معادلەی مثلا باشد. پایینͬ یا

ͬ شود: م زیر بصورت ͬ کنند م صدق مناسب مرزی شرط در که آن جوابهای ͬ شود. م ۰

δP̄± = Ae∓qz,

دیفرانسیل معادلات در جایͽزاری با عملا فشار، داشتن دست در با است. ثابت ͷیA ان در که

مرزی شرایط در آنها جایͽزاری با نهایت در ͬ آیند. م دست به هم سرعت میدانهای شاره، حرکتͬ
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ͬ رسیم: م زیر رابطەی به ͬ کنند، م توصیف را مرز حرکت )که
ω − qv

α+ i
√
α

۱ + α

)
ζ̄(q, ω) = ۰, α =

ρ+

ρ−
.

شود،  صفر پرانتز داخل عبارت اگر بالا، رابطەی طبق واقع در دارد. سادەای تعبیر بالا، رابطەی

ͬ تواند م مرز ωباشد، = qvα+i
√
α

۱+α اگر یعنͬ باشیم. داشته ζ برای صفر غیر جواب ͷی ͬ توانیم م

منفͬ همواره موهومͬ قسمت ͷی فرکانس که است این مهم نکتەی شود. خارج صاف حالت از

بدست فوریه)، (غیر واقعͬ فضای در را شده مختل مرز شͺل بخواهیم اگر نتیجه در دارد. ωi
به وابسته عامل که ͬ شود م باعث موضوع این کنیم. جایͽزین بالا مقدار با را فرکانس باید آوریم

اینکه، نتیجه ͬ شود. م واگرا بزرگ، زمانهای در بوضوح که شود دیده مرز حرکت در eωit زمان

ایجاد سطحͬ امواج سریعا و باشد پایداری جواب ͬ تواند نم بود صاف مرز که اولیه پایای جواب

تامراتب را اختلالͬ معادلات تا است لازم امواج این شͺل دقیق تر مطالعەی برای البته ͬ شوند. م

بنویسیم. بالاتر

صرفنظر مشترک مرز سطحͬ کشش و اتلاف از بالا، محاسبات در که است این نهایی نکتەی

شرایط دیͽر و اتلاف میزان به ناپایداری آستانەی داریم، هم اتلاف که واقعͬ شرایط در است. شده

داشت. خواهد بستگͬ سیستم

سفمن⁃تیلور ناپایداری ۵ .۹

بͽیرید. نظر در را است معروف ۱ هیلͬ⁃شاو سلول به که موازی تخت صفحەی دو بین فضای

رینولدز عدد ما، نظر مورد جریان های حضور در که است کم آنقدر ،d صفحه دو بین فاصلەی

با روغن مثلا ویسͺوز شارەی ͷی با صفحه، دو این بین فضای کنید فرض است. ͷکوچ بسیار

ایجاد ͷکوچ منفذ ͷی ، صفحات از ͬͺی از نقطەای در اکنون است. شده پر η+ ویسͺوزیتەی

به را ( η− < η+ آب (مثلا η− کمتر ویسͺوزیتەی با دیͽری شارەی ͬ کنیم م سعͬ و ͬ کنیم م

مایع داریم انتظار قاعدتا باشد، یͺنواخت و همسانگرد چیز همه اگر کنیم. تزریق روغن درون

با و متقارن بصورت ͬ کنیم، م نگاه هیلͬ⁃شاو سلول صفحات از ͬͺی بالای از وقتͬ شده، تزریق

جبهەی ͬ شود. م دیدە دیͽری چیز عمل در کنید. رشد و زده پس را روغن شͺل دایرەای جبهەی
Heⅼe−Shaw۱
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وشͺسانͬ با پسین شارە ی شدەاست. پر مختلف وشͺسانͬ با شارە دو با شاو هیلͬ سلول ۶ .۹ شͺل
در ͬ راند. م جلو سمت به را η+ وشͺسانͬ با جلویی شارەی است، کردە پر را z < ۰ قسمت که η−

ناپایدار شود. ͬ تواند م سامانه این η+ > η− صورتیͺه

قسمت های روی ͬͺکوچ زبانەهای و داده دست از را خود تقارن مدتͬ از پس شͺل دایرەای

خود⁃ خاصیت که ͬ شود م ایجاد زیبایی تصاویر زمان، گذشت با ͬ کنند. م رشد دایره مختلف

است این موضوع است. توصیف قابل ͬͺهیدرودینامی ناپایداری با موضوع این دارند. تشابهͬ

پیش، در وشͺسان تر شارەی ͷی و پس در وشͺسان شارەی ͷی از پیش رونده جبهەی ͷی اگر که

موضوع این ͬ شود. م ناپایدار صاف مرز سریعا و بماند صاف ͬ تواند نم آنها بین مرز باشیم، داشته

است. مشهور ۱ سفمن⁃تیلور ناپایداری به

هیلͬ سلول شارش مختص که سادەسازیهایی ابتدا اجازه دهید ناپایداری، این توصیف برای

شاو هیلͬ سلول درون جریان بودن لایەا ی و بودن نازک به موضوع اصل دهیم. انجام را است شاو

درون راستای دو و ŷ با را شاو هیلͬ صفحات بر عمود راستای ،۶ .۹ شͺل مطابق ͬ شود. م مربوط

مولفەهای تنها صفحە، بر عمود مولفەی از کردن صرفنظر با ͬ دهیم. م نشان ẑ و x̂ با را صفحەای

سرعت مولفەی این قاعدتا بͽیرید. نظر در را x مثلا ͬ گیریم. م نظر در را شارش صفحەای درون

روی سرعت شدن صفر مرزی شرط گرفتن نظر در با واقع در باشد. داشته بستگͬ y به ͬ تواند م

موضعͬ گرادیان با که داریم پوآزوی شارش ͷی عملا موضعͬ بصورت پایینͬ، و بالا صفحات

بصورت سرعت پروفایل بͽیریم، نظر در ∂xP بصورت را فشار گرادیان اگر ͬ شود. م تولید فشار

در سرعت میانگین ͬ توانیم م بیشتر، سهولت برای است. ux(y) = (∂xP/۲η)(y۲ − d۲/۴)

ارتفاع ، روی میانگین گیری بͽیریم. نظر در سرعت از معیاری عنوان به را مختلف ارتفاع های

Saffⅿan−Tayⅼor۱
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ͬ شود: م زیر بصورت و بود گرفته انجام پوآزوی شارش برای این از پیش

ux = − d۲

۱۲η
∂xP,

تعمیم ͬ توان م را بالا ایدەی است. نشده استفاده میانگین نماد از رابطە، نشدن شلوغ برای البته

تامین فشار گرادیان با که ساده است جریانͬ شاو، هیلͬ سلول درون جریان که صورت این به داد

ͬ شود: م

(ux, uz) = − d۲

۱۲η
(∂xP, ∂zP ). (۱۳ .۹)

معادلاتͬ ͬ کند، م صدق آن در فشار که بعدی دو لاپلاس معادلەی همراه به بالا معادلەی حقیقت در

ͬ کنند. م مشخص را شاو هیلͬ سلول درون شارش که هستند

هندسەی ͬ خواهیم م هم باز سفمن⁃تیلور. ناپایداری اصلͬ مسالەی به بازگردیم اکنون

شاو هیلͬ سلول که پس رو و پیش رو شارەی دو بین مرز که کنید فرض کنیم. ساده را شارشͬ

صاف، مرز این آیا که است این سوال باشد. صاف مرز ͷی کنیم، نگاه بالا از اگر پرکردەاند، را

ͬ شود م وارد η− ویسͺوزیتەی با پس رو شارەی به که فشاری طریق از حرکت نه؟  یا ͬ ماند م صاف

سرعت با ناظری که دید از ͬ کند. م  ͬ حرک vẑ سرعت با مشترک مرز کە بصورتͬ ͬ شود م تامین

صاف مرز از انحراف ناظر این دید از ͬ کنیم. م بررسͬ را مساله ͬ کند، م حرکت مرز همراه و vẑ

میدان با تخت مرز با متناظر جواب های ناظر این دید از ͬ شود. م داده نشان z = ζ(x, t) تابع با

ͬ شوند: م داده زیر فشار

P±
s = −۱۲η±

d۲ vz + P۰,

پیوستگͬ به دادەایم. نشان ± علامت با را z < ۰ و z > ۰ نواحͬ برای جواب ها که شود توجه

به ͬ شود م مربوط است، ضروری آن به توجه که مهمͬ نکتەی کنید. توجه z = ۰ نقاط در فشار

باعث این و داشته انحنا شاو هیلͬ سلول صفحات بر عمود  راستای در شاره دو بین مرز اینکه

مورد انحنای شعاع و ثابت صفحات بین فاصلەی که آنجا از ͬ شود. م شاره دو بین فشار اختلاف

فشار اختلاف این جزییات از است، کوچͺتر ما نظر مورد مشخصەی طول های دیͽر از بحث

است. شده صرفنظر
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ناپایداری ها ۹ ۲۵۶

ͬ کنیم: م مختل زیر بصورت را فشار میدان های مرز، پایداری مطالعەی برای

P± = −۱۲η±

d۲ vz + P۰ + δP±.

شͺلͬ بسهولت ͬ کند، م صدق آن در فشار اختلال که لاپلاس معادلەی حل و فوریە تبدیل ͷکم با

بصورت

δP± =
∑
q,ω

A±e∓qz+i(qx−ωt),

شود: گرفته نظر در باید زیر بصورت مرزی شرایط ͬ آید. م بدست آن برای

∂tζ(x, t) = u±z (x, z = ζ), P+(x, z = ζ)− P−(x, z = ζ) = σ∂۲
xζ(x, t),

شرایط در جواب ها جایͽزاری با است. شده داده نشان σ با شاره دو مرز سطحͬ کشش آن در که

ͬ شود: م زیر بصورت مرز تحول شدەی خطͬ معادلەی مرزی،

(۱۴ .۹)

(−iω − τr) ζ̄(q, ω) = ۰, τr =
d۲q

۱۲(η+ + η−)

(
−σq۲ − ۱۲v

d۲ (η− − η+)

)
.

ولͬ ͬ ماند م صاف همواره صاف مرز η+ < η− برای واقع در است. قبل مطابق رابطه این تعبیر

۰ < q <
√

۱۲v(η+ − η−)/σd۲ محدودەی در که موجͬ بردار با اختلال  η+ > η− برای

بین ͬ کنند، م ناپایدار را سیستم که بردارموج هایی کنند. ناپایدار را صاف مرز ͬ تواند م باشند،

سلول اندازەی بودن محدود توجه، قابل مورد ͬ گیرند. م قرار qⅿax بیشینەی مقدار ͷی تا صفر

این واقع در . باشد L با برابر x راستای در شاو هیلͬ سلول طول که کنید فرض است. شاو هیلͬ

بلندترین روی عملا صورت این در است. شده بسته دیوارەهایی با طرف دو از شاو هیلͬ سلول

شرط در که باشد ͷکوچ آنقدر سلول طول اگر داریم. محدودیت سیستم در ممͺنه طول موجهای

بود. نخواهد مشاهده قابل سیستم در ناپایداری بͽنجد، L < ۲π/qⅿax
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۲۵۷ پرسش ها

پرسش ها

این مطالعەی برای دارد؟ ریلͬ⁃تیلور ناپایداری در نقشͬ چه مشترک فصل سطحͬ کشش ۱ .۹

اضافه ۶ .۹ حرکت معادلەی راست سمت به را سطحͬ کشش از ناشͬ نیروی موضوع،

فشار اختلاف سطحͬ کشش نیروی تخمین برای دهید. ادامه را محاسبات بقیەی و کرده

تابع محاسبات کردن سادە برای بͽیرید. نظر در لاپلاس قانون از استفاده با را اضافͬ

کنید. فرض ͷکوچ را آن  مشتقات و h(x)
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۱۰
نانیوتنͬ شارش

بررسͬ را شارەهایی ͬ خواهیم م فصل این در کردەایم. مطالعه را  ͬ نیوتن شارەهای شارش تا کنون

بیشتر نیستند، فشار تحت وقتͬ گوجه سˀس و خمیر دندان دارند. پیچیدەتری رفتارهای که کنیم

ͬ دهید، م فشار را سˀس یا خمیر دندان حاوی ِ ͬ قوط وقتͬ ولͬ ͬ دهند. م نشان را جامدات خواص

تحت وقتͬ محلول این دارد. برعکس رفتاری آب ، با ذرت نشاستەی محلول ͬ شود. م روان تر 

رفتاری محلول این زیاد خیلͬ تنش های در ͬ شود. م وشͺسان تر ͬ گیرد، م قرار خارجͬ نیروی اثر

رفت. راه ͬ توان م است شده پر محلول این از که حوضچەای روی ͬ دهد. م نشان جامدات شبیە

و تنش بین خطͬ ساختاری رابطەی شارەها، این در برداریم. سریع تر خیلͬ را قدم ها تا کافیست

بسیاری و است روز تحقیقاتͬ موضوعات از نانیوتنͬ شارەهای موضوع ندارد. وجود برش نرخ

ارائەی به ابتدا .[۱۳ ،۱۴ ،۱۵] هستند علم باز مسائل  دستەی در همچنان حوزه این مسائل  از

ارائەی با ادامه در ͬ پردازیم. م شارەها این در شده شناخته رفتارهای برخͬ از مقدماتͬ توصیفͬ

ͬ آوریم. م بەدست را پلیمری نانیوتن̞ͬ شارەهای خواص از برخͬ ساده، ریزمقیاس مدل ͷی
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نانیوتنͬ شارش ۱۰ ۲۶۰

ریزمقیاس ناهمسانگردی  ۱ .۱۰

تناسب ضریب ͬ کند. م مشخص را نیوتنͬ رفتار برش، نرخ و تنش برشͬ بین ثابت و خطͬ رابطەی

برای ͬ نامیم. م نانیوتنͬ رفتار را رفتار این از انحراف هرگونه است. شاره وشͺسانͬ معرف هم

برای ͬ کنیم. م تعریف برش نرخ به نسبت تنش برشͬ مشتق بصورت را وشͺسانͬ پیچیدە شارەهای

در وشͺسانͬ دارد. بستگͬ شده اعمال برش  نرخ به و نیست ثابت وشͺسانͬ نانیوتنͬ، شارەهای

ͬ یابد. م کاهش شار ها از دیͽر برخͬ در و ͬ یابد م افزایش برش نرخ افزایش با شارەها برخͬ

نشاستەی با آب محلول بامیه، گیاه شیرەی شیر، تخم مرغ، سفیدەی خون، مثل: طبیعͬ شارەهای

دارند. نا نیوتنͬ رفتار  شامپو، و دندان خمیر مثل مصنوعͬ پلیمری ِ محلول های تمام و ذرت

شارەی با آب، مثل است، نیوتنͬ تقریباً که شارەای ِ ͬ اساس تفاوت ریزمقیاس، دیدگاه از

نیوتنͬ، شارەهای در کرد. جستجو آن دهندەی تشͺیل مولͺول های تقارن نوع در باید را نانیوتنͬ

متفاوت موضوع پیچیده شارەی ͷی مورد در ولͬ هستند همسانگرد و متقارن کاملا́ مولͺول ها

مورد این در ͬ دهد. م نشان را پلیمری رقیق محلول ͷی جزئیات ۱ .۱۰ شͺل مثال، عنوان به است.

آب مولͺولهای اندازەی شدەاند. حل آب مثل همͽن حلال ͷی درونِ پلیمر، ͷی بلند مولͺولهای

پلیمر نوع به بستە برسد. آنگستروم چند هزار تا است ممͺن پلیمر ͷی طول ولͬ آنگستروم ۱ حدود

زنجیرە های با را دیͽر برخͬ و صلب شͺل میلەای ساختارهای با را پلیمر ها از برخͬ ͬ توانیم م

مونومر های بین  ͬ مولͺول پیوند های پلیمرها، برخͬ در بزنیم. تقریب مانند ک˼رم پذیر انعطاف

مچالە ی زنجیره ͷی مثل ساختاری پلیمر نهایت در و بچرخند آزادانه ͬ توانند م پلیمر سازندەی

لحظه هر مانند، ک˼رم ساختار گرمایی، افت وخیزهای وجود علت به ͬ گیرد. م خود بە را شده

کرده اشغال را کره ͷی فضای پلیمر هر که کرد فرض ͬ توان م متوسط بطور ولͬ ͬ کند م تغییر

جریان ͷی اثر تحت را سامانە این راست، قسمت −۱ .۱۰ شͺل مطابق که درصورتͬ است.

ناهمسانگردی ساختار و ͬ کند م تغییر کمͬ پلیمر هر درونͬ پیͺربندی دهیم، قرار خارجͬ برشͬ

آزمایشͽاهͬ مقیاس در نانیوتنͬ رفتار مولͺولͬ مقیاس در شده ایجاد ناهمسانگردیِ این ͬ گیرد. م

پیچیدە شارەی است ممͺن شده، حل مولͺولها ی پلیمری ساختار بر علاوه دارد. پی  در را

این گونه وضعیت شیر و خون مورد در باشد. داشته امولسیون ها یا سوسپانسیون ها مثل ساختاری

خارجͬ، برشͬ تنش اعمال با شیر، در معلق چربی لͺەهای و خون قرمز یا سفید گلبول های است.
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۲۶۱ ریزمقیاس ناهمسانگردی  ۱ .۱۰

V

ساختار خارجͬ برشͬ جریان اعمال با راست: تعادل. حالت در پلیمری محلول ͷی چپ: ۱ .۱۰ شͺل
اثرهای باعث مولͺولͬ مقیاس در ناهمسانگردی ͬ کند. م تغییر ناهمسانگرد گونەای به مچالەشده پلیمر های

ͬ شوند. م آزمایشͽاهͬ مقیاس در نانیوتنͬ

ͬ کنند. م پیدا ناهمسانگرد ساختاری

نیست. خارجͬ برش از ناشͬ ناهمسانگردی شارەها، از برخͬ در که است تذکر به لازم

در مثال عنوان به هستند. ناهمسانگرد آن سازندەی مولͺول های مایع ، بلور مثل شارەهایی در

مولͺول های این بین برهمͺنش  و هستند صلب میلە های شͺل به مولͺول ها ،ͷنماتی مایع بلور

مایع بلور در ͬ آورد. م ارمغان به مایع بلور برای را ذاتͬ ناهمسانگرد ساختار ͷی ناهمسانگرد،

راستای مایع، بلور این در بنابراین هستند. موازی هم با شͺل میلەای مولͺول های تمام ،ͷنماتی

ناهمسانگردی راستای خارجͬ، برش اعمال با ͬ سازد. م سامانه برای مرجˁح راستای ͷی مولͺول ها،

ناهمسانگرد بودن، خطͬ غیر بر علاوه تنش⁃برش رابطەی سامانە ها این در ͬ کند. نم چندانͬ تغییر

راستای به برشͬ تنش آزمایش نتیجەی سامانەها، این  ͬ ذات ناهمسانگردی به توجه با ͬ شود. م نیز

پدیدەشناختͬ ضرایب بیشتری تعداد به سامانە ها این توصیف برای است. وابسته شده اعمال برش

برش نرخ و تنش مختلف مؤلفەهای بین ناهمسانگرد رابطەی ͷی ضرایب، این با داریم. نیاز

ͬ کند. م توصیف را شارەها این نانیوتنͬ رفتار ناهمسانگرد، رابطەی این ͬ شود. م برقرار

در ͬ کنیم. م بحث نانیوتنͬ شارەهای پدیدەشناختͬ روش های مورد در ابتدا فصل ،  این در

ͬ آوریم. م بەدست را مقیاس بزرگ جزئیات از برخͬ پلیمری، ریز مقیاس مدل ͷی معرفͬ با ادامه

است. رئولوژی علم موضوع پیچیده، شارەهای ریخت شناسͬ و شارشͬ بررسͬ
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نانیوتنͬ شارش ۱۰ ۲۶۲

کرنش و تنش ۲ .۱۰

مطابق کنیم. یادآوری را کرنش و تنش مفاهیم دهید اجازه نانیوتنͬ، شارەهای بررسͬ از پیش

خارجͬ، برشͬ تنش اعمال با پیوسته، محیط ͷی از ͷکوچ بی نهایت قطعەی ͷی ،۲ .۱۰ شͺل

کرنش نام به را γ زاویەی سامانە، این ِͷکوچ بی نهایت شͺل های تغییر برای ͬ دهد. م شͺل تغییر

سامانە ͷکوچ بی نهایت جزء هر جابجایی شͺل، در شده داده نشان مثال در ͬ کنیم. م تعریف

است: زیر بصورت

x = x۰ + γy, y = y۰. (۱ .۱۰)

شͺل تغییر خارجͬ تنش به پاسخ در باشد، کشسان کاملا́ ما نظر مورد جسم که صورتͬ در

دارد: شͺل تغییر اندازەی با خطͬ رابطە  ی ͷی شده اعمال نیروی یا برشͬ تنش ͬ دهد. م

σxy = Gγ. (۲ .۱۰)

مورد سامانەی  اگر است. سامانە کشسانͬ مدول ،G ثابت و است هوک قانون تعمیم رابطه این

صورت این در ͬ شود. م جاری تنشͬ، کوچͺترین اعمال با باشد داشته شارش قابلیت ما نظر

زیر بصورت شاره، در شده تولید جریان است. زمان از تابعͬ ،γ = γ(t) صورت به کرنش

است:

ux = γ̇y, uy = ۰. (۳ .۱۰)

است: برقرار کرنش نرخ و تنش بین زیر خطͬ رابطەی باشد، نیوتنͬ شاره این اگر

σxy = ηγ̇, σxz = σzy = ۰, (۴ .۱۰)

نیوتنͬ، شارەهای مورد در وشͺسانͬ است. سامانە وشͺسانͬ معرف ،η ثابت ضریب آن در که

نیوتنͬ، شارەهای بودن همسانگرد سبب به وشͺسانͬ، بودن ثابت بر علاوه است. ثابت کمیتͬ

کردیم: تعریف زیر بصورت را فشار این از پیش برابرند. هم با تنش تانسور قطری عناصر تمامͬ

σxx = σyy = σzz = −P. (۵ .۱۰)
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۲۶۳ وشͺسان⁃کشسان شارش  ۳ .۱۰

g

sxy

x

y

x

y

با شͺل تغییر مقدار برشͬ. نیروی اعمال با سامانە از ͷکوچ قطعەی ͷی شͺل تغییر ۲ .۱۰ شͺل
ͬ گوییم. م کرنش زاویە این به ͬ شود. م مشخص γ زاویەی

شارەهای در برشͬ تنش  آزمایش نتیجەی به دهید اجازه ، ͬ نیوتن سامانەهای بررسͬ از پس

بر تنش تانسور شدن غیرخطͬ بر علاوه نانیوتنͬ شارەهای در که کردیم اشاره بپردازیم. نانیوتنͬ

شͺل آزمایش تجربی نتایج ͬ شوند. م ناهمسانگرد نیز آن عمودی مؤلفەهای برش، نرخ حسب

شوند: مͬ توصیف زیر پدیدەشناختͬ روابط با نانیوتنͬ شارەی ͷی برای ۳ .۱۰

σxy = η(γ̇)γ̇, σxz = σzy = ۰,

σxx − σyy = N۱(γ̇), σyy − σzz = N۲(γ̇). (۶ .۱۰)

ͬ دهند. م نشان را خارجͬ برش به نانیوتنͬ شارەی ͷی پاسخ N۲(γ̇) و N۱(γ̇) ، η(γ̇) تابع سه

است. متفاوت مختلف، شارەهای برای تابع این رفتار است. برش نرخ از تابعͬ وشͺسانͬ

مواد، این به ͬ شود. م کم وشͺسانͬ برش نرخ افزایش با گوجه، سس مثل شارەها برخͬ در

برش، نرخ افزایش با آب، با ذرت نشاستەی محلول برای ͬ شود. م گفته برش⁃روان شارەهای

به مربوط اطلاعات ͬ گوییم. م برش ⁃وشͺسان شارەهای مواد، این به ͬ  شود. م بیشتر وشͺسانͬ

نتیجەای که مهم، پدیدەی ͷی به جزئیات با دهید اجازه N۲است. N۱و توابع در ناهمسانگردی

بپردازیم. است شارە بودن ناهمسانگرد از

وشͺسان⁃کشسان شارش  ۳ .۱۰

پیدا نیز دیͽری نمود نانیوتنͬ رفتار تنش، رابطەی شدن خطͬ غیر بر علاوه شارەها، از برخͬ در

به سریع بسیار ولͬ ͷکوچ ضربەای قاشق ͷی با کنید سعͬ بͽیرید. نظر در را عسل ͬ کند. م
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نانیوتنͬ شارش ۱۰ ۲۶۴

ͷی که خون چپ سمت مختلف. نانیوتنͬ شارەی نمونه دو برای وشͺسانͬ تجربی رفتار ۳ .۱۰ شͺل
نشان را برش⁃وشͺسان شارەی ͷی راست سمت ͬ دهد. م نشان را است برش⁃روان نانیوتنͬ شارەی
شدەاند. انتخاب [۱۵] مرجع از ͬ ها منحن است). پلیمر شارەی ͷی که جت هواپیمای (سوخت ͬ دهد م

اینکه بدون و سرعت به ولͬ ͬ دهد م شͺل تغییر کمͬ عسل سطح ͬ افتد؟ م اتفاقͬ چه بزنید، عسل

ͷی شبیه عسل شرایط این در ͬ گردد. م باز خود اول وضعیت به شود ایجاد آن در شارشͬ هیچ

نیز کشسانͬ رفتار آنها در که عسل، حرکت شبیه شارش هایی به ͬ کند. م رفتار کشسان سامانەی

شرایط به رفتار این که است بدیهͬ ͬ شود. م گفته وشͺسان  ⁃کشسان شارش های ͬ شود، م دیده

دارای مادەای که گفت ͬ توان نم دارد. بستگͬ شده اعمال برشͬ نرخ یا تنش اندازەی و آزمایش

در ͬ کند. م رفتار وشͺسان ⁃کشسان بەصورت شارشͬ شود گفته است بهتر است، خاصیت این

شود. مطالعه خطͬ غیر یا خطͬ رژیم در ͬ تواند م وشͺسان⁃کشسان رفتار که ͬ دهیم م نشان ادامه

بͽیرید. نظر در را شد ارائه نانیوتنͬ شارەهای برای این از پیش که ریزمقیاسͬ تصویر

که شارەهایی برای ͬ شود. م نانیوتنͬ رفتار باعث مقیاس ریز ناهمسانگردی که دادیم توضیح

ناهمسانگرد این آیا ͬ شود، م ایجاد خارجͬ تنش اعمال نتیجەی در مولͺولͬ ریزمقیاس ناهمسانگردی

با شده) مچاله پلیمرهای شدن (کشیده مولͺولͬ شدن ناهمسانگرد است؟ آنͬ بەصورت شدن

پاسخ دهͬ سرعت از معیاری ،τ مولͺولͬ واهلش مشخصەی زمان ͬ دهد. م رخ مشخص سرعتͬ

γ̇−۱ یعنͬ برشͬ نیروهای مشخصەی زمان که صورتͬ در است. خارجͬ برش به مولͺول ها

اینکه فرصت مولͺول ها ،(γ̇−۱ > τ) باشد بزرگتر خیلͬ مولͺولͬ واهلش زمان با مقایسه در

زمان که باشد بزرگ آنقدر خارجͬ برش آهنگ اگر ولͬ ͬ کنند. نم پیدا را شوند ناهمسانگرد

مولͺولها ،(γ̇−۱ < τ) باشد کوچͷ تر خیلͬ مولͺولͬ واهلش زمان از مربوطه مشخصەی
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کشسانͬ خاصیت وشͺسانͬ خاصیت بر علاوه شارش ها گونه این دارند. را پاسخ دهͬ فرصت

برای لازم زمان یعنͬ آب، مولͺولهای واهلش زمان خالص، آب مورد در مثلا هستند. دارا هم را

آب مورد در پس است. ۱۰−۱۲s مرتبەی از دهد رخ مولͺولͬ درون ساختاری تغییرات اینکه

ببینیم. را کشسانͬ اثرهای کنیم، اعمال ۱۰۱۲Hz از بزرگتر فرکانس با نیروهایی اگر داریم انتظار

رفتار خوبی به ͬ شوند، م انجام بالا بسیار سرعت های با که آب شارشͬ پدیدەهای از فیلم برداری

ͬ دهند. م نشان را آب کشسانͬ

ͬ شود. م استفاده سامانه ͷی شارشͬ رفتار کردن مشخص برای De دبورا بعد بدون عدد از

به ͬ دهد م پاسخ خارجͬ نیروهای به زمان آن در سامانه که مشخصەای زمان نسبت دبورا عدد

نشان شارشͬ رفتار سیستم Ⅾe ≪ ۱ برای است. مشاهده زمان یا آزمایش مشخصەی زمان

شاهد ͬ توان م Ⅾe ∼ ۱ رژیم در است. غالب کشسانͬ رفتار سامانه Ⅾe ≫ ۱ برای ولͬ ͬ دهد م

بود. کشسانͬ یا وشͺسانͬ اثر دو هر بین رقابت

خطͬ مدل های ۱ .۳ .۱۰

خطͬ مدل هایی شده، ارايه وشͺسان⁃کشسان شارش های بررسͬ برای که مدل هایی سادەترین

اثر های تاثیر تحت شارش میدان فضایی تغییرات که ͬ شود م فرض مدل ها این در هستند.

صورت به کرد، برقرار ͬ توان م برش و تنش بین که خطͬ رابطەی ͬ ترین کل و نیستند غیرنیوتنͬ

ͬ شود: م پیشنهاد )زیر
۱ + a۱

d

dt
+ a۲

d۲

dt۲ + · · ·
)
σ =

(
b۱ + b۲

d

dt
+ b۳

d۲

dt۲ + · · ·
)
γ, (۷ .۱۰)

هستند. پدیدەشناختͬ ضرایب bn و an آن در که

پدیدەشناختͬ مدل های سادەترین از ͬͺی و بالاست رابطەی از خاصͬ حالت کلوین⁃ۇیت، مدل

در کند. توصیف سامانەها برخͬ در را وشͺسان⁃کشسان شارەهای رفتار است قادر که است

است: برقرار برش نرخ و تنش بین زیر سادەی رابطەی که ͬ شود م فرض مدل این

σ = Gγ + ηγ̇ = G (γ + τrγ̇) , (۸ .۱۰)

شارش کشسانͬ و وشͺسانͬ ترتیب به که هستند پدیدەشناختͬ ضریب دو G و η آن در که
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داده نسبت نیز کشسانͬ وشͺسانͬ، بر علاوه شارش این به ͬ دهند. م نشان را وشͺسان⁃کشسان

آنͬ بصورت که ثابتͬ خارجͬ نیروی  فرض کنید τr = η/G زمان مفهوم درک  برای ͬ شود. م

که دید ͬ توان م و σ(t) = σΘ(t) صورت این در کنیم: اعمال بالا سیستم به را ͬ شود م روشن

ͬ شود: م زیر صورت به (کرنش) برش برای بالا معادلەی جواب

γ(t) =
σ

G

(
۱ − e−t/τr

)
,

به پاسخ در سیستم تا ͬ کشد م طول که ͬ دهد م نشان را  ͬ زمان ،τr = η/G تاخیری زمان پس

دهد. شͺل تغییر خارجͬ نیروی

برش ͷی که کنید فرض ، ͬ نوسان خارجͬ نیروی به سامانه این پاسخ نحوەی بررسͬ برای

صورت این در ͬ کنیم. م اعمال آن به γ(t) =
∫
dωγ(ω)e−iωt عمومͬ بصورت نوسانͬ

مختلط پاسخ تابع اکنون بنویسیم. σ(t) =
∫
dωσ(ω)e−iωt, بصورت را تنش ͬ توانیم م

با: است برابر و ͬ شود م تعریف σ(ω) = G̃(ω)γ(ω) صورت به سامانه

G̃(ω) = G (۱ − iωτr) . (۹ .۱۰)

است. غالب کشسانͬ رفتار ωτr ≪ ۱ برای که ͬ شود م دیده بالا رابطەی از

در است. خطͬ سیستم های از خاصͬ حالت و  ساده مدل های از دیͽر ͬͺی ماکسول مدل

ͬ شود: م فرض کرنش نرخ و تنش بین زیر صورت به رابطەی ماکسول مدل

σ + τ σ̇ = ηγ̇. (۱۰ .۱۰)

به بالا معادلەی حل باشد، متناهͬ −∞ زمان  در برش نرخ اگر داد نشان سهولت به ͬ توان م

است: زیر صورت

σ(t) =
η

τ

∫ t

−∞
e−(t−t′)/τ γ̇(t′)dt′,

حداکثر تا برش نرخ قبلͬ تاریخچەی به حاضر لحظەی در تنش است. ساده بالا رابطەی تعبیر

مفید هم واهلش زمان تعبیر است. سامانه حافظه زمان τ واقع در است. وابسته قبل ثانیه τ

صورت این در کنیم. اعمال سامانه به ثابتͬ خارجͬ برش نرخ آنͬ صورت به کنید فرض است.



علͬ⁃نجفͬ⁃دانشͽاه⁃تحصیلات⁃تکمیلͬ⁃زنجان

۲۶۷ وشͺسان⁃کشسان شارش  ۳ .۱۰

است: زیر صورت به دیفرانسیل معادلەی جواب و γ̇(t) = γ̇Θ(t)

σ(t) = ηγ̇
(

۱ − e−t/τ
)
,

مطالعەی برسد. خود نهایی میزان به سیستم در تنش تا ͬ کشد م طول که است واهلشͬ زمان τ  پس

سیستم پاسخ تابع که دید ͬ توان م مورد این در است. آموزنده هم نوسانͬ نیروی به سیستم رفتار

ͬ شود: م زیر صورت به

G̃(ω) =
−iωτ

۱ − iωτ
. (۱۱ .۱۰)

ωτ ≫ ۱ حد برای و است غالب وشͺسانͬ رفتار ωτ ≪ ۱ برای که ͬ شود م دیده بالا رابطەی از

سریع آزمایش های برای پس است، واهلش زمان τ چون واقع در ͬ کند. م غلبه کشسانͬ رفتار

ͬ شود. م دیده وشͺسانͬ رفتار ͬ شوند م انجام آهستگͬ به که آزمایش هایی برای و کشسان رفتار

ساده قطعەی دو از ترکیبی براساس ͬͺانیͺم معادل سازی از بالا، مدل های بهتر درک برای

) وشͺسان قطعەی ͷی و ساده) فنر ͷی (مثلا کشسان قطعەی ͷی ͬ گیریم. م ͷکم ͬͺانیͺم

خطͬ رابطەی با کشسان قطعەی بͽیرید. نظر در را ویسͺوز) شارەی درون صلب توپ ͷی مثلا

و ͬ شود م مشخص σ̇ = Gγ̇ با معادل کاملا بصورت یا σ = Gγ بصورت جابجایی و نیرو بین

ترکیب از کل جابجایی ماکسول مدل در ͬ شود. م مشخص σ = ηγ̇ رابطەی با وشͺسان قطعەی

۱۰. ۴(بالا) شͺل در که آن چنان بنابراین، ͬ آید. م بدست قطعات به مربوط جزیی جابجایی های

کلوین⁃ویت، مدل در باشد. سیستم این شبیەساز ͬ تواند م سری مدار ͷی است، شده داده نشان

را موازی مدار ͷی ۱۰. ۴(پایین) شͺل مطابق نتیجه در ͬ آید، م بدست نیروها جمع از کل نیروی

کنیم. آن جایͽزین ͬ توانیم م

معادل سازی از که دارد وجود کلوین⁃ویت و ماکسول مدل های بین اساسͬ تفاوت ͷی

بلند بسیار زمان های در مدل ها این رفتار واقع در است. فهم قابل راحتͬ به بالا در شدە معرفͬ

و ویسͺوز شارەی ͷی بصورت ماکسول مدل طولانͬ، بسیار زمان های در است. متمایز کاملا

قابل هم حرکت معادلات از نتیجه این ͬ کنند. م رفتار کشسان فنر ͷی بصورت کلوین⁃ویت مدل

جملەی از ͬ توانیم م و است t ≫ τr ماکسول مدل در طولانͬ، خیلͬ زمان های در است. فهم

حد در و ماکسول مدل مورد در ͬ شود. م غالب کشسانͬ رفتار حد این در کنیم. صرفنظر تاخیری

ͬ کند. م غلبه شارشͬ رفتار و است کردن صرفنظر قابل واهلشͬ جملەی t≫ τ
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(تصویر ماکسول مدل  در نیرو⁃جابجایی رابطەی شبیەسازی برای ͬͺانیͺم معادل های ۴ .۱۰ شͺل
فنر ͷی موازی و سری اتصال از مدل ها این شدەاند. داده نشان پایین) (تصویر کلوین ⁃ویت مدل و بالا)
کل جابجایی ماکسول، مدل در ͬ آیند. م بدست صلب ͬͺانیͺم قطعات با ویسͺوز قسمت ͷی و کشسان
از کل نیروی کلوین ⁃ویت، مدل در و وشͺسان و کشسان عنصر دو به مربوط جابجایی ها ی تجمیع از
ندارد. نقشͬ فنر سری مدار در بزرگ، بسیار زمان های در ͬ آید. م بدست مربوطه جزیی نیروهای تجمیع
فنر غلبەی با سیستم رفتار و ندارد نقشͬ وشͺسان قطعەی طولانͬ، بسیار زمان های در و موازی مدار در

ͬ شود. م مشخص

غیرخطͬ مدل های ۲ .۳ .۱۰

تغییرات در نانیوتنͬ رفتار که بود شده فرض شدند معرفͬ پیشین قسمت در که مدل هایی در

را ͬ تری عموم حالت و گذاشته کنار را فرض این ͬ خواهیم م ندارد. نقشͬ سرعت میدان  فضایی

درون نقطەی هر در را تنش تانسور که ساختاری هستیم روابط پی در واقع بͽیریم. در نظر در

ͬ تر عموم حالت به را ۷ .۱۰ رابطەی بخواهیم اگر بدهد. سرعت میدان گرادیان حسب بر شاره

را برش نرخ و تنش تانسور با را بود رابط این در که تنش قطری غیر مولفەی دهیم، گسترش

با را d
dt زمانͬ مشتقات البته ͬ کنیم. م جایͽزین آن) متقارن (قسمت سرعت گرادیان تانسور با

بیشتر جزییات بعدی قسمت در ͬ کنیم. م جایͽزین D
Dt شاره همراه ناظر دید از زمانͬ مشتقات

که شناختͬ پدیدە ساختاری رابطەی پس ͬ کنیم. م بیان را شاره همراه ناظر دید از زمانͬ مشتق

ͬ شود: م زیر صورت به ͬ کند م برآورده را ناوردایی و تقارنͬ خواص

(۱۲ .۱۰)(
۱ + α۱

D

Dt
+ α۲

D۲

Dt۲ + · · ·
)
σ =

(
β۱ + β۲

D

Dt
+ β۳

D۲

Dt۲ + · · ·
)
Γ,

که است واضح است. برش نرخ متقارن قسمت Γ = (۱/۲)(∇u + ∇uT ) آن در که

ͬ شوند. م خطͬ غیر صورت به هم ممͺن شͺل سادەترین در بالا، صورت به ساختاری روابط



علͬ⁃نجفͬ⁃دانشͽاه⁃تحصیلات⁃تکمیلͬ⁃زنجان

۲۶۹ وشͺسان⁃کشسان شارش  ۳ .۱۰

به بعدی قسمت های تا را ͬ کند م پیروی بالا صورت به روابطͬ از که شارە ای پاسخ مطالعەی

ساده خیلͬ ریزمقیاس مدل ͷی با که ͬ دهیم م نشان بعدی قسمت های در ͬ اندازیم. م تاخیر

است.  بالا عمومͬ رابطەی از خاصͬ حالت که رسید ساختاری رابطەی به ͬ توان م

کدام هر شدند. معرفͬ غیرخطͬ) و (خطͬ ساختاری روابط زیادی تعداد بالا بحث های در

که پیچیدەای شارەی نوع و آزمایش دارند. را خود به مخصوص صحت محدودەی روابط این از

آزمایش آن تحلیل در که بود خواهند ساختاری رابطەی نوع کنندەی مشخص ͬ کنیم، م کار آن با

نوع ͬ کنند. م پیروی بالا روابط مشابه ساختاری روابط از پلیمری شارەهای بیشتر هستند. مفید

ساختاری رابطەي نوع در کننده تععین موارد از غلظتشان و آنها تقارن های موجود، پلیمر های

هستند.

شاره همراه دستگاە

موضعͬ چرخش و سرعت با و است شاره همراه که ناظری دید از تغییرات مورد در ͬ خواهیم م

خطͬ حرکت شاره همراه که ناظری دید از دادیم نشان این از پیش  کنیم. بحث ͬ کند، م حرکت آن

محاسبەی برای رابطە این ͬ شود. م محاسبه ∂t+(u ·∇) سادەی صورت به زمانͬ تغییرات دارد،

زمانͬ تغییرات محاسبەی مورد در ͬ کند. م کفایت شاره همراه ناظر دید از بردار ها زمانͬ تغییرات

ͬ شود. م افزوده بالا رابطەی به نیز دیͽری ͬ های پیچیدگ متحرک ناظر دید از ۲ مرتبەی تانسور ͷی

و Γ با را برش نرخ تانسور پادمتقارن و متقارت قسمت های که کنید توجه ابتدا منظور این برای

تعریف Ω = (۱/۲)(∇u − ∇uT ) صورت به که دوران ماتریس واقع در ͬ دهیم. م نشان Ω

  است. Ωij = ϵijkωk زاویەای سرعت بردار با ارتباط در ͬ شود م

به برش نرخ که کنید فرض ابتدا شاره، همراه ناظر دید از زمانͬ تغییرات محاسبەی برای

قسمت اثر ادامه در است. صفر آن متقارن قسمت و دارد پادمتقارن قسمت تنها که است گونەای

است ناظری اکنون که شاره همراه ناظر دید از ببینیم ͬ خواهیم م پس ͬ افزاییم. م هم را متقارن

ͬͺکوچ دوران تحت مͺان بردار که کنیم شروع واقعیت این از است. چͽونه تغییرات چرخان،

ͬ شود: م تبدیل زیر صورت به ͬ دهد، م رخ  δt زمان در که

r → r+ δtω × r = (I + δtΩ)r.
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ͬ شوند: م تبدیل زیر صورت به دوران تحت  ۲ رتبەی به تانسور  ͷی

M → (I + δtΩ)M(I + δtΩT ) = M+ δt[Ω,M] +O(δt۲),

زیر صورت به چرخش افزودن با شاره همراه ناظر دید از دوم مرتبەی تانسور هر زمانͬ مشتق پس

ͬ شود: م
D

Dt
M = (∂t + (u · ∇))M+ [Ω,M],

است. شده تعریف [Ω,M] = ΩM−MΩ صورت به ماتریس دو جابجایی آن در که

وجود که داد نشان ͬ توان م ͬ کنیم. م اضافه هم را برش نرخ در متقارن جملەی سهم اکنون

ͬ دهد: م تغییر زیر صورت به را بالا رابطەی ،Γ

D

Dt
M = (∂t + (u · ∇))M+ [Ω,M]± {Γ,M},

تانسور متقارن قسمت از ناشͬ سهم و است پادجابجاگری نماد {A,B} = AB+BA آن در که

مشخص ± علامت های با پادوردا و هموردا تانسور های مشتق زمانͬ محاسبەی در برش نرخ

شدەاند.

ریزمقیاس مدل ۴ .۱۰

ریزمقیاس ساختار  ناهمسانگردی از نانیوتنͬ شارەی ͷی رفتار که کردیم اشاره پیشین قسمت های در

ریزمقیاس سادەی بسیار مدل ͷی با چͽونه که ͬ دهیم م شرح قسمت این در ͬ شود. م نتیجه آن

پلیمری، محلول ͷی آورد. بدست را پلیمری شارەهای پدیدەشناختͬ خصوصیات از برخͬ ͬ توان م

ͷی درون پلیمر مولͺولهای رقیق، پلیمری محلول ͷی در است. نانیوتنͬ سامانە ͷی از نمونەای

نمونەهایی تخم مرغ، سفیدەی و خون نشاسته، و آب محلول شدەاند. حل آب مانند نیوتنͬ شارەی

خون گلبول های است. کلوییدی محلول ͷی خون هستند. نانیوتنͬ خواص با پیچیده شارەهای از

ͬ دهند. م شͺل تغییر خون، در شده ایجاد شارش  به پاسخ در کشسان و ناهمسانگرد ساختار با

ͷی دهید آوریم، اجازه بەدست را اطلاعات بیشترین مدل، سادەترین با ͬ خواهیم م ما که آنجا از

داریم پلیمری رقیق بسیار محلول ͷی کنید فرض کنیم. بررسͬ را شده ساده ریزمقیاس مدل
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x

r

ریز مدل ͷی از ͬ شود،  م وارد شاره به پلیمر ͷی توسط که اضافͬ تنش محاسبەی برای ۵ .۱۰ شͺل
هم به فنر ͷی با که گلولە دو بصورت پلیمر هر درونͬ ساختار مدل، این در ͬ کنیم. م استفاده ساده مقیاس

ͬ شود. م گرفته نظر در شدەاند، متصل

بین برهمͺنش های سبب به پلیمر هر ͬ شود. م مشخص ،N با حجم واحد در پلیمر ها تعداد که

ͷی متوسط بەصورت ͬ کند، م دریافت شارە مولͺولهای جانب از که تصادفͬ نیروهای و مولͺولͬ

محلول این در مجاور پلیمر ِ دو بین متوسط فاصلەی ͬ کند. م اشغال را ℓ اندازەی به ͷکوچ کرەی

بین برهمͺنش از ͬ توانیم م ،ℓ ≪ N− ۱
۳ که شرایطͬ در ͬ شود. م N− ۱

۳ با برابر تقریباً رقیق،

بر پلیمر ها جانب از که نیرویی محاسبەی برای صورت این در کنیم. صرفنظر مجاور پلیمر های

در را نهایی نتیجە ی و داده انجام تنها پلیمر ͷی برای را محاسبات کافیست ͬ شود، م وارد شاره

کنیم. ضرب پلیمر ها تعداد

اطلاعات باید ͬ شود، م وارد شاره به پلیمر ͷی طرف از که اضافͬ نیروی محاسبەی برای

به دوگلولە بصورت را پلیمر هر ،۵ .۱۰ شͺل مطابق بͽیریم. نظر در را پلیمر از بیشتری ساختاری

پلیمر ها عمل، در ͬ گیریم. م نظر در شدەاند، متصل هم به k کشسانͬ با فنری توسط که a شعاع

پلیمر ها ِ ͬ اصل خصوصیت دو ساده، مدل ِ این با ولͬ هستند دوگلولەای مدل از پیچیدەتر بسیار

طول اگر است. شده گرفته نظر در ممͺن شͺل سادەترین در آنها کشسانͬ و ناهمسانگردی یعنͬ

ما هدف .ℓ ∼ ۴a صورت: این در کنیم ، انتخاب صفر با برابر و ͷکوچ بسیار را فنر تعادلͬ

ͬ شود. م وارد شاره به پلیمر این توسط که است اضافͬ تنش  بررسͬ

کرەها این اگر صورت این در شود. مشخص u(x) میدان با شاره سرعتِ میدان کنید فرض

به کرەها طریق از کشیدەشده فنرِ ͬ شود. م کشیده آنها بین فنر کنند، حرکت مختلف راستاهای در
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کنیم. سادەتر را مساله هم باز دهید اجازه کرەها، حرکت بررسͬ برای کرد. خواهد وارد نیرو شاره

نیروی کرە،  آن محل در دقیقاً شاره سرعت به نسبت کره آن نسبی سرعتِ با متناسب کره هر به

آزمایشͽاه دستگاه به نسبت V۲ و V۱ سرعت های با که کرە دو برای ͬ شود. م وارد استوکس

داریم: ͬ کنند، م حرکت

۶πηa(V۱ − u(x)) = kr,

۶πηa(V۲ − u(x+ r)) = −kr, (۱۳ .۱۰)

بصورت را بالا روابط است. یͺدیͽر به گلوله دو واصل بردار ،r و اول گلولەی مͺان x آن در که

ͬ کنیم: م بازنویسͬ زیر

۶πηa(V۲ −V۱ − u(x+ r) + u(x)) = −۲kr, (۱۴ .۱۰)

زیر شدەی سادە بصورت نسبی مختصەی ِ ͬ تحول معادلەی ،V۲ −V۱ = d
dtr اینکه به توجه با

ͬ آید: م در 

۶πηa
d

dt
r = −۲kr+ ۶πηa(r · ∇)u(x), (۱۵ .۱۰)

آمده بەدست تیلور بسط از و کم بسیار کشیدگͬ با فنری برای بالا حرکت معادلەی که کنید دقت

در است. حرکت معادلەی این پیچیدگͬ کرد، توجه آن به باید که مهمͬ بسیار نکتەی است.

بر علاوه پلیمر که آنجا از است. شدە جفت شارە سرعت میدان با فنر، این تحولͬ معادلەی واقع

نیز را شاره مولͺول های پی درپی برخور های از ناشͬ تصادفͬ نیروی ͷی شاره، اصطͺاک نیروی

ͬ نویسیم: م زیر صورت بە تصادفͬ نیروی افزودن با را بالا حرکت معادلەی ͬ کند، م احساس

d

dt
r = − ۱

۲τ
r+ (r · ∇)u(x) + (

۱
۶πηa

)f(t), (۱۶ .۱۰)

صفر ،f(t) تصادفͬ نیروی متوسط است. سامانە مشخصەی زمان ،τ = ۶πηa/۴k آن در که

دارد: بستگͬ اصطͺاک ضریب و دما به ،۷ .۸ رابطەی مطابق آن همبستگͬ و

⟨fi(t)fj(t′)⟩ = ۲ × ۲ξkBTδijδ(t− t′),
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دو تفاضل از نصبی مختصەی به شده وارد تصادفͬ نیروی که است سبب این به ۲ اضافͬ ضریب

بعدی، قسمت های در استفاده برای و اکنون ͬ آید. م دست به مونومرها به شده وارد تصادفͬ نیروی

ͷی ،∆t که کنید فرض ͬ نویسیم. م گسسته بصورت را پلیمر ِ ͬ درون مختصات تحول معادلەی

نسبی، مختصەی ِ ͬ تصادف دیفرانسیل معادلەی گسستەسازی برای باشد. ͷکوچ بی نهایت زمان

که: ͬ دهیم م نشان ابتدا

γmi =

∫ (m+۱)∆t

m∆t
fi(t

′)dt′,

مشخص و صحیح عدد ͷی m رابطە این در است. گاوسͬ توزیع تابع با تصادفͬ عدد ͷی

کافیست اثبات، برای هستند. دکارتͬ مؤلفەهای دهندەی نشان i و گسستەسازی گام های کنندەی

دهیم: نشان و کرده استفاده ،fi(t) ِ ͬ تصادف نیروی آماری خواص از

⟨γmiγnj⟩ = ۴ξkBT∆tδmnδij .

زیر معادلەی به ،γmi =
√

۴ξkBT∆tΓmi متغیر تغییر و بالا رابطەی از استفاده با اکنون

ͬ رسیم: م

r(t+∆t) = r(t) + ∆t(− r

۲τ
+ (r · ∇)u) +

√
۴kBT
۶πηa

∆t Γt, (۱۷ .۱۰)

از انحراف مقدار و صفر متوسط دارای ،Γti تصادفͬ اعداد و Γt = (Γt۱,Γt۲,Γt۳) آن در که

ͬ آید: م بدست زیر رابطەی از آنها معیار

⟨ΓtiΓt′j⟩ = δijδtt′ .

گرفتەایم. انتگرال t+∆t تا t از ،۱۶ .۱۰ رابطەی طرفین از ،۱۷ .۱۰ رابطەی آوردن بەدست برای

کرد. خواهیم استفاده پلیمر تحولͬ معادلەی گسستەی شͺل از بعدی قسمت های در

پلیمر ها از ناشͬ تنش

دو توسط که تنها پلیمر ͷی سؤال این به پاسخ برای ͬ کنند؟ م وارد شاره به تنشͬ چه پلیمر ها

بردار با را پلیمر کشیدگͬ اگر .[۲۲ بͽیرید[۲۱، نظر در را است شده سازی مدل  فنر ͷی و گلولە
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شاره به خالصͬ نیروی پلیمر این که است واضح دهیم، نشان r یعنͬ گلوله، دو نسبی مختصات

شاره به −kr و kr اندازە ی به نیروهایی پلیمر، این مونومر های از کدام هر واقع در ͬ کند، نم وارد

ͬ شود: م داده زیر رابطەی با و نیرو دوقطبی صورت به شده وارد نیروی توزیع ͬ کنند. م وارد

f(x) = ∇ · σP = Nkr (δ(x+ r)− δ(x)) ,

زیر بصورت تنش تانسور در پلیمر ها سهم فنر، کم ͬ ها کشیدگ برای بالا رابطەی بسط با

ͬ شود: م

σP = Nkrr. (۱۸ .۱۰)

وابستگͬ درواقع دارد. بستگͬ نیز شاره سرعت میدان به پلیمر ها، از ناشͬ تنش سهم که کنید دقت

ͬ شود. م نتیجه سرعت میدان به گلولەها نسبی مͺان بردار بودن همبستە از سرعت، به پلیمر ها تنش

پلیمرها تنش تحول ِ معادلات

شاره سرعتِ میدان همبستەبودن از مسأله پیچیدگͬ بیشترین که شدەاید متوجه بالا بحث های از

نسبی بردار بودن هم بسته که ͬ دهیم م نشان قسمت این در ͬ شود. م ناشͬ پلیمر ها درونͬ تحول و

تنش تانسور برای دیفرانسیلͬ معادلات از دستەای به را ما چͽونه شاره سرعت میدان با پلیمر هر

زمان و پلیمر مͺان به سرعت میدان طریق از گلوله،  دو نسبی مͺان بردار ͬ رساند. م پلیمر ها

پس: دارد، بستگͬ

r = r(x, t).

بͽیرید: نظر در را ∆t ͷکوچ بسیار زمان برای تنش تانسور زمانͬ تحول

∆σP = σP (x+∆x, t+∆t)− σP (x, t) = ∆t

(
∂

∂t
+ u · ∇

)
σP . (۱۹ .۱۰)

زیر بصورت را تغییرات ͬ توانیم م پلیمر ها، تنش تانسور صریح شͺل از استفاده با دیͽر طرف از

کنیم: محاسبه

∆σP = Nk (rr+ rdr+ drr+ drdr)−Nk (rr) . (۲۰ .۱۰)
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ͬ رسیم: م زیر معادلە ی به ،۲۰ .۱۰ رابطەی در جانشانͬ و ،۱۷ .۱۰ معادلەی از استفاده با

∆σP = ∆tNk

(
−rr

τ
+ rr · ∇u+ r · ∇ur+

۴kBT
۶πηa

ΓtΓt

)
, (۲۱ .۱۰)

زیر رابطەی به ،۱۹ .۱۰ رابطەی با مقایسه و بالا رابطەی متوسط مقادیر محاسبەی با اکنون

ͬ رسیم: )م
∂

∂t
+ u · ∇

)
σP −σP ·∇u−∇uT ·σP = − ۱

τ

(
σP −NkBTI

)
, (۲۲ .۱۰)

از قسمتͬ تحول معادله، این است. ∇u ماتریس ترانهادەی ∇uT و واحد ماترسͬ ،I آن در که

ͬ دهد. م دست به را است شده ناشͬ پلیمر  ها از که تنش تانسور

شاره تحول معادلات

معادلات کنیم. بازنویسͬ را پلیمری شارەی توصیف برای لازم معادلات تمامͬ ͬ توانیم م اکنون

دستەی اضافͬ، تنش این تحول معادلات و پلیمر ها از ناشͬ اضافͬ تنش همراه به ناویە⁃استوکس

اجازه معادلات شدن ساده برای ͬ دهند. م تشͺیل را سامانە کنندەی توصیف اساسͬ معادلات

کنیم: تعریف زیر بصورت جدیدی تانسور دهید

Σ =
۱

NkBT
σP .

ͬ آیند: م در زیر بصورت شاره تحول اساسͬ معادلات تعریف، این )با
∂

∂t
+ u · ∇

)
u = ∇ · σ, ∇ · u = ۰,(

∂

∂t
+ u · ∇

)
Σ−Σ · ∇u−∇uT ·Σ = − ۱

τ
(Σ− I) ,(۲۳ .۱۰)

بەدست پلیمر ها به مربوط تنش و اولیه شارەی نیوتنͬ تنش سهم ترکیب از تنش، تانسور آن در که

ͬ آید: م

σ = −PI + η(∇u+∇uT ) + gΣ,

مدل ِ دارد. بستگͬ پلیمر ها چͽالͬ و محیط دمای به و ثابت عدد ͷی ،g = NkBT اینجا در
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بعدی قسمت در .[۱۳ ،۳۷] است معروف اُلدروید مدل به قسمت این در شده معرفͬ ریزمقیاس

ͬ کنیم. م بررسͬ را ͬ کند م تبعیت بالا معادلات از که پلیمری شارەی ͷی پاسخ

مدل اولدروید

تانسور هر همرفتͬ مشتق ͬ کنیم. م بازنویسͬ دیͽری صورت به را پلیمری  شارەی عمومͬ معادلات
D
DtM = (∂t+(u·∇))M−M ·∇u−∇uT ·M بصورت  را دلخواه (هموردا) دو مرتبەی

تعریف σ̄ = σ − (g − P )I بەصورت را جدیدی تنش تانسور همچنین بودیم. آورده بدست

صورت به تنش تانسور کننده تعیین ͬͺدینامی معادلەی که داد نشان ͬ توان م سهولت به ͬ کنیم. م

ͬ شود: م زیر

(
۱ + τ

D

Dt

)
σ̄ = ηe

(
۱ + τr

D

Dt

)
Γ, (۲۴ .۱۰)

واقعیت این از بالا رابطەی آوردن بدست در .τr = (η/ηe)τ و ηe = (η + τg) آن در که

۱۲ .۱۰ عمومͬ رابطەی با ساختاری رابطەی این تشابه به . DDtI = −Γ که: است شده استفاده

کنید توجه اینجا است. قبلͬ عمومͬ رابطەی از خاصͬ حالت بالا، رابطەی واقع در کنید. توجه

است. سامانه موثر وشͺسانͬ ηe که داد خواهیم نشان ادامه در است. تاخیری زمان τr که

هیچ ،( τ = ۰ ) نداریم کشسانͬ که حالتͬ در دارد. سادەای تعبیر بالا ͬͺدینامی معادلەی

σ̄ = ηΓصورت به را نیوتنͬ شارەهای سادەی رابطەی نتیجه در و ( τr → ۰ ) نداریم هم تاخیری

مدل اطلاعات عملا بالا رابطەی است، صفر تاخیری زمان کنیم فرض اگر ͬ آوریم.  م بدست

بود، σe/G ∼ γ صورت به تنش کشسانͬ قسمت چون دارد. را کلوین ⁃ویت پدیدەشناختͬ

متناسب σv/η ∼ γ̇ بصورت برش نرخ با هم تنش ویسͺوز قسمت و σ̇e/G ∼ γ̇ نتیجه: در

یعنͬ است، سهم دو این مجموع کل، برش نرخ که ͬ شود م فرض کلوین ⁃ویت مدل در است.

پدیدەشناختͬ مدل همان صفر، تاخیر حالت در اولدروید مدل واقع، در .(۱ + η
G
d
dt)σ = ηγ̇

مشتق با شده نوشته شاره جز هر برای که زمانͬ مشتق های که تذکر این با است کلوین⁃ویت

است. شده جایͽزین همرفتͬ



علͬ⁃نجفͬ⁃دانشͽاه⁃تحصیلات⁃تکمیلͬ⁃زنجان
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پلیمری شارەی رئولوژی ۵ .۱۰

خارجͬ نیرو های به پاسخͬ چه ͬ شود، م توصیف بالا تحول معادلات با که پلیمری شارەی

ͷی است. آن به برشͬ شارش ͷی اعمال موضوع، این بررسͬ برای ساده راە˼ ͷی ͬ دهد؟ م

بͽیرید: نظر در را زیر صورت بە ساده برشͬ شارش

u = (γ̇y, ۰, ۰),

به وابسته برش  نرخ و ثابت برش̞ نرخ حالت ِ دو در دهید اجازه است. برش نرخ ،γ̇ آن در که

کنیم. بررسͬ را مسأله زمان،

پایا برشͬ شارش

است. x̂ راستای در شده اعمال برشͬ جریان باشد. ثابت عدد ͷی ،γ̇ برش ِ نرخ که کنید فرض

میدان تقارنِ به توجه با کنیم. بررسͬ را شارش این به پلیمری شارەی ͷی پاسخ ͬ خواهیم م

برای تنش ِ ͬ تحول معادلات حل با ͬ کنیم. م بررسͬ (x − y) صفحەی در را مسأله سرعت،

حالت به مسأله پس ندارد، بستگͬ زمان به برش نرخ که آنجا از ͬ یابیم. م را Σ تانسور پلیمر ها، 

بͽیریم: نظر در زیر بصورت را پلیمر ها تنش تانسور عناصر دهید اجازە ͬ رسد. م پایا

Σ =

(
Σxx Σxy
Σxy Σyy

)
. (۲۵ .۱۰)

داریم: برشͬ سرعت میدان برای دیͽر طرف از

∇u =

(
۰ ۰
γ̇ ۰

)
. ∇uT =

(
۰ γ̇
۰ ۰

)
. (۲۶ .۱۰)

ͬ رسیم: م زیر رابطە ی به ،(۲۳ .۱۰ از آخر معادلەی ) Σ تحولͬ معادلەی در روابط این دادن قرار با

γ̇

(
۲Σxy Σyy
Σyy ۰

)
=

۱
τ

(
Σxx − ۱ Σxy
Σxy Σyy − ۱

)
. (۲۷ .۱۰)

ͬ آیند: م بەدست زیر صورت به پلیمر ها تنش تانسور عناصر بالا، معادلات حل با

Σxx = ۱ + ۲γ̇۲τ ۲, Σxy = γ̇τ, Σyy = ۱.
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کلͬ تنش ِ تانسور نهایی شͺل ͬ توانیم م سرعت، میدان و پلیمر ها تنش داشتن دست در با اکنون

آوریم: بەدست را

σ =

(
−P ηγ̇
ηγ̇ −P

)
+ g

(
۱ + ۲γ̇۲τ ۲ γ̇τ

γ̇τ ۱

)
. (۲۸ .۱۰)

تنش، تانسور قطری غیر عناصر در پلیمر ها اثر است. نهفته رابطه این در مهم بسیار نتیجەی دو

بصورت را قطری غیر عناصر اگر واقع در است. برش نرخ با متناسب اضافͬ جملەی ͷی بصورت

داریم: بͽیریم، نظر در برش نرخ ضرب در مؤثر وشͺسانͬ ͷی

ηe = η + gτ = η(۱ + ϵ).

برابر وشͺسانͬ نسبی افزایش است. وشͺسان تر مؤثر بەصورت است، پلیمر ها حاوی که شارەای

از که است مهمͬ اثر دومین شاره، شدن ناهمسانگرد است. ϵ = (۳/۴)πNkBTa/k با

داریم: آمده بەدست تنش برای ͬ آید. م دست به تنش رابطەی

N۱ = σxx − σyy = ۲gγ̇۲τ ۲.

قسمت در که دارد دنبال به را وایزنبرگ اثر ناهمسانگردی، این که دیدیم پیشین بخش های در

ͬ کنیم. م بررسͬ آنرا بعدی

تناوبی ِ ͬ برش شارش

حالت این در کنیم. بررسͬ را تناوبی ِ ͬ برش شارش ͷی به پلیمری شارەی پاسخ دهید اجازە اکنون

دامنە ترتیب به ω و a اینجا در دارد. بستگͬ زمان به ،γ̇(t) = aω cosωt بەصورت برش نرخ

زیر بەصورت پلیمر ها تنش تحولͬ معادلەی ͬ کنند. م مشخص را شاره نوسانͬ حرکت فرکانس و

است:

∂

∂t

(
Σxx Σxy
Σxy Σyy

)
− γ̇(t)

(
۲Σxy Σyy
Σyy ۰

)
= − ۱

τ

(
Σxx − ۱ Σxy
Σxy Σyy − ۱

)
,

ͬ رسیم: م زیر دیفرانسیل معادلات به بالا، ماتریسͬ معادلەی مختلف ِ مؤلفەهای بررسͬ با

∂

∂t
Σxy − γ̇Σyy = − ۱

τ
Σxy
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∂

∂t
Σyy = − ۱

τ
(Σyy − ۱), (۲۹ .۱۰)

به اول دیفرانسیل معادلەی حل با است. Σyy = ۱ بصورت دوم معادلەی پایای حالت جواب

رسیم: مͬ زیر نتیجەی

Σxy =
aωτ

۱ + ω۲τ ۲

(
cosωt+ ωτ sinωt− e−t/τ

)
,

با اکنون ͬ رسد. م صفر به نمایی بصورت آخر جملەی ،(t≫ τ ) بزرگ بسیار زمانهای برای که

ͬ رسیم: م زیر نتیجەی به تنش، تانسور در بالا نتایج دادن قرار

σxy =

(
η +

gτ

۱ + ω۲τ ۲

)
γ̇(t) +

gω۲τ ۲

۱ + ω۲τ ۲ γ(t),

و این از پیش  که را پاسخ تابع موهومͬ و حقیقͬ قسمت های ͬ توانیم م رابطه، این از استفاده با

بنویسیم: زیر بصورت را بودند شدە معرفͬ ؟؟) (رابطەی کلوین⁃ۇیت مدل بحث در

G̃r =
gω۲τ ۲

۱ + ω۲τ ۲ , G̃i = ηω +
gωτ

۱ + ω۲τ ۲ .

سادەی مدل طریق از ریزمقیاس جزئیات به آن ارتباط که است مشخصەای زمان ،τ واقع در

است ساده بسیار قسمت، این در شده ارائه مدل گرچه است. شده داده پلیمر ها برای دوگلولەای

توصیف ارائەی دارد. فراوانͬ موفقیت های ولͬ ͬ گیرد، نم دʿربʿر را ریزمقیاس جزئیات بیشتر و

مدل این موفقیت های از شاره، شدن ناهمسانگرد و ͬ ⁃کشسانͬ وشͺسان خواص برای ریزمقیاس

است.

وایزنبرگ اثر ۶ .۱۰

شاره صعود نانیوتنͬ، درشارەهای عمودی تنش های نبودن برابر از ناشͬ اثرهای مهم ترین از ͬͺی

 ͷی است[۴۸]. شده مشاهده وایزنبرگ توسط بار اولین اثر این است. چرخان میلەی ͷی کنار از

ͬ اکریل آمید) پل (مثل نانیوتنͬ شارەی ͷی درون نیمه تا که بͽیرید نظر در را شͺل استوانەای میلەی

به شروع میله همراه نیز شاره ͬ چرخانیم. م آن طولͬ محور حول را میله اکنون است. فرورفته

چرخش جهت از کاملا ً اثر این ͬ کند. م صعود بالا سمت به میله طولͬ راستای در و کرده چرخیدن



علͬ⁃نجفͬ⁃دانشͽاه⁃تحصیلات⁃تکمیلͬ⁃زنجان

نانیوتنͬ شارش ۱۰ ۲۸۰

rh(r)

r

sW
qq s

s
qq

s

rr

rr

بی نهایت حجمͬ عنصر ͷی مقطع  نانیوتنͬ. شارەی ͷی درون چرخان میلەی ͷی هندسەی ۶ .۱۰ شͺل
است. شده داده نشان آن بر وارد نیرو های همراه به شاره از ͷکوچ

برای آورید. بەیاد را شد ارائه اویلری شارەهای بخش در که چرخان سطل مثال است. مستقل میله

دیوارەهای سمت به و شده دور چرخش مرکز از شارە و ͬ دهد م رخ معکوس اثر نیوتنͬ شارەهای

و میله اطراف شارەی نزول با نیوتنͬ، شارەی درون چرخان میلەی آزمایش ͬ شود. م کشیده ظرف

ͬ شود. م همراه ظرف دیوارەی از آن سعود

شاره میله، چرخش با کنید. توجه ۶ .۱۰ شͺل به پدیده این از کیفͬ توصیف ͷی ارائەی برای

مختصات در شارش میدان رسید، پایا حالت به سامانه که مدتͬ از بعد ͬ چرخد. م آن همراه نیز

ͬ آید: در م زیر صورت به استوانەای

u(r) = u(r)θ̂.

ͬ خواهیم م ندارد. میله محور راستای در مؤلفەای شاره سرعت میدان پایا،  حالت در که کنید دقت

شاره حرکت معادلات منظور این برای آوریم. بەدست میله مجاورت در را شاره آزاد سطح شͺل

ͬ دهد. م نشان را شاره حجم ͷکوچ بی نهایت عنصر ͷی مقطع ،۶ .۱۰ شͺل ͬ کنیم. م بررسͬ را

برابر را قاچ زاویەی است. dz ارتفاع به شͺل استوانە پوستەی ͷی از قاچͬ حجم، عنصر این

عنصر این  وجوه بر وارد نیروهای دهید اجازه بͽیرید. نظر در dr با برابر آن را ضخامت و dθ با

منظور این برای استوانەای دستگاه از استفاده بنویسیم. تنش تانسور مؤلفەهای حسب بر را حجم
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از: عبارتند ،ẑ و r̂ راستاهای در حجم عنصر این بر وارد کل نیروی مؤلفەهای است . مناسب

fr = [(r + dr)σrr(r + dr)dθdz − rσrr(r)dθdz − σθθdrdθdz]

=
dv

r
[
∂

∂r
(rσrr)− σθθ],

fz = dv[−ρg + ∂

∂z
σzz], (۳۰ .۱۰)

عمودی مؤلفەهای اکنون است. استوانەای پوستەی حجم اندازەی ،dv = rdrdθdz آن در که

مسأله، هندسەی بنابر ͬ کنیم. م N۲بازنویسͬ N۱و پدیدەشناختͬ ضرائب برحسب را تنش تانسور

آزمایش هندسەی با مسأله این هندسەی مقایسەی از است. شده اعمال θ̂ راستای در برشͬ نیروی

انجام را زیر جانشانͬ ͬ توانیم م بود، شدە تعریف موازی صفحەی دو با این از پیش که برشͬ تنش

دهیم:

N۱ = σθθ − σrr, N۲ = σrr − σzz. (۳۱ .۱۰)

در عمودی تنش هستند. حرکت در هم به نسبت استوانەای پوستەی جانبی صفحەی دو اینجا در

بنابراین: ͬ دهیم، م نشان −P با را z راستای

σzz = −P, σrr = N۲ − P, σθθ = (N۱ +N۲)− P. (۳۲ .۱۰)

N۲ و N۱ ،P متغیر های برحسب را تنش تانسور عمودی مؤلفەهای تمامͬ روابط، این در

عنصر ͷی حرکت معادلەی پایا، شرایط در شاره حرکت بررسͬ برای اکنون کر دەایم. بازنویسͬ

ͬ نویسیم: م زیر بەصورت را شاره ͷکوچ بی نهایت

dvρ(u · ∇)u = f , (۳۳ .۱۰)

میدان کردن جایͽزین با است. آن بر وارد نیروی f = frr̂ + fz ẑ و شاره چͽالͬ ρ آن در که

داریم: چرخان شارەی سرعت

(u · ∇)u = −۱
r
u۲(r)r̂ = −rΩ۲(r)r̂,
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از فاصله به زاویەای سرعت این ͬ چرخد. م Ω زاویەای سرعت با شاره کردەایم، فرض  آن در که

داریم: شاره، حرکت معادلەی در بالا اطلاعات دادن قرار با پس دارد. بستگͬ چرخش مرکز

−ρrΩ۲(r) = (۱/r)
∂

∂r
(rN۲)−

∂

∂r
P − (N۱ +N۲)/r,

۰ = −ρg − ∂

∂z
P. (۳۴ .۱۰)

بنابراین است. ثابت و هوا فشار با برابر هوا)، و شاره مشترک (مرز شاره آزاد سطح در فشار

دیفرانسیلͬ تغییرات محاسبەی با بنابراین ،P (r, z) = P۰ داریم: مشترک مرز روی درست

داریم: آزاد سطح روی فشار

dP =
∂

∂r
Pdr +

∂

∂z
Pdh = ۰. (۳۵ .۱۰)

ͬ آید: م بدست زیر معادلەی از مشترک مرز شͺل نتیجه در

dh

dr
= −(

∂

∂r
P )/(

∂

∂z
P ). (۳۶ .۱۰)

ͬ آید: م بەدست زیر بەصورت مایع  آزاد سطح شͺل ،۳۴ .۱۰ معادلە از استفاده با

ρg
dh

dr
= ρrΩ۲(r) + (۱/r)[

∂

∂r
(rN۲)−N۱ −N۲]. (۳۷ .۱۰)

برای است. مطالعه قابل رابطە این از خاصͬ حالت بەعنوان نیوتنͬ شارەهای آزاد سطح شͺل

چرخش نیوتنͬ، شارەهای برای بنابراین . ddrh(r) > ۰ پس ،N۱ = N۲ = ۰ نیوتنͬ شارەهای

بررسͬ دقت به اویلری شارەهای فصل در حالت این ͬ شود. م میلە از شاره شدن دور باعث میله

تنش های برای مشخصͬ مدل باید ، ͬ نانیوتن شارەهای آزاد سطح شͺل بررسͬ برای  است. شده

هستند. (γ̇) برش نرخ از خطͬ غیر توابعͬ نانیوتنͬ، شارەهای برای برشͬ تنش کنیم. ارائه عمودی

ͬ دهیم: م بسط برش نرخ حسب بر زیر بەصورت را برشͬ تنش های باشد، ͷکوچ برش نرخ اگر

N۱(γ̇) = αγ̇۲ +O(γ̇)۳, N۲(γ̇) = βγ̇۲ +O(γ̇)۳. (۳۸ .۱۰)

این در بماند. پایسته ͬ دهد م شاره به چرخان میلەی که ͬ ای دوران تکانەی که کنید فرض حالا
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بصورت نقطه هر در شاره زاویەای سرعت بͽیریم، نظر در r۰ با برابر را میله شعاع اگر صورت

چرخش سرعت رابطە این مطابق است. میله چرخش سرعت ،Ω۰ آن در که ͬ شود م Ω = Ω۰
r۲

۰
r۲

است. شده داده چرخش محور تا فاصلە از تابعͬ عنوان به شارە

کنید توجه سوال این به پاسخ برای دارد؟ چرخش محور از فاصله با ارتباطͬ چه برش نرخ

است. ∇ = r̂∂r + θ̂(۱/r)∂θ صورت به گرادیان عملͽر شͺل استوانەای مختصات در که

داریم: حاضر مسألەی سرعت میدان برای

∇u+ [∇u]T = (r̂θ̂ + θ̂r̂)(r∂r(u/r)),

.γ̇ = r dΩdr ͬ دهد: م نتیجه که

ͬ شود: م داده زیر عبارت  با شارە آزاد سطح شͺل اطلاعات، این تمام گرفتن نظر در با

h(r) = h(r۰) +
Ω۲

۰r
۴
۰

g
[

۱
۲
(

۱
r۲

۰
− ۱
r۲ ) +

۴(α+ ۴β)
ρ

(
۱
r۴

۰
− ۱
r۴ )]. (۳۹ .۱۰)

مجاورت در آنرا شیب چرخان، میلەی مجاورت در شاره بودن نزولͬ یا صعودی تشخیص برای

قرار میله، مجاورت در شاره) آزاد (سطح منحنͬ شیب علامت ِ تعیین برای ͬ کنیم. م تعیین میله

ͬ آوریم: م بدست ͷکوچ ϵ برای و r = r۰(۱ + ϵ) ͬ دهیم: م

h(r) = h(r۰) +
Ω۲

۰r
۲
۰

g

(
ϵ− ۱۶

(α+ ۴β)
ρr۲

۰
ϵ

)
. (۴۰ .۱۰)

داخل دوم جملەی است. نیوتنͬ اثرهای از ناشͬ و مثبت شیب دارای پرانتز داخل اول جملەی

دارد تمایل شاره ͬ کند. م توصیف را وایزنبرگ اثر و منفͬ شیب دارد، نیوتنͬ غیر منشأ که پرانتز

نانیوتنͬ اثرهای ،۱۶ (α+۴β)
ρr۲

۰
> ۱ حالت برای کند. صعود کمͬ و رفته چرخان میلەی سمت به

ͬ کند. م صعود میله از شاره و است غالب
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نانیوتنͬ شارش ۱۰ ۲۸۴

پرسش ها

نظر در را ͬ شود م توصیف کلوین⁃ویت مدل با که وشͺسان ⁃کشسان سامانەی ͷی ۱ .۱۰

ͬ کنیم: م اعمال زیر بەصورت برش ͷی سامانە این به بͽیرید.

γ(t) =

{
۰ t < t۰

γ۰ t > t۰,

آن مورد در و آورده بەدست را سامانه این پاسخ است. برش اعمال لحظەی t۰ آن در که

کنید. بحث

آورید. بەست را G آنجا از و کنید برآورد را آب مولͺول های واهلش زمان بزرگͬ مرتبەی ۲ .۱۰

kBT مرتبەی از کشسانͬ انرژی با و ۱µm طول به پلیمر هایی از رقیق پلیمری شارەی ͷی ۳ .۱۰

کنید. برآورد را مجموعه این مؤثر وشͺسانͬ است. شده تشͺیل شدەاند، حل آب در که

بەدست را بالا مسألەی در شده معرفͬ برش نرخ به اُلدروید نیوتنͬ شارەی ͷی پاسخ ۴ .۱۰

آورید.



علͬ⁃نجفͬ⁃دانشͽاه⁃تحصیلات⁃تکمیلͬ⁃زنجان

۱۱
متلاطم شارش

خصوصیات از برخͬ معرفͬ با فصل این در است[۲۶]. لایەای شارش مقابل نقطەی متلاطم شارش 

شارشͬ سامانەی ͷی در شویم. موضوع وارد  ͬ پدیدەشناخت بصورت ͬ کنیم م سعͬ متلاطم شارش

رینولدز اعداد در و نهایت در که ͬ شود م متوالͬ ناپایداری های دچار شارش رینولدز، عدد افزایش با

مثال  با است. تلاطم اصلͬ دلیل سامانه بودن خطͬ غیر ͬ شود. م حاصل تلاطم بزرگ، بسیار

رسید ͬ توان م وضعیتͬ به متوالͬ ناپایداری های پی  در خطͬ غیر سامانەهای در که ͬ دهیم م نشان

است. متلاطم رفتار از دیͽری نمود آشوبناک رفتار این ͬ شود. م آشوبناک سامانه نقطه آن در که

ͬ کنیم.  م بحث کمͬ کلموگرف نظریەی مورد در فصل این انتهای در

مقدمه ۱ .۱۱

از بیشتر تلاطم، است. ͷکلاسی ͷفیزی نشدەی حل مسائل انگشت شمار از ͬͺی تلاطم موضوع

محسوب آماری ͷانیͺم شاخەی از مهم عضوی باشد، شارەها ͷانیͺم شاخەی در موضوعͬ آنکه

ͬ دهد. م بروز خود از متلاطم شارش که است پیچیدەای بسیار آماری رفتار دلیل به این ͬ شود. م

ͬ کنند. م متلاطم را سامانه که است ͬͺفیزی سازوکارهای فهمیدن شاخه این در اصلͬ هدف
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متلاطم شارش ۱۱ ۲۸۶

رفتار و طرف ͷی از متلاطم شارش̞ مختلفِ نقاط˼ بین نسبی سرعت در شدید خیزهای افت و

،ͷفیزی از شاخە این است. ساخته را ͷفیزی از غنͬ شاخەای متلاطم، سامانەی در مقیاس بدون

آنها از ͬ توان م ͷفیزی مختلف جاهای در که است شده متنوعͬ بسیار ریاضͬ نظریەهای مولد

سامانەهای در آشوب پیوسته، فازهای گذار موضوع بحرانͬ، پدیدەهای ͷفیزی گرفت. سراغ

اشاره آنها به ͬ توان م که هستند مهمͬ مثال های از خودسامان یافته بحرانͬ پدیدەهای و ͬͺدینامی

کرد.

تلاطم، مطالعەی و است تعادل از دور بسیار ͬͺفیزی سامانەی ͷی از نمونەای متلاطم، شارەی

با که ͬ دهیم م نشان فصل این در است. تعادل از دور بسیار سامانەهای دریافت برای دریچەای

سامانه به آزادی درجەی ͷی ͬ دهد، م رخ سامانه در که ناپایداری هر پی در و رینولدز عدد افزایش

از دور آنها همەی که است زیادی بسیار آزادی درجات دارای متلاطم سامانەی ͬ شود. م اضافه

گیبز ͬͺکلاسی نظریەی توسط و آماری ͷانیͺم با تعادلͬ سامانەهای که سال هاست تعادل اند.

نظریەی نیستند، دور تعادل از خیلͬ که هم تعادلͬ غیر سامانەهای مورد در البتە اند. شده توصیف

سامانەهای توصیف برای ͬ دهد. م دست به اتفاقات از درستͬ تصویر خطͬ پاسخ روابط و انزاگر

جامدات تا گرفته شارەها از ͷفیزی مختلف شاخەهای در واقعͬ مثال های که تعادل از دور بسیار

ندارد. وجود کاملͬ نظریەی هنوز دارد،

کلموگرف نظریەی به و قدیمͬ بسیار تلاطم موضوع در گرفته صورت پیشرفت های مهم ترین

پاسخͽوست را تلاطم سامانەی اتفاقات از بخشͬ تنها کلموگرف نظریەی ͬ گردد. م باز ۱۹۴۱ سال در

کادانوف بازبهنجارش گروه نظریەی با کنیم مقایسه ͬ توانیم م نظریەهاست. مهم ترین از هنوز ولͬ

موضوع از قبولͬ قابل فهم ولͬ است کلموگرف نظریەی از جدید تر خیلͬ که بحرانͬ پدیدەهای در

ͬ توان نم هنوز آن، بودن قدیمͬ ͬ رغم عل تلاطم، مورد در ͬ کند. م ارائه پیوسته فاز گذار ͬ شدن بحران

سامانەی اتفاقات از شایستەای توصیف تا دارد وجود کادانوف ایدەی مانند نظریەای که کرد ادعا

کند. ارائه متلاطم

تقارن دارای است، شارش رفتار کنندەی توصیف که ناویە⁃استوکس غیرخطͬ معادلەی

مسألەی هر در مناسب مقیاس بندی با که داد نشان ͬ توان م سهولت به است. مهمͬ بسیار مقیاس

بˀعد بدون عدد آن، کنندەی کنترل ͬͺفیزی پارامتر تنها که ͬ آید م دست به معادلەای شارش، نوعͬ

زمان، از مستقل مرزی شرایط برای و (۱ از (کمتر کم رینولدز عدد شرایط در است. رینولدز
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۲۸۷ لایەای غیر و لایەای شارش ۲ .۱۱

رفتار و ͬ شود م ناپایدار پایا جواب رینولدز، عدد افزایش با است. پایا جوابی دارای شارش میدان

رفتار که فرکانس هایی تعداد رینولدز، عدد بیشتر افزایش با ͬ شود. م دیده جواب ها در نوسانͬ

از نوعͬ صورت (به بزرگ خیلͬ رینولدز عدد برای ͬ شود. م بیشتر ͬ کنند م تولید را شارش نوسانͬ

حرکت های برهم نهͬ باید ͬ الاصول عل که شارش سامانه، بودن خطͬ غیر سبب به ،(۱۰۴ مرتبەی

آشوبناک، رفتار این بروز ͬ کند. م پیدا آشوبناک رفتاری باشد، مجاز فرکانس های تمامͬ با نوسانͬ

بین از سرعت میدان بودن لایەای شرایط، این در دارد. پی در را شارش میدان شدن متلاطم

ͬ شود. م ایجاد شارش در شدید افت وخیزهای و ͬ رود م

واحد بر انرژی اتلاف نرخ شدن متناهͬ دیͽری و ۲
۳ قانون ͬͺی مهم، پدیدەی دو تجربی نظر از

متوسط متلاطم، کاملا شارش ͷی درون هستند. تلاطم اصلͬ مشخصات ،η → ∞ حد در جرم

⟨(δu(R) · R̂)۲⟩ ∼ R
۲
۳ بصورت یͺدیͽر از R فاصلەی به نقطە دو سرعت اختلاف دوم توان

مطالعەی و مختلف نقاط در سرعت  مولفەهای مستقیم اندازەگیری با موضوع این ͬ کند. م رفتار

مهم پدیدەی دومین درک برای است. موسوم ۲
۳ قانون به و است بررسͬ قابل آنها بین همبستگͬ

واحد بر انرژی اتلاف نرخ و درگ ضریب بین که سادەای رابطەی از ͬ توانیم م تلاطم با  مرتبط

در که دلخواه شارش ͷی در جرم واحد بر انرژی اتلاف نرخ کنیم. استفاده دارد وجود جرم

ϵ = ۱
۲CⅮ

V ۳

L بصورت  مجموعه آن درگ ضریب به دارد جریان موانع از مجموعەای حضور

بصورت است. شارش مشخصەی سرعت V و موانع خطͬ اندازەی L آن در که دارد بستگͬ

کمتر کمͬ متناهͬ، عدد ͷی به درگ ضریب ،Re → ∞ حد در که است شده معلوم تجربی

شده تشͺیل موانع این پشت که متلاطم شارش ͷی در صورت این در ͬ شود. م همͽرا ،ͷی از

در ویسͺوزیته کاهش با و ورودی سرعت های و هندسͬ پارامتر های داشتن نگاه ثابت با است،

نظریەی هر ͬ شود. م η از مستقل و ثابت عددی جرم واحد بر انرژی اتلاف نرخ ،η → ۰ حد

باشد. پاسخͽو بخوبی را تجربی واقعیت دو این باید ͬ کند م توصیف را متلاطم شارش که موفق

لایەای غیر و لایەای شارش ۲ .۱۱

و چای رنگدانەهای پخش کنیم. شروع آب در جوهر پخش مسألەی با را بحث دهید اجازه

پیشین فصل های در دارند. جوهر پخش با مشابه ͬͺفیزی کم وبیش هم آب در شͺر مولͺول های
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متلاطم شارش ۱۱ ۲۸۸

آشنا ͬ دهد م انجام رنگ سازندەی کلوئید هر که تصادفͬ گشت با آن ارتباط و پخش پدیدەی با

تا ͬ کنند م پیدا جریان چͽال کمتر نقاط به بیشتر چͽالͬ با نقاطͬ از کلوئیدها واقع در شدیم.

داده نشان ،D پخش ضریب با پخش فرآیند سرعت برسد. تعادل و یͺنواخت چͽالͬ به سامانه

ضریب ͬ شوند، م پخش آب در که a ∼ ۱۰−۸ⅿ حدودی اندازەی با مولͺول هایی برای ͬ شود. م

مولͺول ها این اینکه برای پس ͬ شود. Dم ∼ kBT/(۶πηa) ∼ ۱۰−۱۰ⅿ۲/s مرتبەی از پخش

در کنیم. صبر t ∼ l۲

D ∼ ۱۰۶s اندازەی به زمانͬ باید شوند، پخش ۱ⅽⅿ اندازەی به ناحیەای در

هم را آن قاشق با و ͬ کنیم نم اکتفا پخش پدیدەی به آب، در شͺر یا چای شدن پخش برای عمل

شارش که ͬ بینیم م سهولت به بͽیریم، L ∼ ۱ⅽⅿ مرتبەی از را قاشق نوعͬ اندازەی اگر ͬ زنیم. م

از ما این صورت در است. Re ∼ ۱۰۲ − ۱۰۳ مرتبەی از بزرگͬ رینولدز عدد دارای شده ایجاد

شود. همͽن محلول سرعت به تا ͬ کنیم م استفاده شده ایجاد لایەای غیر و متلاطم جریان

دسترس از دور چیزی متلاطم، شارش است. تلاطم برای مثال سادەترین بالا، مسألەی

آیا هستند. متلاطم و لایەای غیر داریم سروکار آنها با روزمره که شارش هایی از بسیاری نیست.

ببرید؟ نام ͬ توانید م را تلاطم پدیدەی از دیͽری مثال های

تلاطم مشاهدەی برای رینولدز توسط که است اولیەای آزمایش های از تصویری ،۱ .۱۱ شͺل

سرعت های در و لایەای کم سرعت های در لوله ͷی درون جریان است. شده انجام شارەها در

لایەای، شارش برای ͬ شود. م تزریق رنگ آهستگͬ به لوله، درون شارش به ͬ شود. م متلاطم زیاد

لوله درون شارشͬ میدان خطوط از ͬͺی با انطباق که ͬ شود م دیده رنگ از صاف تقریبا خط ͷی

ͬ شود. م پخش لوله نقاط تمام در سرعت به رنگ متلاطم، حالت برای که صورتͬ در دارد.

ناویە⁃استوکس معادلەی در مقیاس  تقارن ۳ .۱۱

مشخص رینولدز عدد توسط تلاطم آستانەی چرا دهیم نشان دهید اجازه بحث ادامەی از پیش

V مشخصەی سرعت ͷی و L مشخصەی طول ͷی توسط شارش نوعͬ مسألەی هر ͬ شود. م

و زمان ها طول ها، تمام ͬ شود. م تزریق سامانه به انرژی آن در که است طولͬ L ͬ شود. م بیان

صورت: به را سرعت ها

r̄ =
r

L
, t̄ =

t

L/V
, ū =

u

V
,
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۲۸۹ ناویە⁃استوکس معادلەی در مقیاس  تقارن ۳ .۱۱

این (پایین) بالای قسمت در (متلاطم) آرام و لایەای شارش ͷی به رنگ تزریق نتیجەی ۱ .۱۱ شͺل
ͬ شود. م مخلوط شاره با سرعت به رنگ متلاطم شارش در است. شده داده نشان شͺل

شود:  زیر صورت به استوکس ناویه معادلەی تا ͬ کنیم م بˀعد بدون

Re

(
∂

∂t̄
+ (ū · ∂

∂r̄
)ū)

)
= − ∂۲

∂r̄۲ ū− ∂

∂r̄
P̄ , (۱ .۱۱)

مفهوم مورد در دارد. را خود پیشین تعریف همان ،Re = ρLV/η رینولدز عدد آن در که

نتیجەی ͷی به ͬ خواهیم م اینجا کردەایم. صحبت پیشین فصل های در رینولدز عدد شهودی

وضوح به ناویە⁃استوکس معادلەی مقیاس  تقارن بپردازیم. ͬ شود م گرفته بالا رابطەی از که مهم

،۲ .۱۱ شͺل در ͬ کند. م مشخص را شارش نوع که است رینولدز عدد تنها که ͬ دهد م نشان

سرعت های با نیز پیستون و دارند متفاوتͬ طولͬ مقیاس های که ͬ بینید م را متفاوت سرنگ دو

را نسبت ها است. روغن حاوی دیͽری و آب حاوی سرنگ ها از ͬͺی ͬ کند. م حرکت متفاوتͬ

شͺل داریم انتظار صورت این در باشد. یͺسان دو هر در رینولدز عدد که کردەایم انتخاب طوری

آزمایش های و ͬ شود م استفاده تقارن این از مهندسͬ در باشد. یͺسان دو هر در شارشͬ میدان

باد، تونل آزمایش برای مثلا ͬ کنند. م شبیەسازی مقیاس ͷکوچ آزمایش های با را مقیاس بزرگ

آزمایش ها هزینەی موضوع این ͬ شود. م استفاده ͷکوچ مقیاس های در آن شدەی شبیەسازی از
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شاره. ͷانیͺم مسایل در مقیاس تقارن ۲ .۱۱ شͺل

ͬ دهد. م کاهش را

بلند بسیار استوانەی اطراف شارش ۴ .۱۱

مسألەی ͷی به کنیم، بررسͬ مختلف رینولدز اعداد برای را شارش عمومͬ خواص آنکه از پیش

(L≫ R)R مقطع شعاع Lو طول به بلند بسیار و صلب استوانەای ͬ پردازیم. م مهم ولͬ خاص

در و V با برابر خارجͬ جریان دارد. قرار یͺنواخت خارجͬ جریان ͷی در که بͽیرید نظر در را

داده Re = ρLV
η بەصورت رینولدز عدد مسألە این برای است. استوانه محور بر عمود راستای

مختلف رینولدز اعداد در مسأله این جریان خطوط از کیفͬ تصویری ،۳ .۱۱ شͺل در ͬ شود. م

هستند. هموار بسیار جریان خطوط و پایا جریان کم، بسیار رینولدز اعداد در است. شده رسم

بەدست جریان خطوط با مطابق حد، کاملا این در جریان خطوط برای شده مشاهده تجربی رفتار

متفاوت وضعیت رینولدز، عدد افزایش با هستند. (Re → ۰) استوکس معادلەی حل از آمده

خطوط راست⁃چپ تقارن گردابەها این ͬ شوند. م ظاهر استوانه پشت گردابەهایی ͬ شود. م

رینولدز عدد بیشتر افزایش با پایاست. حالت هنوز جریان حالت این در ͬ شͺنند. م را جریان

حالت از و شده زمان به وابسته جریان و ͬ شوند م منتشر راست سمت به و شده بیشتر گردابەها

پشت نقاط بعضͬ در آن، از بیشتر و ۱۰۴ حدود بزرگ، خیلͬ رینولدز عدد در ͬ شود. م دور پایا

همین جاست. شارش شدن متلاطم آغاز نیست. لایەای دیͽر که داشت خواهیم شارشͬ استوانه

باید که مهمͬ بسیار نکتەی ͬ شوند. م بیشتر و بیشتر متلاطم نواحͬ رینولدز، عدد بیشتر افزایش با

اولین ظهور از بعد واقع در است. بزرگ بسیار رینولدز عدد در شارش رفتار شود، توجه آن به
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به جا هم Re → ∞ حد در که ͬ شود م ظاهر استوانه پشت متلاطم ˁرد ͷی متلاطم، نواحͬ

حد این در ریاضͬ نظر از استوکس. ناویە معادلەی η → ۰ ریاضͬ حد با کنید مقایسه ͬ ماند. م

راست برای متقارن کاملا جریانͬ خطوط انتظار و ͬ شود م داده اویلر معادلەی با شارش ͷدینامی

ریاضͬ حد با بزرگ بسیار رینولدز اعداد در شارش رفتار دیͽر، بیان به داریم. استوانه چپ و

نیست. هم ارز η → ۰

استوانه به شاره جانب از که نیرویی اندازەی در بالا پیچیدەی شارشͬ رفتار تجربی نمود

رینولدز اعداد در درگ ضریب گیری اندازەی نتیجەی ۴ .۱۱ شͺل ͬ شود. م دیده ͬ شود، م وارد

داشت نگاه ثابت را سرعت و هندسͬ پارامترهای ͬ توان م رینولدز عدد تغییر برای است. متفاوت

درگ ضریب بزرگ، رینولدز اعداد در که  است این مهم نتیجەی داد. تغییر را ویسͺوزیته و

تعریف فرودی جریان ͷی در کره ͷی برای را درگ ضریب قبلͬ فصول در ͬ شود. م متناهͬ

هر برای که بͽیریم نظر در CD = Fd
۱
۲ρV

۲S
عمومͬ بصورت ͬ توانیم م را قبلͬ تعریف کردیم.

جسم مقطع سطح S و درگ نیروی Fd اینجا در باشد. استفاده قابل دلخواهͬ هندسͬ شͺل

ضریب است. V فرودی جریان اندازەی دارد. قرار فرودی جریان معرض در که است نظر مورد

T زمان در را درگ ضریب رابطەی مخرج و صورت اگر دارد. سادەای شهودی تعبیر درگ

و ͬ شود م جذب جسم توسط T زمان در که است خطͬ تکانەی معرف صورت کنیم، ضرب

به فرضͬ استوانەی ͷی در زمان همان در که است شارە از قسمتͬ تکانەی اندازەی نصف مخرج

جرم برواحد شده تلف انر ژی ͬ شود. م رد جسم کنار از و است گرفته قرار S مقطع و V T طول

انرژی آن در که طولͬ مقیاس کردەایم فرض سهولت برای اینجا در است. ϵ ∼ FdV

ρS
۳
۲

بصورت

بصورت درگ ضریب و اتلاف نرخ که ͬ بینیم م نهایت در است. S
۱
۲ با متناسب ͬ شود م تلف

مهمͬ نتیجەی درگ ضریب و اتلاف نرخ بین ارتباط ͬ شوند. م مربوط هم به ϵ ∼ ۱
۲CD

V ۳

S
۱
۲

در نتیجه در ͬ رسد. م متناهͬ حدی مقدار به تجربی بصورت درگ ضریب Re→ ∞ در دارد.
V ۳

S
۱
۲

با متناسب متناهͬ مقدار ͷی و η از مستقل اتلاف نرخ η → ۰ حد در و متلاطم شارش

ویسͺوزیته و داشته نگاه ثابت را طول و سرعت تلاطم، به رسیدن برای که شود توجه ͬ شود. م

قابل و عام پدیدەای اتلاف نرخ شدن متناهͬ شد، اشاره قبلا که همانطور ͬ دهیم. م کاهش را

است. متلاطمͬ شارش هر در مشاهده
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بر عمود فرودی جریان ͷی معرض در که بلند بسیار استوانەی ͷی اطراف شارشͬ میدان ۳ .۱۱ شͺل
است. شده رسم متفاوت رینولدز اعداد در و نمایشͬ صورت به دارد، قرار استوانه محور

است. شده رسم رینولدز عدد حسب بر عمودی شارش حضور در استوانه ͷی درگ ضریب ۴ .۱۱ شͺل
ͬ کند. م میل صفر غیر متناهͬ مقدار ͷی به درگ ضریب Re→ ∞ حد در که ͬ شود م دیده
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خروجͬ و ورودی جریان های و لغزش بدون مرزی شرایط با شارش نوعͬ مسألەی ͷی ۵ .۱۱ شͺل
بەآن. مربوط

پایا شارش پایداری ۵ .۱۱

قسمتͬ از ورودی جریان ͷی بͽیرید. نظر در را ۵ .۱۱ شͺل مطابق شارش نوعͬ مسألەی ͷی

را شارش که هستند صلبی اجسام مرز ها درون ͬ شود. م خارج دیͽر قسمتͬ از و وارد مرزها از

بپرسیم، دهید اجازه هستند. زمان از مستقل مرزی شرایط تمامͬ مسأله این در ͬ کنند. م محدود

پایا حالت در که ͬ شود م یادآوری ͬ رسند؟ م پایا حالت به مسائل این گونه در شارشͬ میدان آیا

از ناچیزند، خطͬ غیر اثرهای که کم خیلͬ رینولدز عدد در داریم انتظار است. ∂∂tu(r, t) = ۰

پس و ناویە⁃استوکس) معادلەی در زمانͬ اول مرتبەی تغییرات از (ناشͬ واهلشͬ رفتار ͷی طریق

جواب هایی صورت این در برود. بین از سرعت میدان در زمان به وابستگͬ متناهͬ، زمان ͷی از

جزئیات با خاصͬ مسألەی هر مورد در ͬ توان م البته را درست نتیجەی این ͬ آوریم. م دست به پایا

پایاست. جواب های پایداری آزمون دارد، وجود که مهمͬ نکتەی ولͬ کرد. مشاهده و محاسبه

در همیشه زیرا است، مهم بسیار پایداری آزمون هستند؟ پایدار آمده دست بە پایای جواب های آیا

از را ناپایدار شارش های ͬ توانند م و  دارند حضور اختلال ها و افت وخیز ها ͬͺفیزی سامانەهای

کردەایم. بحث ناپایداری ها انواع از برخͬ مورد در اندکͬ پیشین فصل های در کنند. دور پایا حالت
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ͬ نشان محاسبات و تجربی نتایج دهیم. ادامه ͬ تر کل قالبی در را ناپایداری ها بحث ͬ خواهیم م اینجا

ͬ توانند م پایا جواب های کم، بسیار رینولدز عدد در شارشͬ،  مسائل مختلف انواع در که ͬ دهند م

اعمال با پایداری آزمون ͬ دهند. م نشان را خود ناپایداری ها رینولدز عدد افزایش با باشند. پایدار

ͬ شود. م انجام اختلال آن به سامانه پاسخ مطالعەی و خارجͬ اختلال ͷی

این کنید فرض بͽیرید. نظر در را زمان از مستقل مرزی شرایط با شارش نوعͬ مسألەی ͷی

معادلەی در تابع این واقع در باشد. داشته u۰(r) شͺل به پایا جوابی مسأله

Reu۰ · ∇u۰ = ∇۲u۰ −∇P۰,

خط بدون را بعد بدون متغیر های سهولت برای ͬ کند. م صدق مسأله به مربوط مرزی شرایط با

زیر صورت به اختلالͬ پایا، جواب پایداری مطالعەی برای اکنون دادەایم. نشان آنها روی اضافͬ

ͬ افزاییم: م پایا جواب به

u(r, t) = u۰(r) + u۱(r)e
−iω۱t. (۲ .۱۱)

اختلال بودن ͷکوچ فرض با کند. صدق ناویەاستوکس معادلەی در باید شده مختل جواب این

کنیم: خطͬ را اختلال تحولͬ معادلەی ͬ توانیم م ،(u۱ ≪ u۰)

Re (−iω۱u۱ + u۰ · ∇u۱ + u۱ · ∇u۰) = ∇۲u۱ −∇P۱.

اعمال اختلال که کنید دقت باشد. برقرار باید نیز ناپذیری تراکم معادلەی بالا، معادلەی بر علاوه

با خاص مسألەی ͷی باید دقیق تر بحث برای کند. صدق مرزی شرایط در نیست لازم شده

و پوآزوی شارش کوئت، شارش مانند مسائل برخͬ برای بͽیریم. نظر در را مشخصͬ جزییات

نتایج از اطلاع برای است. شده انجام کامل جزيیات با پایداری تحلیل استوانه، درون شارش

نتایج کلͬ محتوای پایداری، تحلیل های بودن دردسر پر و پیچیده ͬ رغم عل مراجع. به کنید نگاه

عموما ͬ کنیم. م خلاصه زیر صورت به را است مشترک مختلف سامانەهای مورد در که نهایی

ͬ شود. م ناپایدار پایا، جواب Re > Re۱ برای که دارد وجود Re۱ بحرانͬ رینولدز عدد ͷی

فرکانس، موهومͬ قسمت شدن مثبت ͬ شود. م دیده ℑω۱ = γ۱ > ۰ صورت به موضوع این

واقعاً جواب ها هیچ گاه عمل در البته دارد. دنبال به eγ۱t نمایی عامل صورت به را اختلال واگرایی
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ℜω۱ فرکانس با متناهͬ نوسان̞ͬ جواب ͷی ایجاد باعث سامانه، بودن خطͬ غیر و ͬ شوند نم واگرا

دارند. ارتباط مطالعه مورد شارش نوع و جزئیات به Re۱ و ω۱ مقدار که کنید دقت ͬ شود. م

ͬ شود. م آن جایͽزین نوسانͬ جواب ͷی و رفته بین از پایا جواب ،Re > Re۱ برای پس

نوسانͬ جواب پایداری آزمون برای است؟ پایدار u۱(r)e
−iω۱t نوسانͬ و پایا غیر جریان آیا

میدان ͬ افزائیم. م قبلͬ جواب های به u۲(r)e
−iω۲t صورت به اختلالͬ دیͽر بار آمده، بەدست

نشان محاسبات ͬ کند. م صدق ناویەاستوکس شدەی سازی  خطͬ معادلەی در جدید شارشͬ

.( ℑω۲ > ۰ ) ͬ شود م ناپایدار اولیه نوسانͬ جواب Re۱ < Re < Re۲ برای که ͬ دهند م

هم باز ͬ کند. م نوسان ℜω۲ و ℜω۱ فرکانس دو با که است جوابی  پایدار، پاسخ صورت این در

دارند. بستگͬ مسأله نوع و شارش جزئیات به Re۲ و ω۲ عددی مقدار

ترکیب بزرگ، بسیار رینولدز عدد برای پایدار جواب  که ͬ بینیم م بالا، مراتب سلسله امتداد با

رینولدز، عدد آهستەی افزایش با است. مسأله مجاز فرکانس های با نوسان زیادی تعداد از خطͬ

نوسان فاز و دامنه که ͬ شود م ایجاد شارش در نوسانͬ جواب ͬ دهد، م رخ ناپایداری ͷی که هربار

دارند. ارتباط مسأله در موجود واقعͬ اختلال های نوع و ناپایداری لحظەی شرایط به شده ایجاد

آزادی درجەی ͷی ناپایداری هر در نیستند، ما کنترل و اختیار در فاز و دامنه این  اینکه به توجه با

بیشتر و بیشتر را شارش آزادی درجات پیاپی، ناپایداری های ͬ شود. م افزوده سامانه فاز فضای به

کامل پاسخ شود؟ متلاطم که برسانند حالتͬ به را سامانه ͬ توانند م پیاپی ناپایداری های آیا ͬ کنند. م

غیر ͬͺدینامی سامانەهای در ͬͽچندشاخ مسأله به ͬ توانیم م ولͬ است. سخت اندکͬ سؤال این به

ͬ های ͽشاخ چند با که خطͬ غیر سامانەی سادەترین معرفͬ با بعد قسمت در کنیم. اشارە خطͬ

با واقع در شویم. ͷنزدی بالا سؤال پاسخ به اندکͬ تا ͬ کنیم م سعͬ ͬ شود، م آشوبناک پی درپی

ͬ شود. م ارائه متلاطم جواب های وجود امͺان برای شواهدی تنها دیدگاه، این

غیرخطͬ سامانەهای در آشوب ۶ .۱۱

غیرخطͬ گسستەی ͬͺدینامی مدل های از ͬ توانیم سرعت م میدان زمانͬ رفتار مطالعەی برای

ناویە⁃ معادلەی در سرعت میدان فضایی ͬ های وابستگ از موضوع این درک برای بͽیریم. ͷکم

متغیر برای ͬͺدینامی معادلەی به قاعدتا کنید. گسسته را زمانͬ وابستگͬ و کنید صرفنظر استوکس
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وضعیت به دوم توان و خطͬ جملات قالب در سرعت لحظەای وضعیت که ͬ رسیم م سرعت

ما کنونͬ بحث ͬ آید. م خطͬ غیر جملەی از دوم توان جملەی دارد. بستگͬ قبلش لحظەی

اجازه کنیم. بحث کمͬ کلͬ ایدەهای مورد در ͬ خواهیم م و نیست رهیافت این دقیق محاسبات

رخ خطͬ غیر سامانەی ͷی در است ممͺن که اتفاقاتͬ مورد در بهتر شهود ایجاد برای دهید

ͬ شود: م داده زیر گسستەی معادلەی با ،ͷلاجیستی نگاشت کنیم. شروع مورد سادەترین با دهد،

Nn+۱ = rNn(۱ − ۱
K
Nn). (۳ .۱۱)

باکتریایی یا انسانͬ مجموعەهای جمعیت رشد توصیف برای ͬ توان م معادله این از شهودی نظر از

سمت در rNn جملەی دهیم، نشان Nn با n لحظەی در را مجموعە جمعیت اگر کرد. استفاده

بودن محدود سبب به است. رشد نرخ r آن در که ͬ دهد م نشان را جمعیت رشد بالا رابطەی چپ

رابطەی چپ سمت خطͬ غیر جملەی کند. پیدا ادامه نامحدود صورت به ͬ تواند نم رشد غذا،

مهم زیاد جمعیت های در غذا بودن محدود اثر ͬ دهد. م نشان را غذایی منابع بودن محدود بالا

نرخ N > k برای باشد. داشته ͬ تواند م سامانه که است جمعیتͬ حداکثر K اینجا در ͬ شود. م

بهنجار جمعیت با را بالا معادلەی سامانه، تحول بهتر مطالعەی برای ͬ شود. م منفͬ جمعیت رشد

ͬ کنیم: م مقیاس است، بیشینه جمعیت بر تقسیم لحظەای جمعیت با برابر که xn = Nn/K

xn+۱ = rxn(۱ − xn). (۴ .۱۱)

بستگͬ r عدد مقدار به جواب است. بزرگ زمان های در تعادلͬ جمعیت علاقه، مورد کمیت

برای ͬ دهد. م نشان مختلف rهای برای را تعادلͬ جمعیت مقدار ،۶ .۱۱ شͺل منحنͬ دارد.

جمعیت ،x۰ دلخواه اولیەی جمعیت ͷی از شروع با و خاص r ͷی انتخاب با منحنͬ این رسم

از مستقل نهایی، جمعیت ۲ < r < ۳ برای آوردەایم. بەدست بزرگ خیلͬ زمان های در را

جواب ۳ < r < ۱ +
√

۶ برای و r افزایش اندکͬ با ولͬ ͬ شود. م ثابت عدد ͷی اولیه مقدار

این بین متناهͬ فرکانس ͷی با سامانه جمعیت صورت، این در ͬ کند. م پیدا مقدار ۲ تعادلͬ

تعادلͬ جمعیت و ͬ شوند م ۴تا تعادلͬ جواب های ،r افزایش اندکͬ با ͬ کند. م نوسان مقدار دو

اندکͬ و r ≈ ۳٫۵۷ برای جالب و مهم بسیار اتفاق ͬ کند. م نوسان مقدار ۴ این بین مجموعه

این بین نوسان هایی ͬ توان نم طوریͺه به شده زیاد تعادلͬ جواب های ͬ دهد. م رخ آن از بیشتر
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یعنͬ تعادلͬ جواب های مقدار عمودی محور .ͷلاجیستی سامانەی برای ͬͽدوشاخ نمودار ۶ .۱۱ شͺل
ͬ دهد. م نشان را r پارامتر افقͬ محور و ،x∞

جواب یعنͬ است. سامانه در آشوبناک رفتار شروع نقطەی این یافت. متناهͬ فرکانس با جواب ها

آشوبناک سامانەهای رفتار ͬ شوند. م وابسته سامانه اولیەی شرایط به بسیار سامانه بلند زمان های

را همدیͽر از δx۰ فاصلەی با اولیە شرط دو اگر ͬ شود. م توصیف لیاپونوف نمای حسب بر

مقایسەی با آوریم. بدست را جمعیت ها بین فاصلەی n زمان گذشت از بعد ͬ توانیم م برگزینیم،

را اولیه شرایط به وابستگͬ ͬ توانیم م دلخواه لحظەی در و آغازین لحظەی در نسبی فاصلەی رشد

ͬ دهیم: م قرار کنیم. ͬˁکم

δxn ∼ e−µnδx۰,

متلاطم است. آشوبناک سامانه µ < ۰ برای که ͬ شود م نامیده لیاپونوف نمای µ صورت، این در

ارائه توصیف چند هر دارد. خطͬ غیر سامانەی شدن آشوبناک با مستقیمͬ ارتباط شارش شدن

پیاپی ناپایداری های در افتاده اتفاقات مورد در خوبی شهود ولͬ نیست کامل قسمت این در شده

ͬ دهد. م خطͬ غیر سامانەی ͷی در
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انرژی آبشار ایدەی ۷ .۱۱

این با باشد، داشته را ممͺن اثر کمترین شاره اصطͺاک داریم انتظار ͬ شود م زیاد رینولدزکه عدد

این ͬ رسد . م صفر غیر و متناهͬ مقدار ͷی به حدی بصورت جرم واحد بر انرژی اتلاف نرخ حال

(شارش نوعͬ متلاطم̧ شارش  ͷی در است. متلاطم شارش ͬ های پیچیدگ از ͬͺی تجربی واقعیت

ͬ شود. م تزریق سامانه به ممتد صورت به انرژی صفحە)، دو بین پوآزوی شارش یا استوانه اطراف

سامانه اندازەی مرتبەی از بزرگ طولͬ مقیاس های در یعنͬ مرزها طریق از عموماً انرژی تزریق

اساسͬ رابطەی به دیͽر بار هستیم. انرژی اتلاف سازوکار جستجوی در ͬ شود. م انجام ،L یعنͬ

ͬ کنیم: م مراجعه آمد دست به انرژی اتلاف نرخ برای چهارم فصل پرسش های در و این از پیش که

dE

dt
= η

∫
d۳r (∇× u(r))۲ . (۵ .۱۱)

موضوع این ͬ گیرد. م صورت شارش در موجود چرخش  طریق از انرژی اتلاف رابطە، این مطابق

افت وخیز شدیداً شارش̞  که صورت این به ͬ دهد م رخ متلاطم شارش در پیچیدەای خیلͬ ترتیب به

طولͬ مقیاس های تمام در واقع در است. پیچیدەای چرخشͬ قسمت های دارای متلاطم کنندەی

نوعͬ چرخش ͷی شود، ایجاد شهودی تصویری اینکه برای کنیم.  مشاهده را چرخش ͬ توانیم م

که داریم سروکار شارشͬ با اینجا است. λ طولͬ مقیاس دارای که بͽیرید نظر در را شاره در

خاص مثالͬ ایدەآل گردابەی ͷی ͬ دهد. م رخ λ مقیاس در سرعت فضایی تغییرات بیشترین

در است. λ کنندەی مشخص گردابه فضائͬ گستردگͬ میزان است. چرخشͬ جریان این برای

چرخش از منظورمان که شود توجه ͬ کنیم. م صحبت چرخش کلمەی از دفعات به بحث ادامەی

ما بحث در ∇×u ̸= ۰ با همͽن غیر سرعت میدان نوع هر نیست. گردابەای جریان ͷی لزوما

تبدیل ͷکم با کدام هر سهم کردن جدا و متفاوت طولͬ مقیاس های مورد در بحث ͬ گنجد. م

تمایل اینجا ͬ کنیم. م مطرح را موضوع این اولیه ایدەهای بعدی قسمت در ͬ شود. م انجام فوریه

رینولدز اعداد در و رینولدز عدد افزایش با دنبال کنیم. کیفͬ بصورت را بحث ادامەی داریم

با بود. خواهیم سامانه در فضایی) گستردگͬ نظر از (بزرگ بزرگ چرخش های شاهد میانͬ،

ͬ شود نم محدود بزرگ مقیاس های شارش در موجود چرخش های رینولدز، عدد بیشتر افزایش

بزرگ، خیلͬ رینولدز عدد در ͬ شوند. م تولید نیز ͷکوچ طولͬ مقیاس های با چرخش ها و
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شاره. با رنگ کردن مخلوط در آنها نقش و متلاطم شارش ͷی چرخش های از طرحͬ ۷ .۱۱ شͺل

میدان در بود.  خواهند مشاهده قابل طولͬ مقیاس های تمامͬ در سامانه در موجود چرخش های

ͬ توانیم م را شارش در موجود فضایی تغییرات و چرخش  متلاطم، شارش افت خیزکنندەی سرعت

چرخش بزرگترین اندازەی بͽیریم. نظر در متفاوت اندازەی با چرخشͬ جریان های از برهم نهͬ

بعدی قسمت های در است. L یعنͬ سامانه واقعͬ اندازەی مرتبەی از متلاطم سامانەی در موجود

ͬ کنیم. م بحث هم سامانه در موجود چرخش کوچͺترین اندازەی مورد در

قسمت در ͬ کند. م ارائه متلاطم شارش و لایەای شارش از شهودی تصویری ،۷ .۱۱ شͺل

شده تزریق رنگ است. لایەای شارش و بزرگ طولͬ مقیاس در چرخش کم، رینولدز عدد چپ،

رینولدز عدد افزایش با تصویر، راست قسمت در ͬ شود. م جاری جریان خطوط همراه شارش، به

زمانͬ و فضایی تغییرات دارای سرعت میدان کننده افت وخیز قسمت است. شده متلاطم شارش

اندازەهای با چرخش هایی از برهم نهͬ ͬ توانیم م را سرعت میدان فضایی تغییرات است. شدیدی

جریان به مربوط جریان خطوط راستای در شده تزریق رنگ از قسمتͬ بͽیریم. نظر در متفاوت

سهم رنگ پخش و حرکت در شارش، در موجود حرکت های تمام ولͬ شود مͬ جاری میانگین

سرعت به رنگ تا ͬ شود م باعث متفاوت طولͬ اندازها ی در چرخشͬ جریان های حضور دارند.

شود. مخلوط شاره تمام با

موفق ترین از ͬͺی انرژی آبشار نظریەی کنیم. بررسͬ را انرژی اتلاف موضوع ͬ توانیم م اکنون

در ͬ دهد. م دست به را متلاطم شارش در انرژی اتلاف از درستͬ تصویر که است دیدگاەهایی
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وجود طول کوچͺترین تا بزرگ ترین از متفاوت اندازەهای با چرخش هایی متلاطم شارش ͷی

جریان تولید عامل طریق از و بزرگ طولͬ مقیاس های در که سامانه به شده افزوده انرژی دارند.

عدد ͬ شود. م داده (L اندازەی (با سامانه چرخش های بزرگ ترین به ابتدا در ͬ گیرد، م صورت

شارش واقعͬ رینولدز عدد مرتبەی از سامانه مقیاس بزرگ چرخش های شارش به مربوط رینولدز

است. مقیاس این در ناچیز اتلاف معنͬ به رینولدز عدد بودن بزرگ است. بزرگ بسیار و

منتقل کوچͺتر اندازەهای با چرخش هایی به اتلاف بدون و آبشاری صورت به شده تزریق انرژی

با جریانهایی مراتبی سلسله صورت به مقیاس، بزرگ تغییرات با جریان ها دیͽر بیان به ͬ شود. م

که ͬ رود م پیش جایی تا انرژی انتقال این ͬ کنند. م ایجاد کوچͺتر طولͬ مقیاس های در تغییراتͬ

جریان این به مربوط شارش رینولدز عدد برسیم. ℓη ͷکوچ بسیار اندازەهای با چرخش هایی به

ͷنزدی ͷی به ͬ تواند م و نیست بزرگ دیͽر طولͬ، مقیاس های شدن ͷکوچ سبب به چرخشͬ،

چرخش ها، این به مربوط شارش در رینولدز عدد نبودن بزرگ خاطر به صورت، این در شود.

تلف چرخش ها ریز این طریق از سامانه به شده اضافه انرژی و کرد صرفنظر اتلاف از ͬ توان نم

چرخش های کوچͺترین ریزچرخش ها، این ͬ شود. م گفته کلموگروف طول ،ℓη به ͬ شود. م

بەآنها مربوط شارش رینولدز عدد ͬ توانیم م آنها اندازەی تخمین برای و هستند سامانه در موجود

شارش ͬ کنیم. م برآورد بعدی قسمت در را کمیت ها این بزرگͬ مقادیر بͽیریم. ۱ برابر تقریبا را

آن اتلاف نهایت در و مقیاس ͷکوچ چرخش های به مقیاس بزرگ چرخشͬ جریان های از انرژی

این است. تلاطم پدیدەی در انرژی اتلاف اصلͬ سازوکار ،ͷکوچ بسیار طولͬ مقیاس های در

رینولدز عدد در انرژی متناهͬ اتلاف ͬ تواند م سازوکار این است. موسوم انرژی آبشار به دیدگاه

ͬ کنیم م بررسͬ بیشتر بعدی قسمت های در را شهودی توصیف این کند. توصیف را بزرگ بسیار

ریزمقیاس نظریەی چͽونه که ͬ دهیم م نشان نهایت در انرژی، اتلاف شدن متناهͬ بر علاوه و

ͬ کند. م ارائه انرژی آبشار دیدگاه صحت برای شواهدی کلموگرف

متفاوت طولͬ مقیاس های سهم

اینجا است. مختلف طولͬ مقیاس های سهم کردن جدا برای مناسبی ریاضͬ ابزار فوریه تبدیل

مولفەهای از ͬͺی ͬ دهیم. م شرح را شارشͬ میدان در کاربردش و موضوع این اولیەی ایدەهای
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ͬ شود: م تعریف زیر بصورت فضایی فوریەی تبدیل بͽیرید. نظر در را سرعت میدان

u(x) =

∫ ∞

−∞

dq

۲π
ũ(q)eiqx, ũ(q) =

∫
dxu(x)e−iqx,

استفاده
∑

q =
∫ dq

۲π نویسͬ خلاصه از ادامه در گرفتەایم. بعدی ͷی را فضا سهولت برای اینجا

آن: در که ͬ کنیم م ͷتفکی u(x) = u>K(x) + u<K(x) صورت به را سرعت میدان ͬ کنیم. م

u>K(x) =
∑
q>K

ũ(q)eiqx, u<K(x) =
∑
q≤K

ũ(q)eiqx.

موج  هایی طول با فضایی تغییرات آن در که است سرعت میدان از قسمتͬ u>K(x) اینصورت در

شامل تابع این داشتەایم). نگاه را بزرگ موج های (عدد است شدە حذف λ = ۲π/K از بزرگتر

λ = ۲π/K مشخصەی طول از کوچͺتر آنها طولͬ مقیاس های که ͬ شود م فضایی تغییراتͬ

بزرگترند. K از که ͬ شود م موج هایی عدد شامل ،u>K(x) دیͽر بیان به باشد.

نوشت: زیر بصورت ͬ توان م را جرم واحد بر کل جنبشͬ انرژی که ببینیم ͬ توانیم م بسهولت

۱
۲
⟨u۲⟩ = ۱

۲
⟨|u<K |۲⟩+ ۱

۲
⟨|u>K |۲⟩,

اندکͬ با بͽیرید. نظر در را eK = ۱
۲⟨|u

<
K |۲⟩ کمیت .⟨a⟩ = V −۱

∫
d۳ra داریم آن در که

واحد بر جنبشͬ انرژی از قسمتͬ eK واقع در .eK = ۱
۲

∑
q≤K |ũ(q)|۲ که: ͬ بینیم م محاسبه

حذف را ۲π/K از کوچͺتر طولͬ مقیاس های با چرخشͬ جریان های سهم آن در که است جرم

داد: نشان ͬ توان م ناویە⁃استوکس اساسͬ معادلەی ͷکم با اکنون کردەایم.

∂

∂t
eK = −ΠK − η

∑
q≤K

q۲|ũ(q)|۲ +
∑
q≤K

ũ(q) · f̃(−q).

مدهای تمام در موجود جنبشͬ انرژی زمانͬ تغییر چپ سمت دارد. سادەای تعبیر رابطە این

جملەی ͬ دهد. م نشان را است ۲π/K از بزرگتر تغییراتشان) (مقیاس موجشان طول که حرکتͬ

به مدها این انرژی افزایش سوم جملەی و گرما) (تولید مدها این انرژی اتلاف راست سمت دوم

طول مدهای بین انرژی شارش که اساسͬ جملەی ͬ دهد. م نشان را خارجͬ نیروی وجود خاطر

ͬ شود: م داده زیر رابطەی با است کوتاه موج طول مدهای و بلند موج

ΠK = ⟨u<K · (u<K · ∇u>K)⟩+ ⟨u>K · (u>K · ∇u<K)⟩.
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بدست انرژی شار این محاسبەی برای راەهایی پدیدەشناختͬ ایدەهای و کلموگرف نظریەی

خوانندەی توجەی کلموگروف نظریە ی در موجود زیاد تقریب های و محاسباتͬ جزییات ͬ دهند. م

باز پدیدەشناختͬ رهیافت به ادامە ی در دلیل همین به ͬ انگیزد. نم بر را شارەها ͷانیͺم عمومͬ

ͬ گردیم. م

پدیدەشناختͬ رهیافت ۸ .۱۱

جدا زیر صورت به را سرعت افت وخیزکنندەی و میانگین قسمت های متلاطم، شارش ͷی در

ͬ کنیم: م

u(r, t) = ua(r) + uf (r, t), (۶ .۱۱)

ͬ آید. م دست به نقطه هر در سرعت روی زمانͬ متوسط  گیری با میانگین شارشͬ میدان آن در که

بلند موج طول تغییرات شامل یعنͬ است مͺان از تغییر کند تابعͬ شارش، میانگین قسمت

کننده افت وخیز قسمت  در شارش تلاطمͬ اطلاعات که است معلوم جداسازی، این با ͬ شود. م

با که صورتͬ در ،urms =
√

⟨u(r, t) · u(r, t)⟩ سرعت مربعͬ میانگین جذر سرعت است.

ͬ دهد. م دست به تلاطم شدت بررسͬ برای مناسبی عددی معیار شود، مقایسه سرعت میانگین

بر که است مͺانͬ و زمانͬ نشدەی مهار تغییرات دارای سرعت کنندەی افت وخیز قسمت

شد، گفته آنچنانکه است. بیان قابل متفاوت طولͬ مقیاس های با چرخش هایی از ترکیبی حسب

ͷکوچ و بزرگ چرخش های اجراست. قابل فوریه تبدیل طریق از ایده این ریاضͬ جزییات

موجود چرخشͬ جریان های مقیاس ترین بزرگ بͽیرید. نظر در را متلاطم سامانەی در موجود

اندازەی مرتبەی از طولͬ در مͺانͬ تغییرات أنها در که هستند چرخشͬ جریان های سامانه، در

سرعت اندازەی دارای مقیاس بزرگ چرخش های ͬ گیرد. م صورت ،L سامانه ͷوپیͺماکروس

بزرگͬ مرتبەی ͬ شود. م حمل آنها توسط شارش جنبشͬ انرژی سهم بیشترین و هستند بزرگتری

ͷی از متوسط سرعت تغییرات بزرگͬ مرتبەی و ua با را چرخش بزرگترین متوسط سرعت

اندازەی که کنید دقت ͬ دهیم. م نشان ∆ua با را چرخشͬ جریان این روی دیͽر نقطەای به نقطه

مشخص هستند مرز ها در عموماً و ͬ سازند م را جریان که خارجͬ عوامل توسط سرعت ها این

طرح تکرار دورەی که است ua/L با برابر چرخش بزرگترین به وابسته فرکانس همچنین ͬ شود. م
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۳۰۳ پدیدەشناختͬ رهیافت ۸ .۱۱

چرخش های ͬ کند. م حرکت شاره میانگین سرعت با که است ناظری دید از چرخش این شارشͬ

بزرگتری فرکانس ولͬ کوچͺتر سرعت اندازەی دارای چرخش، بزرگترین با مقایسه در کوچͺتر

هستند.

نشان Reλ صورت به را رینولدز عدد ،λ طولͬ  مقیاس با نوعͬ چرخشͬ جریان ͷی برای

مرتبەی uλ و ͬͺدینامی وشͺسانͬ ν آن در که Reλ = λuλ/ν با: است برابر آن و ͬ دهیم م

بسیار بزرگ، چرخش های به مربوط رینولدز عدد است. λمقیاس در چرخشͬ در سرعت بزرگͬ

نشان را  ͬ چرخش جریانهای این در اصطͺاک بودن بی اهمیت موضوع این که است بزرگتر ͷی از

نداریم. اتلافͬ آن در و ͬ شود م داده اویلر معادلەی با عملا́ چرخشͬ جریان های این شارش ͬ دهد. م

ͬ شود م منتقل کوچͷ ⁃مقیاس چرخش های به بزرگ⁃مقیاس چرخش های از اتلاف بدون انرژی

.Reℓη ∼ ۱ داریم:  ͬ چرخش جریان این برای برسیم. ℓη ≪ L اندازەی با چرخشͬ جریان به تا

از انرژی انتقال ͬ شود. م تبدیل گرما به وشͺسانͬ طریق از گردش ها ریز این به شده منتقل انرژی

مد های از انرژی انتقال صورت به ͬ توان م را ͷکوچ چرخش های به بزرگ چرخشͬ جریان های

داده نشان ΠK با این از پیش که گرفت نظر در کوتاه موج طول مدهای به بلند موج طول حرکتͬ

است. شده

که انرژی کنیم. بحث بزرگ بسیار رینولدز عدد در اتلاف مقدار مورد در ͬ توانیم م اکنون

بیرون از سامانه بزرگ چرخش های توسط ابتدا در ͬ شود، م تلف چرخش ها ریز توسط نهایت در

ϵ با را آن که جرم واحد در شده تلف انرژی نرخ داریم انتظار صورت این  در ͬ شود. م جذب

دیͽر، طرف از باشد. داشته بستگͬ سامانه چرخش های بزرگترین خواص به تنها ͬ دهیم، م نشان

η و ͬ شوند م مشخص ∆ua و ρ ،L کمیات توسط تنها بزرگ چرخشͬ جریان های که دانیم مͬ

زیر شͺل به رابطەای به ابعادی تحلیل با ͬ توانیم م سهولت به ندارد. آنها ͬͺدینامی رفتار در نقشͬ

برسیم:

ϵ =
(∆ua)

۳

L
. (۷ .۱۱)

منظور این برای ͬ دهند. م نسبت تلاطمͬ موثر وشͺسانͬ ͷی متلاطم، شارش به که است متداول

جریان  ͷی طریق از آن در اتلاف که νtur وشͺسانͬ با ͬ گیریم م شارشͬ هم ارز را متلاطم شارش

رابطەی مطابق تلاطمͬ، موثر وشͺسانͬ تعیین برای ͬ گیرد. م صورت مقیاس بزرگ چرخشͬ
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متلاطم شارش ۱۱ ۳۰۴

ͬ نویسیم: م زیر صورت به را اتلاف ،۵ .۱۱

ϵ =
η

m

∫
d۳r(∇× u)۲ ∼ νtur(

∆ua
L

)۲,

برابر با اکنون است. سامانه در موجود چرخش بزرگترین از ناشͬ شارش کردەایم فرض آن در که

داریم: اتلاف برای قبلͬ تخمینͬ مقدار با رابطه این دادن قرار

νtur(
∆ua
L

)۲ =
(∆ua)

۳

L

نتیجەی این که کنید دقت ͬ شود. م νtur ∼ L∆ua صورت به موثر وشͺسانͬ مقدار آنجا از که

ⅿ۲seⅽ−۱ بعد دارای νtur آوریم. دست بە ͬ توانستیم م نیز ابعادی تحلیل با و سهولت به را نهایی

داریم. ∆ua و L یعنͬ سامانه مشخصات از کمیت این تولید برای راه  ͷی تنها و است

سرعت افت وخیز اندازەی تخمین ۹ .۱۱

کنندەی افت وخیز قسمت تغییرات بزرگͬ مرتبەی مورد در پدیدەشناختͬ صورت به ͬ خواهیم م

شارش سرعت خاص لحظەی ͷی در کنیم. بحث مختلف زمانͬ و مͺانͬ فواصل در سرعت

چͽونه متفاوت زمان های در ولͬ نقطه ͷی در شارش سرعت و هم از دور نقطەی دو در

δuf (r) رابطەی= با که خاص لحظەی ͷی در سرعت مͺانͬ تغییرات به ابتدا ͬ کند؟ م افت وخیز

ͷی روی سرعت بزرگͬ مرتبەی کمیت، این ͬ پردازیم. م ͬ شود م تعریف uf (r, t)− uf (۰, t)

،(r ≤ L) بزرگ فواصل رژیم سه در را کمیت این دهد. مͬ را r طولͬ مقیاس با چرخشͬ جریان

ͬ کنیم. م بررسͬ (r ≤ ℓη) ͷکوچ بسیار فواصل و (ℓη ≪ r ≪ L) میانͬ فواصل

انرژی رژیم بزرگ: فواصل

ͬ شود. م داده سامانه مقیاس بزرگ چرخش های توسط بزرگ فواصل در موجود شارشͬ اطلاعات

به سبب این به ͬ گیرد، م صورت چرخشͬ جریان های این توسط خارجͬ منبع از انرژی دریافت

مشخص، لحظەی ͷی در داشتیم، این از پیش که تعریفͬ طبق ͬ شود. م گفته نیز انرژی رژیم آن

شارش با Lبزرگ طولͬ فواصل در مختلف، نقاط بین سرعت کنندەی افت وخیز قسمت تفاوت

ͬ شود. م داده ∆ua و متوسط
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۳۰۵ سرعت افت وخیز اندازەی تخمین ۹ .۱۱

اینرسͬ رژیم میانͬ: فواصل

طولِ از خیلͬ که داریم سروکار چرخش هایی با ،ℓη ≪ r ≪ L طولͬ مقیاس های در

علت به بزرگترند. بسیار ͬ شود م مهم وشͺسانͬ که طولͬ از ولͬ کوچͺتر سامانه مقیاس  بزرگ

مقیاس ها این در ͬ شود. م مشخص اینرسͬ اثر های توسط تنها رژیم این اتلاف، بودن بی اهمیت

در تنها مرزی اثرهای اساساً ͬ شوند. نم دیده مرز ها به مربوط اثرهای شویم، دور مرز ها از اگر

شارش اساسͬ تقارنͬ خاصیت دو همسانگردی و همͽنͬ ͬ شود. م دیده بزرگ چرخش های

ریزمقیاس نظریەی اساسͬ فرض های خاصیت، دو این است. طولͬ مقیاس های این در متلاطم

تنها آوریم. بەدست ابعادی تحلیل های با را نتایج از برخͬ ͬ خواهیم م اینجا است. کلموگرف

رژیم، این در ͬ کنند. م مشخص میانͬ طولͬ مقیاس های در را شارشͬ خواص ϵ و ρ کمیت دو

بͽیرید. نظر در را (ℓη ≪ r ≪ L) r اندازەی به چرخش هایی است. بی اهمیت شاره وشͺسانͬ

δuf (r) با را چرخشͬ جریان این به مربوط سرعت کنندەی افت وخیز قسمت  مͺانͬ تغییرات

بستگͬ ϵ و ρ کمیت های به تنها سرعت این شد، گفته بالا در که دلایلͬ به بنا ͬ دهیم. م نشان

ͬ دهد: م زیر شͺل به رابطەای ابعادی تحلیل دارد.

δuf (r) ∼ (ϵr)
۱
۳ .

۱
۳ توان با سرعت نسبی تغییرات قانون، این مطابق است. معروف کلموگرف قانون به رابطە این

مقیاس های در انرژی است. سازگار انرژی آبشار دیدگاه با کلموگرف قانون ͬ کند. م رشد فاصله

ͬ شود م منتقل ͷکوچ مقیاس های به شارش با انرژی این ͬ شود. م تزریق سامانه به بزرگ طولͬ

خارجͬ نیروی اینرسͬ، رژیم در شود. تلف ͷکوچ طولͬ مقیاس های در گرما بصورت نهایتا تا

ͬ شود. م داده جنبشͬ انرژی شار با انرژی شار رژیم این در ندارند. انرژی شار در سهمͬ اتلاف و

زمان بر δu۲
f جنبشͬ انرژی تقسیم از r طولͬ مقیاس در جرم واحد بر انرژی شار صورت این در

با کنید. نگاه بودیم آورده بدست ΠK برای این از پیش که رابطە ای به ͬ آید. م بدست r/δuf
عددی ϵ(r) ∼ ⟨δu۳

f ⟩/r اینرسͬ رژیم در انرژی شار که ͬ شود م دیده کلموگرف قانون به توجه

است. r مقیاس از مستقل و ثابت

تخمین را r اندازەی به چرخشͬ به مربوط رینولدز عدد و ͬ کنیم م استفاده کلموگرف قانون از

چرخشͬ در نوعͬ سرعت های این که به توجه و Rer ∼ rur/ν رابطەی از استفاده با ͬ زنیم. م
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داریم: است، ur ∼ δuf (r) ازمرتبەی r اندازەی به

Rer ∼ Re× (
r

L
)۳,

هم سامانه اصلͬ رینولدز عدد و شده استفاده داشتیم اتلاف نرخ برای که قبلͬ برآورد از آن در که

قرار با بزنیم. تخمین را سامانه کلموگرف  طول ͬ توانیم م اکنون است. Re ∼ L∆ua/ν برابر

از استفاده با .ℓη ∼ L×Re−
۳
۴ با: ͬ شود م برابر چرخش کوچͺترین اندازەی ،Reℓη ∼ ۱ دادن

چرخش کوچͺترین طولͬ مقیاس ،ϵ = (∆ua)
۳/L رابطەی از جانشانͬ و رینولدز عدد تعریف

با: ͬ شود م برابر سامانه

ℓη ∼ (
ν۳

ϵ
)

۱
۴

فرکانس و مشخصه سرعت ،ω۰ ∼ ua/ℓη صورت به چرخش این به مربوط فرکانس تعریف با .

ͬ شود: م برآورد زیر صورت به چرخش کوچͺترین مشخصەی

δuf (r) ∼ ∆ua ×Re−
۱
۴ , ω۰ ∼ ua

L
×Re

۳
۴ .

اتلاف رژیم :ͷکوچ فواصل

این در کنیم. برآورد ͬ توانیم م نیز را ℓη از کوچͺتر طولͬ مقیاس های در δuf (r) بزرگͬ مرتبەی

دهیم: قرار مستقیم ͬ توانیم م اتلاف نرخ مقدار برآورد برای و است مهم اتلاف طولͬ، مقیاس های

ϵ ∼ ν(∇× u)۲ ∼ ν(
δuf (r)

r
)۲,

ͬ آید: م دست به ،ϵ ∼ (∆ua)
۳/L رابطەی با مقدار این مقایسەی با

δuf (r) ∼ ∆ua × (r/L)×Re
۱
۲ , r ≤ ℓη.

ͬ شود: م زیر صورت به بالا نتایج خلاصەی

δuf (r) ∼


∆ua r ≤ L

∆ua × (r/L)
۱
۳ ℓη ≪ r ≪ L

∆ua × (r/L)×Re
۱
۲ r ≤ ℓη.

(۸ .۱۱)
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ͬ شود؟ م عوض زمان با چطور کننده افت وخیز سرعت  شاره، درون مشخص یͷ نقطەی در

همͽنͬ به بنا ͬ دهیم. م نشان δuf (r) = uf (r, t) − uf (r, ۰) صورت به را کمیت این

، T = L/ua مرتبەی از و ͷکوچ زمان های در دارد. بستگͬ زمان به تنها کمیت این مͺانͬ،

در تغییراتͬ L/ua از بزرگتر زمانͬ مقیاس های در ولͬ ͬ شود نم دیدە سرعت در زیادی تغییرات

زمانͬ رفتار شد، ارائه بالا در آنچه مشابه استدلال هایی ͬ شود. م مشاهده ∆ua مرتبەی از سرعت

ͬ دهد: م دست به زیر صورت به را سرعت افت وخیز های

δuf (t) ∼


∆ua(

t
T )

۱
۳ t < T

ثابت t ∼ T

∆ua t≫ T.

(۹ .۱۱)

ریچاردسون قانون ۱۰ .۱۱

ͷکم تلاطم پدیدەی فهم در که است تجربی مشاهدات مهم ترین ͬͺی ریچاردسون تجربی قانون

شارەی در غوطەور ذرات بین فاصله دوم توان میانگین ریچاردسون قانون طبق است. کرده

اگر ͬ کند. م رشد زمان سوم توان با ͬ شوند) م رها متلاطم جو در که بالن هایی (مثلا́ متلاطم

صورت به ریچاردسون قانون دهیم، نشان R با را متلاطم شارش در غوطەور ذرات بین فاصلەی

متلاطم شارش همسانگردی و همͽنͬ فرضیات با که کلموگرف قانون ͬ شود. م ⟨R۲(t)⟩ ∼ t۳

قانون دو ارزی هم اینکه برای دارد. ریچاردسون تجربی رابطەی با مستقیمͬ ارتباط آمد، بەدست

ͬ کنیم: م شروع کلموگرف قانون از زیر صورت به دهیم نشان را ریچاردسون و کلموگرف

d

dt
R(t) ∼ δuf (R) ∼ (ϵR)

۱
۳ ,

به ⟨R۲(t)⟩ ∼ ϵt۳ صورت بە ریچاردسون تجربی قانون رابطە، این طرفین از انتگرال گیری با

از که کلموگرف قانون با آن ترکیب از بپذیریم، را ریچاردسون تجربی قانون اگر ͬ آید. م دست

ͬ رسیم. م ،ϵ انرژی اتلاف نرخ بودن متناهͬ قانون به است، آمده بەدست تقارنͬ اصول

انرژی زمانͬ و فضایی توزیع ۱۱ .۱۱

فوریه مدهای با دارند مختلفͬ اندازەهای که شارش چرخشͬ قسمت های متلاطم، شارش ͷی در
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چطور شارش جنبشͬ انرژی بپرسیم ͬ خواهیم م ͬ شوند. م متناظر دارند مختلفͬ موجهای طول که

با چرخش هایی به مربوط جرم واحد بر جنبشͬ انرژی است. شده توزیع مختلف مدهای بین

متناسب موج طول عکس با که موج عدد ͬ دهیم. م نشان E(λ)dλ با را λ + dλ تا λ اندازەی

کمیت k + dk تا k موج عدد با مدها برای انرژی توزیع عمل در ͬ دهیم. م نشان k با را است

تجمعͬ جنبشͬ انرژی این از پیش ͬ دهیم. م نشان E(k)dk با را آن است. مطالعه برای بهتری

ͬ دانیم م دادەایم. نشان ۱
۲⟨|u

>
K |۲⟩ با را λ از کوچͺتر موج های طول با حرکتͬ مدهای در موجود

است. متناسب δu۲
f (λ) با λ تا ۰ بین اندازە های با چرخشͬ جریان های در شده ذخیره انرژی

داریم: پس
۱
۲
δu۲

f (λ) ∼
∫ λ

۰
E(λ′)dλ′ =

∫ ∞

k
E(k)dk,

فضای در انرژی توزیع باید که ͬ بینیم م بالا رابطەی از ،δuf (λ) ∼ (ϵλ)
۱
۳ رابطەی به توجه با

باشد: زیر شͺل به فوریه

E(k) ∼ ϵ
۲
۳k−

۵
۳ . (۱۰ .۱۱)

یا انرژی زمانͬ توزیع بود. دستیابی قابل بسهولت هم ابعادی آنالیز با اخیر رابطەی که شود توجه

نشان Ē(ω) با را انرژی فرکانسͬ توزیع است. محاسبه قابل انرژی فرکانسͬ توزیع معادل بطور

زیر بصورت انرژی فرکانسͬ توزیع ω ∼ uak و Ē(ω) = E(k) dkdω که آنجا از ͬ دهیم. م

ͬ شود: م

Ē(ω) ∼ (uaϵ)
۲
۳ω− ۵

۳ . (۱۱ .۱۱)

متلاطم شارش آماری خواص ۱۲ .۱۱

کمیات شدید افت وخیزهای با متلاطم شارش شد، اشاره پیشین قسمت های در که همانطور

آماری ͷانیͺم از خواص این ͬˁکم بیان برای ͬ شود. م مشخص سرعت میدان جمله از ͬͺفیزی

ͬ کنیم: م تعریف زیر بەصورت را سرعت میدان nام مرتبەی ساختار تابع ͬ شود. م گرفته ͷکم

Sn(δu, r, t) = ⟨(δu · r)n

rn
⟩, (۱۲ .۱۱)
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۳۰۹ متلاطم شارش آماری خواص ۱۲ .۱۱

هم از که فضاست از نقطە دو در شارش سرعت اختلاف ،δu = u(r, t)− u(۰, t) آن در که

کنندەی افت وخیز میدان از کاملͬ اطلاعات این که برای ریاضͬ، نظر از هستند. دور r اندازەی به

ساختار تابع مراتب تمام اگر باشیم. داشته را ساختار تابع مراتب تمام باید باشیم داشته سرعت

این عکس آوریم. دست به را P (δu, r, t) احتمال توزیع تابع آنها از ͬ توانیم م باشیم،  داشته را

مثال طور به کمیات، تمامͬ میانگین توزیع، تابع داشتن دست در با است، درست هم موضوع

ͬ شود: م محاسبه زیر بەصورت f دلخواه تابع میانگین

⟨f(δu, r)⟩ =
∫
dδudrf(δu, r)P (δu, r, t).

که طوری به است ریزمقیاس روش های با ساختار توابع یافتن تلاطم، متخصصان نهایی آرزوی

باشند. سازگار هم تجربی نتایج با

علاوه همسانگردی، و همͽنͬ شرایط اعمال و ناویە⁃استوکس معالەی از شروع با کلموگرف

میدان ساختار توابع  ͬ تمام است توانسته قبلͬ، قسمت  در شده گفته نتایج و خصوصیات بر

خوانندەی و کنیم اشاره آن نهایی نتایج به تنها دهید اجازه آورد. بەدست را متلاطم شارش سرعت

به بنا بͽیرید. نظر در را P (δu, r) احتمال توزیع تابع ͬ دهیم. م ارجاع مراجع به را علاقەمند

توزیع تابع برای را P (δu, r) صورت به شͺلͬ انتظار اینرسͬ، رژیم در شارش بودن همسانگرد

رابطەی در توزیع تابع ͬ رود م انتظار باشیم، داشته زمان وارونͬ تقارن که صورتͬ در داریم.

تابع وابستگͬ مقیاس ، تغییر تحت ناوردایی همچنین کند. صدق P (δu, r) = P (−δu, r)

ͬ دهد: م تقلیل زیر صورت به را متغیرهایش به توزیع

P (δu, r) =
۱
δu
f(
δu

rh
),

نتیجەی اینرسͬ، رژیم در است. نامشخص نمای ͷی h و دلخواه تابع ͷی f(x) آن در که

۳ مرتبەی ساختار تابع برای و S۲ ∼ r
۲
۳ بەصورت ۲ مرتبەی ساختار تابع برای کلموگرف

اتلاف مقدار بودن متناهͬ مهم، نتیجەی دو این که کنید دقت ͬ شود. م S۳ ∼ − ۴
۵ϵr بەصورت

در ساختار توابع تمامͬ برای کلموگرف نتیجەی ͬ دهند. م بەدست را ریچاردسون تجربی قانون و

است: زیر صورت به اینرسͬ رژیم

Sn ∼ (ϵ/r)
n
۳ .
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متلاطم شارش ۱۱ ۳۱۰

بر علاوه است. حصول قابل سهولت به و ابعادی تحلیل ͷی با نتیجە این که کنید دقت

دیͽر مهم بسیار نتیجەی ͷی کلموگرف نظریەی شد، اشاره آن به بالا در که خوبی دست آوردهای

این شدن صفر غیر ͬ شود. م ϵ با متناسب و صفر غیر سرعت، سوم توان همبستگͬ تابع دارد. هم

.P (δu, r) ̸= P (−δu, r). یعنͬ است زمان وارونͬ تقارن شͺست معنای به همبستگͬ، تابع

زمان وارونͬ تقارن است، ناویه⁃استوکس معادلەی η → ۰ حد که اویلر معادلەی که کنید توجه

دارد. را

و اتلاف شدن متناهͬ توصیف در بزرگͬ موفقیت  کلموگرف نظریەی که است درست

اندکͬ ساختار، توابع برای n
۳ توان پیشͽویی ولͬ است داشته تلاطم از کیفͬ تصویری ارائەی

کاملͬ نظر اتفاق هنوز که جدید رهیافت های دارد. اختلاف n > ۳ برای تجربی واقعیت های با

تاریخͬ صورت به تلاطم، که کنید دقت دارند. کلموگرف نتایج بهبود در سعͬ نیست، آنها روی

تلاطم، بودن  ͬ بحران بود. کرده جلب خود به را فیزیͷ دانان توجه که است  ͬ بحران سامانەی اولین

در بحرانͬ فاز گذار مشابه نیز اینجا در ͬ شود. م ناشͬ اینرسͬ رژیم در آن بودن مقیاس بدون از

تابع ͬ گیرد، م مختصات از همͽن و توانͬ شͺلͬ همبستگͬ تابع که ͬͺترمودینامی سامانەهای

در کلموگرف نظریەی نتایج که دارند اعتقاد گروهͬ است. همͽن تابعͬ سرعت میدان ساختار

گذار به مربوط بحرانͬ پدیدەهای در متوسط میدان نظریەهای که است موفقیت هایی مشابه تلاطم

نیست قادر متوسط میدان نظریەی ͬ شود، م بحرانͬ سامانه که پیوسته فازهای گذار در دارند. فاز

با بازبهنجارش گروه نظریەی سامانەها این در بیاورد. حساب به را افت وخیزها کامل سهم تا

به درستͬ به را بحرانͬ نقطەی جهانͬ رفتار ͬ تواند م مقیاس، بدون افت وخیزهای گرفتن نظر در

است. خالͬ همچنان متلاطم سامانەهای در توصیفͬ چنین جای ͬ رسد م نظر به دهد. دست
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۳۱۱ پرسش ها

پرسش ها

قسمت دو مجموع صورت به را شارشͬ میدان پایا، حالت جواب پایداری مطالعەی برای ۱ .۱۱

به ͬ توان م را جنبشͬ انرژی تغییرات نرخ که دهید نشان گرفتیم. نظر در نوسانͬ و پایا

نوشت: زیر صورت
d

dt

∫
d۳r

u1
۲

۲
= T − ۱

Re
D,

آن در که

T = −
∫
d۳ru۱iu۱j∂ju۰i,

و

D =

∫
d۳r(∂ju۱i)

۲.

است؟ متلاطم ͬ شود، م پخش هوا در که سیͽار دود آیا ۲ .۱۱

کنید. بازنویسͬ Ω(r, t) = ∇ × u(r, t) میدان برای را ناویە⁃استوکس معادلەی ۳ .۱۱

این در پخش ضریب است. جدید میدان برای پخش معادلەی شبیه آمده بەدست معادلەی

چیست؟ دهندەی نشان معادلە

کره، اطراف آرام جریان برای کم رینولدز عدد شرط که دادیم  نشان ؟ فصل ؟ مسألەی در ۴ .۱۱

آن به که لایه، این بزرگͬ مرتبەی دارد. صحت کره حول متناهͬ لایەی ͷی برای تنها

بزنید. تخمین هواپیما ͷی و اتومبیل ͷی فوتبال، توپ برای را ͬ شود م گفته مرزی لایەی
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۱۲
،ͬͺتریͺال محیط های در شارش

ͷتروکینتیͺال

شارش معمولا  مسائل این در است. ͷتروکینتیͺال بحث موضوع ͬͺتریͺال محیط های در شارش

قرار هستند، محلول شارە آن در که متحرک آزاد بار های از مجموعەای و باردار مرز های تاثیر تحت

شاره مماسͬ حرکت با ͷتروکینتیͺال مسائل که ͬ شود م دیده پرکاربرد تر، موارد مطالعە با دارد. 

ͬͺتروکینتیͺال سیستم های از مختلفͬ مثال های است.  مستقیم ارتباط در باردار مرز های ͷنزدی

دانەهای زیرا است، ͬͺتریͺال سامانەی ͷی آب در محلول رس خاک دارد . وجود طبیعت در

مقادیر ͬ شوند، م توزیع میͺرومتری ده چند تا نانومتر چند اندازەهای از که رس خاک سازنده

ذرات حرکت یا رس خاک الͺتروفورسیس ͬ کنند. م حمل خود با منفͬ ͬͺتریͺال بار توجهͬ قابل

مشاهدات ͬ ترین قدیم از ͬͺی خارجͬ، ͬͺتریͺال میدان اعمال اثر در آب در محلول رس خاک

است. ͷتروکینتیͺال پدیدەهای

به طریق این از که آزادی یونهای و درآمده یونیزه بصورت آبی محیط های در عموما نمͷ ها

به شده اعمال ͬͺتریͺال نیروهای داشت. خواهند همراه به را جالبی اثرهای ͬ شود، م افزوده آب
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ͷتروکینتیͺال ،ͬͺتریͺال محیط های در شارش ۱۲ ۳۱۴

در موجود یونهای دیͽر جانب از چه خارجͬ ͬͺتریͺال میدان های طریق از چه ،ͬͺتریͺال بارهای

سلولͬ درون شارش ͬ دهند. م قرار تاثیر تحت را شارشͬ جریانهای و شده منتقل شاره به سامانه،

فیلامنت های میͺرولولەها، ،DNA دی ان ای هستند. مسائل قبیل این از جالبی نمونەهای خون و

درون شارش های و هستند ͬͺتریͺال بار دارای سلول درون معلق ماکرومولͺولهای دیͽر و اکتین

از مستقیم بەصورت ضروری اند، آن  ͬ حیات فعالیت های انجام و سلول بقای برای که سلولͬ

ͬ پذیرند. م تاثیر ͬͺتریͺال نیروهای

پدیدەهای در که مهم اند اثر سه گرمایی، افت وخیزهای و ͷهیدرودینامی ،ͬͺتریͺال نیروهای

سەشاخەی به مربوط معادلات ،ͷفیزی از شاخە این در سبب، این به دارند. نقش ͷتروکینتیͺال

کاملͬ شرح تا ͬ شوند م ترکیب هم با آماری ͷانیͺم و ͷهیدرودینامی ،ͷتروستاتیͺال ،ͷفیزی مهم

ͷانیͺم مسأله، پیچیدەی قسمت های از ͬͺی شود. ارائه شده، داده رخ ͬͺفیزی پدیدەهای از

نیروهای بودن بلندبرد سبب به سامانەها این آماری ͷانیͺم است. ͬͺتریͺال سامانەهای آماری

از استفاده با ͬ دهند. نم تحلیلͬ صورت به را مسأله دقیق و کامل مطالعەی اجازەی ،ͬͺتریͺال

معادلات به را ما سادەسازی این کرد. ساده ͬ توان م را مسأله قسمت این متوسط، میدان تقریب

متوسط میدان تقریب در محاسبات تمام نوشتار، این در ͬ رساند. م پوآسون⁃بولتزمن تلفیقͬ

ولͬ دارد، را پدیدەها از بسیاری توصیف در زیادی موفقیت های نظریه این هرچند ͬ شود. م انجام

شدن (مچاله کننده افت وخیز ͬͺتریͺال محیط های در همنام بارهای ربایش مثل اتفاقات برخͬ

نظر به هستند.  ͬ نشدن توصیف نظریە این قالب در اکتین)، رشتەهای شدن متجمع و DNA

است. مسأله حل راه تنها رایانەای شبیەسازی موارد، این در ͬ رسد م

که ͷتروکینتیͺال پرکاربرد موضوع چند به مختصر صورت به ͬ کنیم م سعͬ نوشتار، این در

کنیم. اشاره الͺتروفورسیس و استریمینگ پتانسیل فورسیس، از الͺترواسموسیس، عبارتند

ͬͺتریͺال دولایەی و باردار سطوح ۱ .۱۲

دارند. ͷتروکینتیͺال مسائل در اساسͬ نقش دارند، سطحͬ ͬͺتریͺبارال که مرز هایی و سطوح

قرار یونͬ محلول های مجاورت در که سطوحͬ و مرزها تا ͬ شوند م باعث متنوعͬ سازوکار های

محلول شیمیایی خواص دیͽر PHو غلظت، عموما کنند. کسب خالص ͬͺتریͺال بار ͬ گیرند، م
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۳۱۵ ͬͺتریͺال دولایەی و باردار سطوح ۱ .۱۲

در را ͬ آمید پل غشای ͷی مثال عنوان به دارند. سطحͬ ͬͺتریͺال بار میزان و نوع در مهمͬ نقش

وجود −NH۲ آمین بازی و −COOH کربوکسیل اسیدی گروههای غشا، روی بͽیرید. نظر

این ͬ شود. م تولید غشا روی (منفͬ) مثبت سطحͬ خالص بار (زیاد)، کم خیلͬ PH در دارند.

های PH در ͬ شوند. م ایجاد محلول با بازی و اسیدی گروههای واکنش از ͬͺتریͺال بارهای

سطح روی دو هر منفͬ و مثبت بار های ،Isoelectric point به موسوم نقطەی در و میانͬ

بود. خواهد صفر سطحͬ بار میانگین ولͬ دارند وجود

در محلول آزاد ͬͺتریͺال بارهای پیͺربندی از شدەای سادە نسبتا تصویر ایستا، حالت در

(از ͷباری بسیار ناحیەای در و صفحه مجاورت در کرد. ارائه ͬ توان م باردار صفحەی مجاورت

موسوم لایەی این ͬ کنند. در م تجمع است، سطح بار مخالف بارشان از که بار هایی اتمͬ)، مرتبه

سبب به هستند، بزرگتر مولͺولͬ گروهای و یونها از متشͺل که ناهمنام بارهای اشترن، لایەی به

مقید سطح به قویا غیره) و کووالانسͬ هیدروژنͬ، (پیوند های ͬͺتریͺال غیر و ͬͺتریͺال نیروهای

اشترن، لایەی از بعد کند. خنثͬ را سطح خالص بار که نیست میزانͬ به اشترن ناحیەی بار هستند.

گرمایی افت وخیز های که ͬ گیرند م قرار سطح مخالف بار با سطح) به مقید (غیر آزاد یونهای

و سطح) به جذب به (تمایل ͬͺتریͺال جاذبەی نیروی بین رقابت از لایە این ضخامت دارند. 

در که مخالفͬ خالص بار ͬ شود. م تعیین سطح) از گریز و افت وخیز به (تمایل آنتروپی اثر های

سطحͬ بار موثر بصورت که است میزانͬ به ͬ شود، م جمع دیفیوزی لایەی به موسوم لایەی این

خود و کردەاند اجتماع مخالف بار های که ناحیە ای مجموعەی ͬ کند. م خنثͬ را صفحه روی

ͬ شود. م گفته ͬͺتریͺال دولایەی آن به که ͬ سازد م ͬͺتریͺال ساختار ͷی سطح،

عموما ͬ کند. م دشوار بسیار را آن تجربی یا نظری مطالعەی اشترن، لایەی کم بسیار ضخامت

قسمت روی ͬͺتریͺال پتانسیل مقدار است. سطح از جزیی اشترن لایەی کرد فرض ͬ توان م

از تا ناگزیریم معمولا است. معروف ζ پتانسیل به و است اندازەگیری قابل اشترن لایەی خارجͬ

ͬͺتریͺال دولایەی ضخامت میزان بͽیریم. نظر در سطح پتانسیل از تقریبی معیاری عنوان به ζ

 ͬ پیچیدگ و اساسͬ هدف است. یونها چͽالͬ و سطحͬ بار میزان مثل مختلفͬ عوامل تاثیر تحت

این ͬͺفیزی خواص و ͬͺدینامی رفتار به هستیم، مواجه آن با ͬͺتریͺال مسایل در که عمدەای

ͬ شود. م مربوط مسایل در دولایه

کلͬ قالب دو در ͬ توان م را ͷتروکینتیͺال مسائل مرز ها، و شاره حرکت گرفتن نظر در با
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ͷتروکینتیͺال ،ͬͺتریͺال محیط های در شارش ۱۲ ۳۱۶

باعث خارجͬ میدان و است ساکن شاره رسوب، یا الͺتروفورسیس مانند مسایلͬ در گنجاند.

حرکت شاره و ساکن باردار مرز های دوم، نوع مسائل در ͬ شود. م (کلویید ها) مرزها حرکت

بعدی، قسمت در هستند. دسته این مثال های از پتنشیال استریمینگ و اسموسیس الͺترو ͬ کند. م

را مسايل از برخͬ ادامه در و نوشته را ͬͺتریͺال سامانەهای بر حاکم ͬͺدینامی اساسͬ معادلات

ͬ کنیم. م بررسͬ

حرکت معادلات ۲ .۱۲

حرکت معادلات کلوئیدهاست، حرکت مختص ≫Reکه ۱ حد در و ناپذیر تراکم شارش برای

زیرند: صورت به شاره

η∇۲u(r)−∇p(r) + f(r) = ۰, ∇ · u(r) = ۰,

که ͬͺتریͺال نیروی و شدەاند داده نشان p(r) و u(r) با شاره فشار و سرعت میدان آن در که

شارەی بعد به این از سهولت، برای است. شده داده نشان f(r) با ͬ شود م وارد شاره به یونها توسط

محدود داریم، هم مخالف بار های با ظرفیتͬ تک یون نوع دو آن در که متقارن حالت به را یونͬ

با نمͷ هایی به فرمول بندی تعمیم ͬ کند. م دسته این در آب در طعام ͷنم محلول مثلا ͬ کنیم. م

و مثبت یونهای غلظت از یونها بر وارد ͬͺتریͺال نیروی ندارد. خاصͬ پیچیدگͬ بالاتر، ظرفیت

ͬ آید: م بەدست زیر صورت به ψ(r) ͬͺتریͺال پتانسیل و ͬ شوند م داده نشان n±(r) با که منفͬ

f(r) = −e(n+(r)− n−(r))∇ψ(r),

ͷتروستاتیͺال معادلەی در ͬͺتریͺال پتانسیل است. الͺترون ͬͺتریͺال بار اندازەی e > ۰ آن در که

ͬ کند: م صدق زیر صورت به

∇۲ψ(r) = − e

ϵϵ۰
(n+ − n−).

ͬͺتریͺال نیروهای گرمایی(دیفیوژن)، افت وخیزهای سبب به شاره، در غوطەور ͬͺتریͺال بارهای

است: زیر صورت به یونها جریان چͽالͬ ͬ شوند. م جاری همرفت، و

j± = −D∇n± + n± × µ× (∓e∇ψ) + n±u,
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۳۱۷ حرکت معادلات ۲ .۱۲

و ͬͺتریͺال نیروهای از ناشͬ سوق جریان دوم جملەی دیفیوژن، سهم اول جملەی آن در که

دارند، پایا حالت که مسائلͬ مورد در است. شاره توسط یونها همرفت از ناشͬ سهم آخر جملەی

ͬ کنند: م صدق زیر صورت به پیوستگͬ معادلەی در یونها جریان

∇ · j± = ۰.

به مربوط مرزی شرایط و باردار صفحات به مربوط مرزی شرایط همراه به بالا اساسͬ معادلات

ͬ آورند. م فراهم را ͷتروکینتیͺال مسائل بررسͬ برای کلͬ چارچوب خارجͬ، میدان های

بزرگͬ مرتبەی برآورد

باشیم. داشته کمیات بزرگͬ مرتبەی از برآوردی ،ͬͺدینامی معادلات بررسͬ از پیش است بهتر

شͺل کروی باردار کلوئید ͷی اطراف شارش مطالعەی نظر، مورد ͬͺتریͺال مسالەی کنید فرض

زیرند: بصورت دخیل کمیات بزرگͬ مرتبەی الͺتروفورسیس). (مسالەی باشد a شعاع به

ϵϵ۰ ∼ ۸۰×۸٫۸۵×۱۰−۱۲, a ∼ ۱۰−۶m, kBT ∼ ۰٫۰۲eV, η ∼ ۱۰−۳Pas.s, e ∼ ۱۰−۱۹C,

داریم: مولار میلͬ ͷی غلظت با یونͬ محلول برای و

nb ∼ ۱mM = ۱۰−۳ ۶٫۰۲ × ۱۰۲۳

۱lit
∼ ۱۰۲۳m−۳,

و

v۰ ∼ ۱۰−۴ m

s
, λDH ∼ ۱۰−۸m, P e ∼ ۰٫۱

داریم: بͽیریم، aion ∼ ۱nm با برابر را یونها شعاع اگر یونها، موبیلیتͬ تخمین برای

µ ∼ ۱
۶πηaion

∼ ۱
۱۰ × ۱۰−۳ × ۱۰−۹ ∼ ۱۰۱۱.

ͷاستاتی حالت

نامتناهͬ صفحەی ͷی مجاورت در که بͽیرید نظر در را nb یونͬ چͽالͬ با متقارن یونͬ محلول
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ایستا حالت به مساله این خارجͬ، میدان غیاب در ͬ شود. م داده قرار qs سطحͬ بار با باردار

شود: حل باید زیر معادلەی صفحه، مجاورت در بار ها توزیع مطالعەی برای ͬ رسد. م

∇۲ψ = ۲
enb
ϵϵ۰

sinh(
eψ

kBT
), ϵϵ۰n̂ · ∇ψ|S = −qs, (۱ .۱۲)

در بارها جریان  و شاره سرعت دادن قرار صفر با بالا معادلە .D = µkBT دادەایم قرار آن در که

صفحه از فاصله به تنها پتانسیل مساله، تقارن به توجه با است. آمده دست به ͬͺدینامی معادلات

معادلەی آمده، دست به دیفرانسیل معادلەی ͬ دهیم. م نشان z با را  صفحه از فاصله دارد. بستگͬ

و eψ ≪ kBT کنیم:  فرض ابتدا دهید اجازه معادلە این حل برای ͬ شود. م نامیده گوی⁃چپمن

در که ͬ شود م ψ′′ = λ−۲
DHψ بصورت شده خطͬ معادلەی صورت این در کنیم. خطͬ را معادله

خطͬ معادلەی به است. دبای⁃هاکل مشخصەی طول λDH =
√
(ϵϵ۰kBT )/(۲e۲nb) آن: 

است: زیر فرم به معادلەی این حل ͬ شود. م گفته دبای⁃هاکل معادلەی نیز آمده دست به شدە

ψ = ψse
−z/λDH ,

برحسب را أن ͬ توانیم م مرزی، شرط اعمال با که است سطح روی پتانسیل ψsمقدار پاسخ این در

که است مشخصەای طول دبای⁃هوکل، طول که ͬ شود م دیده کنیم. بازنویسͬ سطحͬ بار چͽالͬ

توجەای قابل میزان به پتانسیل و ͬͺتریͺال بار صفحه، مجاورت در و ضخامت آن به ناحیەی در

است. دیفیوزیو ناحیەی ضخامت از معیاری طول، این واقع در است. صفر غیر

کم) سطحͬ بار با (متناظر ͷکوچ خیلͬ سطحͬ پتانسیل های در تنها هاکل دبای نظریەی

بیشتری دقت با گوی ⁃چپمن اصلͬ معادلەی تا است لازم بزرگ، پتانسیل های در و دارد صحت

این برای دقیق پاسخͬ مساله، این در ما نظر مورد هندسەی برای خوشبختانه شود. بررسͬ

که ͬ شود م ملاحظه گوی⁃چپمن دیفرانسیل معادلە دقیق پاسخ بررسͬ با دارد. وجود معادله

ثابت عدد به پتانسیل سطحͬ مقدار بزرگ)، سطحͬ بار با (متناظر بزرگ خیلͬ پتانسیل های در

دارد. وجود ͬͺتریͺال پتانسیل در اشباع اثر نوعͬ و ͬ کند م میل ۴kBT/e

ͷتروکینتیͺال مسائل در ͬͺتریͺال دولایەی ساختار از خوبی اطلاعات بالا ایستای جواب

از بار شعاع که حدی در شود، جایͽزین کروی بار ͷی با باردار صفحەی اگر مثلا ͬ دهد. م

لایەی دو برای صفحه کنار ͬͺتریͺال دولایەی تصویر همچنان است، کوچͺتر بسیار دبای طول
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۳۱۹ پتنشیال استریمینگ ۳ .۱۲

برخͬ بررسͬ برای بالا سادەی تصویر از ادامه در بود. خواهد استفاده قابل هم کره کنار ͬͺتریͺال

شد. خواهد استفاده ͬͺدینامی مثال های

پتنشیال استریمینگ ۳ .۱۲

مطالعەی برای آن از که است پتنشیال استریمینگ الͺتروکینتیͷ، موضوع پرکاربرد مسایل از ͬͺی

که بͽیرید نظر در را کانالͬ ͬ شود. م استفاده آنها سطحͬ بار گیری اندازەی و سطوح خواص

به فشار اختلاف اعمال با است. شده ساخته ما نظر مورد غشای یا سطح توسط آن دیوارەهای

جریان، این شد. خواهد برقرار کانال طول در پوآزوی نوع از جریانͬ کانال، این درون یونͬ شارەی

وصل شارە مخزن دو به که کانال دوسوی بین ͬͺتریͺال پتانسیل اختلاف و کرده جابجا را یونها

هدف ندارند. خارجͬ ارتباط هم به ͬͺتریͺال نظر از اشاره، مورد مخزن دو ͬ شود. م ایجاد هستند،

ͬͺتریͺال خواص به شده تولید ͬͺتریͺال میدان معادل طور به یا پتانسیل اختلاف میزان بررسͬ

است. سطح

پتانسیل با باردار صفحەی ͷی کنیم. سادەتر را مساله موضوع، این بررسͬ برای دهید اجازه

جریان ͷی کنید فرض است. تماس در یونͬ شارەی با سو ͷی از که بͽیرید نظر در را ζ سطحͬ

شود؟ تولید ͬͺتریͺال میدان ͷی مساله این در داریم انتظار آیا داریم. صفحه این بالای ساده برشͬ

این دهیم اجازه بͽیریم، اصلͬ مسالەی معادل نوعͬ به را شده ساده مسالەی بتوانیم اینکه برای

واقعͬ، مسالەی در کنیم. اضافه مفروضات به را برسد ایستا حالت به بار ها حرکت باید که فرض

القایی ͬͺتریͺال میدان صورت این در ͬ کند. م تضمین را بارها ایستای حالت مخازن، به اتصال

بفهمیم. را مساله این در ͬͺتریͺال میدان تولید سازوکار ͬ توانیم م سادگͬ به داشت. خواهد وجود

منفͬ بار مقداری باشیم، نداشته شارشͬ اگر است. مثبت صفحه بار کنید فرض سهولت برای

محلول آن خارج و ͬ شود م جمع صفحه این بالای دبای طول اندازەی به ضخامتͬ درون خالص

درون منفͬ بار ها ی از همرفتͬ جریانͬ تا ͬ شود م باعث شاره شارش است. خنثͬ تقریبا یونͬ

خالص جریان این پایا، حالت در که آنجا از شود. برقرار شاره جریان با همراستای دبای لایەی

را همرفتͬ جریان که صورتͬ به ͬ شود م القا ͬͺتریͺال میدان ͷی یابد، استمرار نیست قرار بار

دبای لایەی اگر باشد. شارش راستای در باید شده القا ͬͺتریͺال میدان مورد، این در کند. خنثͬ
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قوی تر دبای لایەی خارج آزاد (یون های) بار های روی ͬͺتریͺال میدان اثر بͽیریم، نازک خیلͬ را

(موافق) مخالف راستای در را (مثبت) منفͬ آزاد یونهای میدان این ͬ شود. م دیده توجەتر قابل و

شارش خلاف راستای در که منفͬ بارهای خالص جریان درنتیجه، ͬ دهد. م حرکت شارش جهت

اندازەی ͬ توانیم م شرط این با کند. خنثͬ را اولیه همرفتͬ جریان که است آن قدر ͬ شود، م تولید

آوریم. بدست هم را شده القا ͬͺتریͺال میدان

x̂ راستای در برشͬ شارش کنید فرض ͬ دهیم. م نشان z با را صفحه بر عمود راستای

اندازەی است. شاره برش اندازەی γ آن در که باشد برقرار صفحه بالای u = γzx̂ بصورت

بالای شارەی ضخامت و Ly ≫ λDH با را شارش) جهت بر (عمود ŷ راستای در صفحه

با: است برابر بار ها همرفتͬ جریان ͬ دهیم. م نشان Lz ≫ λDH با را صفحه

Lyeγ

∫ Lz

۰
(n+ − n−)zdz,

صورت به همرفتͬ جریان صفحه، کنار بار توزیع برای دبای⁃هاکل تقریبی نتایج جایͽزاری با

با داریم. E اندازەی با شده القا ͬͺتریͺال میدان کنید، فرض اکنون ͬ شود. م −Lyγϵϵ۰ζλ
−۲
DH

است برابر دبای ناحیەی خارج در میدان این با متناظر یونͬ جریان دبای، لایەی از کردن صرفنظر

حالت به رسیدن برای نتیجه در کنند. خنثͬ را همدیͽر باید جریان دو این .۲LyLze۲µnbE با:

با: ͬ شود م برابر شده القا ͬͺتریͺال میدان ایستا

E =
γζλ۲

DH

LzµkBT
x̂.

الͺترواسموسیس ۴ .۱۲

الͺترواسموسیس مسالەی به خارجͬ ͬͺتریͺال میدان توسط باردار مرز های کنار شارش تولید

E = خارجͬ ͬͺتریͺال میدان اکنون بͽیرید. نظر در را قبلͬ باردار صفحەی است. معروف

توجه با آوریم. دست به را شده تولید سرعت میدان ͬ خواهیم م ͬ کنیم. م اعمال مساله به E∞x̂را

کردن صرفنظر با بود. خواهد u = u(z)x̂ شͺل به سرعت میدان آن، تقارن و مساله هندسەی به

ͬ شوند: م زیر صورت به ͬͺتریͺال پتانسیل معادلەی و شارش ͬͺدینامی معادلەی فشار، میدان از

ηu′′ = −e(n+ − n−)E∞, ψ′′ = − e

ϵϵ۰
(n+ − n−).
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۳۲۱ الͺتروفورسیس ۵ .۱۲

با ͬ رسیم. م شارش میدان برای u′′ = (ϵϵ۰/η)E∞ψ
′′ معادلەی به معادله، دو این ترکیب با

دبای⁃ پاسخ جایͽزاری با و u = (ϵϵ۰/η)E∞(ψ − ζ) رابطەی به معادله این از انتگرالͽیری

داشت: خواهیم هاکل

u = (ϵϵ۰/η)E∞ζ(e
−z/λDH − ۱).

نازک لایەی ͷی از پس و صفحه از شدن دور با که ͬ شود م دیده آمده بدست سرعت میدان از

اگر الͺترواسموسیس، مسالەی مورد در ͬ رسد. م خود یͺنواخت و حدی مقدار به شارش دبای،

لغزشͬ شرط در شارش که ͬ رسد م نظر به کنیم، نگاه دبای طول از بزرگتر طولͬ مقیاس های در

ͬ کند. م صدق باردار سطح کنار

الͺتروفورسیس ۵ .۱۲

خارجͬ ͬͺتریͺال میدان از ناشͬ نیروهای اثر در ،ͬͺنم محلولهای در معلق باردار کلوئیدهای

سرعت اندازەی وابستگͬ به توجه با ͬ شود. م گفته الͺتروفورسیس پدیدە، این به ͬ کنند. م حرکت

عنوان به الͺتروفورسیس آزمایش از آنها، سطحͬ پتانسیل مقدار و کلوئید ها اندازەی به حرکت

اندازەی به شͺل کروی کلوئیدی ͬ شود. م استفاده کلوئیدها اندازەسنجͬ برای تجربی روش ͷی

تک ͷنم حاوی آبی محلول ͷی درون کلوئید این بͽیرید. درنظر را Q سطحͬ کل بار و a

حالت بررسͬ و است معادلات کردن سادەتر برای ظرفیتͬ، تک ͷنم (انتخاب است ظرفیتͬ

یونهای و شده یونیزه آب در طعام، ͷنم مثل ظرفیتͬ، تک ͷنم ندارد). خاصͬ پیچیدگͬ ͬ تر کل

میدان اعمال با ͬ کنند. م ایجاد را (e = ۱٫۶ × ۱۰−۱۹C) الͺترون تک بار با منفͬ و مثبت

رابطەای کردن پیدا ما هدف ͬ کند. م حرکت Usẑ پایای سرعت با کلوئید ،E ẑ خارجͬ ͬͺتریͺال

است. کلوئید سرعت برای

چͽالͬ ،η شاره وشͺسانͬ از: عبارتند هستند مهم  کلوئید حرکت در که شاره از خصوصیاتͬ

و یونها دیفیوژن ضریب ،kBT محیط گرمایی انرژی ،ϵϵ۰ محیط ͷتریͺدی ال ثابت ،ρ شاره

آنها و برابر هم با را یون دونوع هر موبیلیتͬ و دیفیوژن ضریب سهولت برای یونها. موبیلیتͬ

از پیش دارد. شارش رفتار در اساسͬ نقشͬ نیز غلظت ͬ دهیم. م نشان µ و D با ترتیب به را

توزیع محلول سرتاسر در یͺنواخت بصورت ͷنم ،ͬͺتریͺال میدان اعمال و کلوئید کردن وارد
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ͷتروکینتیͺال ،ͬͺتریͺال محیط های در شارش ۱۲ ۳۲۲

ͬ دهیم. م نشان nb با را یͺنواخت حالت این غلظت که ͬ شود م

بعد بدون دستگاه

برای کنیم. بازنویسͬ بعد بدون واحدهای دستگاه در را آنها است بهتر معادلات، حل از پیش

و طول برای طبیعͬ انتخاب ͬ دهیم. م تشخیص را مسأله مشخصەی کمیت های ابتدا منظور این

زیرند: قرار به مشخصە پتانسیل

مشخصه طول ∼ a, مشخصه پتانسیل ∼ kBT

e
,

ͬ کنیم: م عمل زیر صورت به ،v۰ مشخصەی سرعت تعیین برای

ηav۰ × a ∼ گرمایی) ۲(انرژی

ͬͺتریͺال انرژی
∼ (kBT )

۲

e۲/(ϵϵ۰a)
,

ͬ اید: م دست به آنجا از که

v۰ ∼ ϵϵ۰

ηa
(
kBT

e
)۲,

ͬ شود: م زیر صورت به هم مشخصه نیروی اکنون

مشخصه نیروی ∼ ηav۰.

شد: خواهد استفاده هم زیر بعد بدون اعداد از ادامە در بالا، مشخصەی کمیات بر علاوه

Pe =
ϵϵ۰kBT

e۲ηµ
, λ۲

DH =
ϵϵ۰kBT

۲e۲nb
,

x =
aeE
kBT

, q =
eQ

۴πϵϵ۰a

۱
kBT

,

δ =
λDH
a

.

بعد بدون معادلات

بعد بدون متغیر های حسب بر را روابط تمامͬ ͬ توانیم م مشخصه، کمیات برای بالا تعاریف با

روابط، نشدن شلوغ برای کنیم. بازنویسͬ مربوطه) مشخصەی کمیت بر تقسیم اصلͬ (متغیر 
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۳۲۳ δ ≫ ۱ حالت ۶ .۱۲

برای قبلͬ نمادهای از هم باز و ͬ کنیم نم استفاده بعد بدون متغیرهای برای جدیدی نماد های از

ͬ کنیم: م استفاده جدید بعد بدون متغیر های

∇۲u−∇p+∇۲ψ∇ψ = ۰, ∇ · u = ۰ (۲ .۱۲)

∇۲ψ = −δ−۲(n+ − n−), (۳ .۱۲)

Peu · ∇n± = ∇ · (∇n± ± n±∇ψ), (۴ .۱۲)

مرزی: شرایط

−∂nψ(r = ۱) = q, u(r = ۱) = ۰, n̂ · (∇n± ± n±∇ψ)(r = ۱) = ۰,

u(r → ∞) = −Usẑ, n±(r → ∞) = ۱, −∇ψ(r → ∞) = xẑ,

کردەایم. بعد بدون nb با را یونها غلظت روابط، این در که کنید دقت

به δ ≪ ۱ و δ ≫ ۱ حدی حالت دو در را آنها حل معادلات، بودن پیچیده به توجە با

ͬ کنیم. م بررسͬ جداگانه صورت

δ ≫ ۱ حالت ۶ .۱۲

ͬͺتریͺال نیروی جملەی نتیجه در و شده صفر ۳ .۱۲ رابطەی راست سمت حالت، این در

و ͬͺتریͺال اثرهای بین جفت شدگͬ ،Pe ≪ ۱ حد در ͬ شود. م حذف ۲ .۱۲ رابطەی از هم

و ͬͺتریͺال مسألە ی دو با صورت این در ͬ رود. م بین از کاملا ۴ .۱۲ رابطەی در ͬͺهیدرودینامی

خارجͬ میدان در ساکن کرەای ͬͺهیدرودینامی قسمت در هستیم. روبرو مستقل ͷهیدرودینامی

ͬ شود: م کره بر وارد ͬͺهیدرودینامی نیروی استوکس قانون از دارد. قرار یͺنواخت

fH = −۶πUsẑ.

میدان جانب از باردار کرەی بر وارد ͬͺتریͺال نیروی است، ساده هم مسأله ͬͺتریͺال قسمت
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ͷتروکینتیͺال ،ͬͺتریͺال محیط های در شارش ۱۲ ۳۲۴

ͬ شود: م خارجͬ

f e = xẑ.

ͬ شود: م کره سرعت آنجا از و fH + f e = ۰ پس است، ساکن کره چون

Us =
Q

۶πηa
E ,

سطحͬ پتانسیل اکنون است. شده گرفته نظر در کمیات ͬͺفیزی بعد رابطە، این در که کنید دقت

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را کره

ζ =
Q

۴πϵϵ۰a
,

داریم: ͬ شود، م زیر صورت به الͺتروفورسیس موبیلیتͬ صورت این در

M(δ → ∞) =
Us
E

=
۲
۳
ϵϵ۰

η
ζ.

ͬ آید. م بەدست آزمایش از مستقیم بەصورت که است کمیتͬ الͺتروفورسیس، موبیلیتͬ

δ ≪ ۱ حالت ۷ .۱۲

خارجͬ (میدان x ≪ ۱ حالت برای را جواب سهولت برای و Pe ≪ ۱ ͬ کنیم: م فرض هم باز

اختلالͬ بسط x حسب بر را مسأله متغیرهای صورت این در ͬ کنیم. م بررسͬ ضعیف) بسیار

ͬ دهیم: م

p = p۰ + xp۱ +O(x)۲,

u = xu۱ +O(x)۲,

ψ = ψ۰ + xψ۱ +O(x)۲,

n± = n±۰ + xn±۱ +O(x)۲,

Us = xU۱ +O(x)۲,
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۳۲۵ δ ≪ ۱ حالت ۷ .۱۲

صفرم: مرتبەی معادلات

−∇p۰ +∇۲ψ۰∇ψ۰ = ۰, (۵ .۱۲)

∇۲ψ۰ = −δ−۲(n+۰ − n−۰ ), (۶ .۱۲)

۰ = ∇ · (∇n±۰ ± n±۰ ∇ψ۰), (۷ .۱۲)

اختلال: یͺم مرتبەی معادلات

∇۲u۱ −∇p۱ +∇۲ψ۰∇ψ۱ +∇۲ψ۱∇ψ۰ = ۰, ∇ · u۱ = ۰ (۸ .۱۲)

∇۲ψ۱ = −δ−۲(n+۱ − n−۱ ), (۹ .۱۲)

Peu۱ · ∇n±۰ = ∇ · (∇n±۱ ± n±۰ ∇ψ۱ ± n±۱ ∇ψ۰), (۱۰ .۱۲)

صفرم: مرتبەی معادلات مرزی شرایط

−∂nψ۰(r = ۱) = q, n̂ · (∇n±۰ ± n±۰ ∇ψ۰)(r = ۱) = ۰,

n±۰ (r → ∞) = ۱, ψ۰(r → ∞) = ۰,

یͺم: مرتبەی معادلات مرزی شرایط

∂nψ۱(r = ۱) = ۰, u۱(r = ۱) = ۰, n̂·(∇n±۱ ±n±۱ ∇ψ۰±n±۰ ∇ψ۱)(r = ۱) = ۰,

u۱(r → ∞) = −U۱ẑ, n±(r → ∞) = ۰, −∇ψ۱(r → ∞) = ẑ,

صفرم مرتبەی معادلات حل

ͬ شود: م نتیجه ۷ .۱۲ معادلەی از

n±۰ = e∓ψ۰ ,

معادلەی به ( ͷکوچψ۰ ) بزرگ دماهای برای معادلە سازی خطͬ و ۶ .۱۲ رابطەی در دادن قرار با

ͬ رسیم: م پوآسون⁃بولتزمن شدەی خطͬ

∇۲ψ۰ = δ−۲ψ۰,
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ͷتروکینتیͺال ،ͬͺتریͺال محیط های در شارش ۱۲ ۳۲۶

داریم: کروی تقارن به توجه با

۱
r

d۲

dr۲ (rψ۰) = δ−۲ψ۰,

است: زیر بەصورت آن جواب های که

ψ۰ =
A

r
e−δ

−۱r +
B

r
eδ

−۱r,

مرزی: شرایط اعمال از پس

ψ۰ =
ψs۰
r
e−δ

−۱(r−۱),

ͬ شود. م مربوط ζ = kBT
e ψs۰ زتا: پتانسیل به بعد) (بدون سطحͬ پتانسیل آن در که

یͺم مرتبەی معادلات

معادلات، این بودن خطͬ به توجه با ͬ کنیم. م عمل زیر صورت به یͺم مرتبەی معادلات حل برای

آوریم: دست به II و I فرضͬ مسألەی دو حل از را آن جواب های ͬ توانیم م

u۱ = uI۱ + uII۱ , ψ۱ = ψI۱ + ψII۱ ,

متفاوت مرزی شرایط با ولͬ اصلͬ معادلات مشابه معادلاتͬ در دو هر فرضͬ، مسألەی دو این

ͬ کنند: م صدق

uI۱(r = ۱) = ۰, uI۱(r = ∞) = ۰, ∂nψ
I
۱ (r = ۱) = ۰, −∇ψI۱ (r = ∞) = ẑ,

uII۱ (r = ۱) = ۰, uII۱ (r = ∞) = −U۱, ∂nψ
II
۱ (r = ۱) = ۰, −∇ψII۱ (r = ∞) = ۰,

ͬ دهد. م را اصلͬ مسألەی مرزی شرایط بالا، مرزی شایط ترکیب که کنید دقت
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۳۲۷ δ ≪ ۱ حالت ۷ .۱۲

II مسألەی حل

مستقل را ͬͺتروستاتیͺال قسمت ابتدا ͬ توانیم ،م ۹ .۱۲ و ۱۰ .۱۲ روابط طبق ≫Peباشد، ۱ اگر

پیشنهاد ψII۱ = ۰ صورت به جوابی مربوطه مرزی شرایط کنیم. حل ͬͺهیدرودینامی قسمت از

ͬͺهیدرودینامی قسمت پاسخ اکنون کنیم. سادەسازی را ۸ .۱۲ معادلەی ͬ توانیم م آنجا از و ͬ کند م

با: ͬ شود م برابر دوم مسألەی در کره به شده وارد نیروی ͬ آید. م بەدست استوکس قانون از

F II = −۶πU۱.

I مسألەی حل

و (۱ < r < ۱ + δ) دبای لایەی داخل ناحیەی دو به را شاره فضای ، I مسألەی حل برای

افت به توجە با .δ = λDH
a ≪ ۱ آن در که ͬ کنیم م تقسیم (r > ۱ + δ) دبای لایەی خارج

آن دنبال به و ͬͺتریͺال پتانسیل خارج، ناحیەی در داریم انتظار صفرم، مرتبەی پتانسیل نمایی

در سرعت میدان و پتانسیل  بر حاکم معادلات صورت این در شوند. صفر تقریبا یونها چͽالͬ

ͬ شوند: م زیر صورت به خارج ناحیەی

∇۲ψI۱ ∼ ۰, ∇۲uI۱ −∇pI۱ ∼ ۰.

بەدست سهولت به باشد سازگار هم بی نهایت فواصل در مرزی شرایط با که پتانسیل جواب 

ͬ آید: م

ψI۱خ = −(r +
c

r۲ ) cos θ,

ͬ شود م برابر هم عددی ثابت مقدار ،∂rψI۱خ(r = ۱ + δ ∼ ۱) = ۰ مرزی شرط اعمال با

معادلەی جواب های از خارج، ناحیەی در شاره سرعت میدان محاسبەی برای .c = − ۱
۲ با:

از نیرو به مربوط جملات است، صفر تقریبا  پتانسیل خارج ناحیەی در (چون نیرو بدون استوکس

میدان ͬ کنیم. م استفاده ͬ شود م داده بسط چند قطبیها حسب بر که ͬ شوند) م حذف ۸ .۱۲ رابطەی

ͬ گیریم: م نظر در چشمە⁃چاه دوقطبی ͷی و نیرو تک قطبی ͷی از ناشͬ میدان با برابر را سرعت

uI۱خ =
f + f · r̂r̂

۸πr
+

p− ۳p · r̂r̂
۸πr۳ ,
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ͷتروکینتیͺال ،ͬͺتریͺال محیط های در شارش ۱۲ ۳۲۸

عبارت در ۸π مقدار و شدەاند داده نشان p و f با ترتیب به قطبی دو و نیرو مقدار آن در که

ͬ زنیم م حدس مسأله تقارن به توجه به است. بعدی روابط شدن ساده برای چاه، و چشمه دوقطبی

و داخل ناحیەی جواب های پیپستگͬ شرط اعمال با p و f مقدار .p = pẑ و f = fẑ که

ͬ آیند. م بەدسن خارج

با .uI۱د = ur̂ + vθ̂ ͬ دهیم: م قرار درونͬ ناحیەی  در سرعت میدان محاسبەی برای اکنون

میدان کنیم. سادەتر بسیار را مسأله ͬ توانیم م ،(δ ≪ ۱ ) درونͬ ناحیەی ناچیز ضخامت به توجه

ͬ کند: صدق م پیوستگͬ معادلەی در سرعت

۱
r۲∂r(r

۲u) +
۱

r sin θ
∂θ(sin θv) = ۰,

کنیم. برآورد را سرعت مختلف مولفەهای بزرگͬ مرتبەی ͬ توانیم م پیوستگͬ معادلەی از استفاده با

به پیوستگͬ معادلەی در دادن قرار با و اینجا از .∂r ∼ ۱/δ و r ∼ ۱ داریم: درونͬ ناحیەی در

مماسͬ تقریبا شارش ͷی درونͬ ناحیەی در یعنͬ ،u ≪ v پس: .uv ∼ δ ≪ ۱ ͬ آید: م دست

از کنیم. بررسͬ را مربوطه ͬͺهیدرودینامی معادلەی زاویەای مولفەی تا کافیست اکنون داریم.

داریم: ۸ .۱۲ معادلەی

−۱
r
∂θp+

۱
r۲∂r(r

۲∂rψ۰)
۱
r
∂θψ۱د+

۱
r۲∂r(r

۲∂rv)+
۱

r۲ sin θ
∂θ(sin θ∂θv)−

v

r۲ sin۲ θ
= ۰,

داریم: تقریبی صورت به و بزرگͬ مرتبەهای از استفاده با

−∂θp+ ∂۲
rψ۰∂θψ۱د + ∂۲

rv ∼ ۰,

با برابر تقریبا ناحیه این در پتانسیل مقدار درونͬ، ناحیەی ناچیز ضخامت سبب به که کنید دقت

از و ψ۱د = ψ۱خ(r = ۱) آنهاست: مشترک مرز در و خارجͬ ناحیەی برای شده محاسبه مقدار

داریم: شعاع به نسبت طرفین مشتق محاسبەی با آنجا

∂۳
rψ۰∂θψ۱د + ∂۳

rv ∼ ۰,

چون: که

∂θψ۱,د(r ∼ ۱) ∼ ۳
۲
sin θ,
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۳۲۹ δ ≪ ۱ حالت ۷ .۱۲

پس:

∂۳
rv = −۳

۲
sin θ∂۳

rψ۰,

دارد: زیر تقریبی صورت به جوابی که

v(r) = −۳
۲
sin θ(ψ۰(r)− ψ۰(۱)),

( r = ۱ + δ ∼ ۱ ) درونͬ و بیرونͬ نواحͬ در سرعت میدان جواب های پیوستگͬ اعمال با

داریم:

u(r = ۱) =
۲

۸π
(f − p) cos θ, v(r = ۱) =

−۱
۸π

(f + p) sin θ

.ψ۰(۱ + δ) ∼ ۰ که: کنید دقت ،f = −p = ۸π ۳
۴ψ۰(۱) آنجا: از و

سرعت میدان کنیم. محاسبه را حاضر مسألەی در کره به شده وارد نیروی ͬ توانیم م اکنون

که آنجا از است. چشمەوچاه دوقطبی ͷی و نیرو تک قطبی ͷی صورت به کره، دور نواحͬ

هستند)، اصطͺاک بدون شارش تکینەی جواب های (آنها ͬ کنند نم وارد شاره به نیرویی چشمەوچاه

است: f نیروی مقدار دقیقا کره، بر وارد نیروی پس

FI = f = ۶πψ۰(۱)ẑ.

است: صفر آن بر وارد کل نیروی ͬ شود، م انجام ثابت سرعت با کرە حرکت که آنجا از

FI + FII = ۰,

ͬ شود: م نتیجه آن از که

U۱ = ψ۰(۱)ẑ.

با: ͬ شود م برابر ͷتروفورتیͺال موبیلیتͬ و

M(δ → ۰) =
Us
E

=
xψ۰v۰

E
=
ϵϵ۰

η
ζ,

.ψ۰(۱) = eζ/kBT آن در که

از δ میانͬ مقادیر در و ،M(δ) یونها، غلظت از تابعͬ عنوان به موبیلیتͬ محاسبەی برای

ͬ شود. م استفاده عددی روشهای
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۱۳
غیرتعادلͬ ͷترمودینامی :ͷهیدرودینامی

پدیدەشناختͬ بررسͬ است، ͷفیزی شاخەهای پیچیدەترین از ͬͺی که غیرتعادلͬ ͷترمودینامی موضوع

صورت های از ͬͺی به ͬͺفیزی سامانەهای بودن تعادل از دور است. تعادل از دور ͬͺفیزی سامانەهای

تعادل از دور سامانەی ͷی آن، گرمایی شͺل در مثلا ͬ دهد . م رخ شیمیایی و ͬͺانیͺم گرمایی،

،ͬͺهیدرودینامی سامانەی ͷی شود.  مͬ مشخص گرمایی انرژی شار و غیریͺنواخت دمای با

حالت از را سامانە بزرگ مقیاس، و ͬͺانیͺم حرکت  آن در که است غیرتعادلͬ سامانەهای از مثالͬ

ولͬ نیست سادەای کار عام حالت در تعادل از دور سامانەهای مطالعەی است. کرده دور تعادل

توصیفͬ ͬ توان م است، ͷنزدی تعادلͬ وضعیت به نظر مورد تعادلͬ غیر سامانەی که فرض این با

رفتار توصیف به فصل این در دهد. توضیح را آن ماکروسͺوپی رفتار های کم وبیش که کرد ارايه

ͬ پردازیم[۲۴]. م نداریم گرمایی و ͬͺانیͺم تعادل آن در که سامانەای ͬͺترمودینامی

پایستگͬ قوانین ۱ .۱۳

میدان های از مجموعەای با آن وضعیت که بͽیرید نظر در را تعادلͬ از دور ͬͺترمودینامی سامانەی

برای ͬ شود. م توصیف P (r, t) فشار و T (r, t) دما u(r, t) سرعت ρ(r, t) چͽالͬ پیوستەی ،
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غیرتعادلͬ ͷترمودینامی :ͷهیدرودینامی ۱۳ ۳۳۲

ͬ گیریم. م نظر در را ͬ گیرد نم صورت شیمیایی واکنش های آن در که مولفەای تک سامانەی سهولت

معادلات است. f(r) = −∇ψ(r) جرم) (برواحد پایستار خارجͬ نیروی اثر تحت سامانه این

اولین جرم، پایستگͬ قانون ͬ آید. م بەدست پایستگͬ قوانین از مجموعەای از سامانه این تحولͬ

است: زیر بصورت که است پایستگͬ قانون

∂tρ+∇ · (ρu) = ۰. (۱ .۱۳)

درونͬ نیروهای اثر تحت آن ذرات که سامانەای حرکت معادلەی که دادەایم نشان این از پیش

ρ(∂t + u · ∇)u = ∇ · σ + ρf صورت به پیوستار حد در هستند خاجͬ نیروی و برد کوتاه

تانسور و نکرده وارد خالص گشتاور هم به تا ͬ گیریم م نظر در همسانگرد را ذرات شͺل است.

کنیم: بیان زیر صورت به را تکانه پایستگͬ قانون ͬ توانیم م معادله این از باشد. متقارن تنش

∂t(ρu) +∇ · (ρuu− σ) = ρf . (۲ .۱۳)

پایستگͬ قانون استخراج برای ͬ دهد. م نشان را تکانه شار همرفتͬ قسمت ρuu بالا رابطەی در

و جنبشͬ انرژی های مجموع تحول که دید ͬ توان م محاسبه اندکͬ و بالا روابط ͷکم با انرژی،

ͬ کند: م صدق زیر رابطەی در پتانسیل

∂t(
۱
۲
ρu۲ + ρψ) +∇ ·

(
(

۱
۲
ρu۲ + ρψ)u− σ · u

)
= −tr(σ · (∇u)). (۳ .۱۳)

و جنبشͬ انرژی مجموع که ͬ شود م دیده راست، سمت جملەی وجود سبب به و بالا رابطەی از

نشان ϵ با که جرم) واحد (بر سامانه درونͬ انرژی سهم گرفتن درنظر با نیست. پایسته پتانسیل

ͬ کنیم: م تعریف زیر صورت به را است پایسته که جرم) واحد (بر سامانه کل انرژی ͬ شود، م داده

e =
۱
۲
u۲ + ψ + ϵ. (۴ .۱۳)

توجه موضوع، شدن روشن تر برای است. درونͬ انرژی ͬͺترمودینامی تعریف بالا رابطەی واقع در

صدق کند: زیر شͺل به پیوستگͬ رابطەی در که  است آن مستلزم کل انرژی بودن پایسته که  کنید

∂t(ρe) +∇ · (Je) = ۰, (۵ .۱۳)
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۳۳۳ موضعͬ تعادل شرط و آنتروپی قانون ۲ .۱۳

دیده بالا روابط و تعاریف ترکیب از ͬ دهد. م نشان را انرژی شار که است جریانͬ Je آن در که

هم اضافͬ جملەی ͷی شامل باید همرفتͬ متداول جملەهای بر علاوه کل انرژی شار که ͬ شود م

ͬ دهیم: م نشان Jq با را آن و گرماست شارش همان واقع در که باشد

Je = ρeu− σ · u+ Jq. (۶ .۱۳)

گرمایی افت وخیزهای انرژی و برهمͺنش ها سهم شامل ϵ درونͬ انرژی ریزمقیاس، نظر از

به رابطەای در زیرا نیست، پایسته تنهایی به هم درونͬ انرژی که دید ͬ توان م سهولت به ͬ شود. م

ͬ کند: م صدق زیر شͺل

∂t(ρϵ) +∇ · (ρϵu+ Jq) = tr(σ · (∇u)). (۷ .۱۳)

صورت به را دارد وجود هم گرما سهم آن در که کل انرژی پایستگͬ قانون ͬ کنیم م سعͬ اکنون

ͬ توانیم م کنیم، تعریف dq با را جرم واحد به شده داده گرمای اگر کنیم. بازنویسͬ آشناتری

همان گرمایی، انرژی شارش شاره۱، همراه ناظر دید از واقع در .∇ · Jq = −ρdqdt بنویسیم:

تانسور در ͷهیدروستاتی فشار سهم بحث ادامەی برای ͬ شود. م داده ماده به که است گرمایی

به را انرژی پایستگͬ قانون ͬ توانیم م اکنون ͬ کنیم. م جدا σ = −P I + Σ صورت: به را تنش

کنیم: باز نویسͬ زیر صورت

dϵ

dt
=
dq

dt
−P∇ ·u+

۱
ρ

tr(Σ · ∇u) =
dq

dt
−P

d

dt
(

۱
ρ
) +

۱
ρ

tr(Σ · ∇u), (۸ .۱۳)

قانون بالا رابطەی کردەایم. استفاده dρ/dt = −ρ∇·u شͺل به جرم پایستگͬ قانون از آن در که

میزان با درونͬ انرژی تغییرات تعادل، حالت در و بالا رابطەی مطابق است. ͷترمودینامی اول

حالت های مختص بالا رابطەی آخر جملەی ͬ شود. م داده شده انجام کار و شده مبادله گرمای

ͬ دهد. م نشان را ͬͺهیدرودینامی اثر های آن و است تعادلͬ غیر

موضعͬ تعادل شرط و آنتروپی قانون ۲ .۱۳

است. حالت تابع ͷی ͬ دهیم، م نشان S با را آن که سامانه آنتروپی ،ͷترمودینامی اصول مطابق
است. شاره همراه ناظر دید از زمانͬ تغییرات ، گرمایی، شار ی رابطه در زمانͬ ۱مشتق
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غیرتعادلͬ ͷترمودینامی :ͷهیدرودینامی ۱۳ ۳۳۴

حالت متغیر ͷی آنتروپی تعادلͬ، سامانەی ͷی برای ͬ دهیم. م نشان s با را جرم واحد بر آنتروپی

s = s(ϵ, ρ) شͺل به رابطەای با چͽالͬ و درونͬ انرژی یعنͬ سامانه متغیر های به که است

رابطەای یعنͬ حالت رابطەی که است این ͷترمودینامی اساسͬ مشخصەهای از است. وابسته

فرآیند ͷی در سامانه ͷی آنتروپی تغییرات دارد. وجود سیستم انرژی و چͽالͬ آنتروپی، بین

dSi با را آن  که سامانه درون آنتروپی تولید از ناشͬ سهم است. سهم دو دارای ͬͺترمودینامی

را آن و ͬ شود م انجام مرز ها طریق از که سامانه به آنتروپی تزریق از ناشͬ سهم و ͬ دهیم م نشان

نیستند کامل دیفرانسیل تنهایی به سهم ها این از کدام هر که کنید توجه ͬ دهیم. م نشان dSe با

درونͬ سهم ،ͷترمودینامی دوم قانون مطابق است. کامل دیفرانسیل کلͬ، آنتروپی تغییرات و

مثبت ناپذیر برگشت فرآیند های برای و صفر (تعادلͬ) برگشت پذیر فرآیندهای در آنتروپی تولید

:۱ است

dS = dSi + dSe, dSi ≥ ۰, (۹ .۱۳)

ͬ دهیم. م ادامه مهم بسیار فرض ͷی با را بحث است. ͷترمودینامی دوم قانون بالا، رابطەی

ͬ خواهیم م است. صادق واحد، سامانەی ͷی عنوان به ͬͺترمودینامی سامانەی برای بالا رابطەی

است. صادق هم آن ͷکوچ بی نهایت جز هر برای موضعͬ صورت به رابطه این که کنیم فرض

منظور این برای کنیم. تبدیل دیفرانسیلͬ رابطەی ͷی به را بالا رابطەی ͬ توانیم م صورت این در

این در ͬ دهیم۲. م نشان ṡ نماد با را سامانه درون آنتروپی تولید نرخ و Js,t با را آنتروپی کل شار

شار انتگرال از زمان واحد در آنتروپی تغییرات خارجͬ سهم ،ͷکوچ سامانەی هر برای صورت

آنتروپی تولید نرخ انتگرال از زمان واحد در آنتروپی تغییرات داخلͬ سهم و سطح روی آنتروپی

داریم: دقیق تر بیان به ͬ آیند. م دست به کل حجم در

S =

∫
ρsdV,

dSe
dt

= −
∫

Js,t · da,
dSi
dt

=

∫
ṡdV, (۱۰ .۱۳)

بسته سامانەهای مورد در نتیجه در
.dS ≥ dQ

T
داریم:

نماد ͷی فقط این که کنید ۲توجه

است.

سامانەهای در .dS ≥ ۰ داریم:
گرما مبادلەی فقط آنها در که بسته
قضیەی طبق است، مجاز خارج با
.dSe = dQ

T
کارنو⁃کلاسیوس

بصورت که سامانە ͷی  برای ۱

هیچ خارج از است، ایزوله بی دررو
ͬ شود نم تزریق سامانه به آنتروپی
مورد این در پس ( dSe = ۰ )
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۳۳۵ موضعͬ تعادل شرط و آنتروپی قانون ۲ .۱۳

ͬ شود: م زیر بصورت ۹ .۱۳ رابطەی دیفرانسیلͬ شͺل اکنون

∂t(ρs) +∇ · Js,t = ṡ, ṡ ≥ ۰. (۱۱ .۱۳)

تعادلͬ سامانەی ͷی برای موضعͬ. تعادل فرض ͬ پذیریم، م هم را دیͽری مهم بسیار فرض اکنون

آنتروپی کامل دیفرانسیل صورت این در .s = s(ϵ, ρ) صورت به است حالتͬ تابع آنتروپی

مطالعەی برای است. Tds = dϵ + Pd(ρ−۱) شͺل به تعادلͬ ͷترمودینامی روابط مطابق

ͬ کنیم م فرض  ͬ کند. م سادەتر را کار موضعͬ تعادل اساسͬ فرض تعادل، از دور سامانەهای

به آنتروپی و است برقرار تعادل موضعͬ صورت به هم چنان تعادل، از دور سامانەی ͷی برای

درواقع دارد. چͽالͬ و درونͬ انرژی حسب بر را قبلͬ تعادلͬ تابعͬ شͺل همان موضعͬ، صورت

ͷی تنهایی به آنها از  کدام هر که کرد افراز ͬͺکوچ سیستم های به ͬ توان م را تعادل از دور سیستم

شامل تنهایی به آنها از هرکدام و یͺدیͽرند با تماس در سیستم ها زیر این است. تعادلͬ سامانەی

با باشد. استفاده قابل ͷترمودینامی مقیاس بزرگ مفاهیم که بصورتͬ است، ذرە زیادی تعداد

هر برای آنتروپی دیفرانسیل که ͬ کنیم م فرض مشخص تر طور به موضعͬ، تعادل شرط پذیرفتن

حرکت جرمͬ عنصر آن همراه که مختصاتͬ دستگاه در موضعͬ) ͷکوچ (سامانەی جرمͬ عنصر

ͬ شود: م داده زیر شͺل به و تعادلͬ سامانەی شبیه رابطەی با ͬ کند، م

T
ds

dt
=
dϵ

dt
+ P

d

dt
ρ−۱. (۱۲ .۱۳)

ناظری دید از را زمانͬ تغییرات و است همرفتͬ مشتق بالا، رابطەی در شده ظاهر زمانͬ مشتق

رهیافت های با یا آزمایش با بالا، رابطەی صحت شرط ͬ سنجد. م ͬ کند، م حرکت ذرات همراه که

که سامانەهایی داشت انتظار ͬ توان م خلاصه، صورت به ولͬ است. بررسͬ قابل ریزمقیاس

قانون با را بالا رابطەی تبعیت کنند. بالا رابطەی از خوبی تقریب با نیستند دور تعادل از خیلͬ

برسیم: سادەتری رابطەی به تا ͬ کنیم م ترکیب اول

ρ
ds

dt
= − ۱

T
∇ · Jq +

۱
T

tr(Σ · ∇u). (۱۳ .۱۳)

ͬ رسیم: م زیر روابط به ͷترمودینامی دوم قانون با مقایسەاش و بالا رابطەی بازنویسͬ با

Js,t = ρsu+
۱
T
Jq, ṡ = − ۱

T ۲ Jq · ∇T +
۱
T

tr(Σ · ∇u) ≥ ۰. (۱۴ .۱۳)
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غیرتعادلͬ ͷترمودینامی :ͷهیدرودینامی ۱۳ ۳۳۶

کمیت ͷی شار ضرب حاصل بصورت آنتروپی تولید نرخ که ͬ شود م مشاهده بالا ی رابطه از

خواهیم ادامه در است. شده ظاهر نافزونور ͬͺترمودینامی متغیر ͷی گرادیان در ͬͺترمودینامی

ͬͺترمودینامی متغیر های از مجموعەای با غیر تعادلͬ سامانەی ͷی ͷوپیͺماکروس حالت که دید

بصورت که هستند جملاتͬ همان واقع در فزونور، متغیر های این ͬ شوند. م مشخص فزونور

توجه ͬ شود. م گفته ͬͺترمودینامی نیروهای آنها   به و ͬ شوند م ظاهر بالا رابطەی در گرادیانͬ

اینکه برای ͬ کند. م رفتار فزونور بصورت آن گرادیان ولͬ است نافزونور دما مثلا، که کنید

از اطلاعاتͬ تا است لازم شوند، کامل تعادلͬ غیر سامانەی کنندەی توصیف ͬͺدینامی معادلات

قسمت های مشابە شود. داده ͬͺترمودینامی نیروهای به آنها  ͬ وابستگ و ͬͺترمودینامی شار های

ͬ شوند. م استخراج آزمایشͽاهͬ نتایج از روابط این ،ͷترمودینامی دیͽر

خطͬ پدیدەشناختͬ روابط ۳ .۱۳

نیرو ها حاصلضرب از تعادلͬ غیر سامانەی ͷی درون آنتروپی تولید نرخ که دیدیم قبلͬ بحث از

ͬͺترمودینامی نیروهای ͬͺترمودینامی تعادل حالت در ͬ آیند. م بدست ͬͺترمودینامی جریان های و

تعادلͬ غیر سامانەی برای ندارد. وجود سامانه در ͬͺوپیͺماکروس شار نتیجه در و هستند صفر

و نیروها بین خطͬ روابط کرد فرض ͬ توان م تجربی، نتیجەای عنوان به و تعادل، به ͷنزدی

نشان X±
i با کلͬ حالت در را ͬͺترمودینامی نیروهای است. برقرار ͬͺترمودینامی شارهای

علامت های با را زمان وارونͬ عملͽر تحت فرد و زوج زمانͬ پاریتەی با متغیر ها ͬ دهیم. م

ͬ شود. م معلوم ادامه در فرد و زوج پاریتەهای با متغیر ها جداسازی دلیل کردەایم۱. مشخص ±

به زیر جدول در ͬ دهیم. م نشان J±
i با را X±

i ͬͺترمودینامی نیروهای با متناظر جریان های

است. شده اشاره مختلف سامانەهای در ͬͺترمودینامی نیروهای از مثال هایی

است. ذرات حرکت سرعت از فرد از زوج تابعͬ X+ است معنͬ
تابعͬ X− و ذرات حرکت سرعت

تمایزاتͬ و عبارات کنید: ۱توجه

بدین منحصرا شد بیان بالا در که
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۳۳۷ خطͬ پدیدەشناختͬ روابط ۳ .۱۳

جریان پاریتەی J± نیرو پاریتەی X± ͬͺترمودینامی سامانەی
− ذره سرعت + f خارجͬ نیروی با ذره تک
− گرما جریان + ∇T ناهمͽن دمای با مایع
− ذرات جریان + ∇n ناهمͽن چͽالͬ
− ذرات جریان + ∇µ چندفازی شیمیایی محلول
− بارها جریان + ∇ϕ الͺترولیت
+ تنش) (تانسور تکانه جریان − ∇u وشͺسان شاره

زیر شͺل به نوشت ͬ توان م جریان ها و نیروها بین خطͬ روابط برای که شͺلͬ ͬ ترین کل

است:

J+
i =

∑
j

(
L++
ij X+

j + L+−
ij X−

j

)
J−
i =

∑
j

(
L−+
ij X+

j + L−−
ij X−

j

)
, (۱۵ .۱۳)

پدیدەهای دهندەی نشان L−−
ij و L++

ij ضرایب دادەایم. نشان L±±
ij با را پدیدەشناختͬ ضرایب

در ضرایب این که ͬ بینیم م ادامه در ͬ شود. م گفته اتلافͬ ضرایب آنها به و هستند غیربازگشتͬ

ندارند آنتروپی تولید در نقشͬ ،L−+
ij و L+−

ij ضرایب دیͽر، طرف از دارند. نقش آنتروپی تولد

پدیدەهای ،ͬͺترمودینامی جریانهای در ͬ شود. م گفته اتلافͬ) (غیر ری اکتیو ضرایب آنها به و

اتلافͬ) ری اکتیو(غیر و اتلافͬ قسمت دو سهم دارند. سهم دو هر بازگشت ناپذیر، و بازگشت پذیر

جداکرد: زیر صورت به ͬ توان م را

J r±
i =

∑
j

L±∓
ij X∓

j , Jⅾ±
i =

∑
j

L±±
ij X±

j . (۱۶ .۱۳)

به پدیدەشناختͬ ضرایب باشد، داشته حضور B ۱ خارجͬ مغناطیسͬ میدان که صورتͬ در

ͷوپیͺروسͺمی حرکت معادلات ناوردایی به توجه با داشت. خواهند بستگͬ هم میدان بردار

در که پدیدەشناختͬ ضرایب تمامͬ مجموعەی که است داده نشان انزاگر زمان، وارونͬ تحت

زیر قیود به انزاگر نتایج خلاصه طور به ندارند. کامل استقلال شدەاند، معرفͬ بالا رابطەی
وارون باید نیز چرخش راستای

شود.
بردار به پدیدەشناختͬ ضرایب
دارند بستگͬ نیز چرخشͬ سرعت
زمان، وارونͬ تقارن حفظ برای و

نیروی چرخان سیستم های ۱در

نیروی شبیه نقشͬ کوریولیس
سیستم ها این در دارد. مغناطیسͬ
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غیرتعادلͬ ͷترمودینامی :ͷهیدرودینامی ۱۳ ۳۳۸

ͬ انجامد: م

(۱۷ .۱۳)

L++
ij (B) = L++

ji (−B), L−−
ij (B) = L−−

ji (−B), L+−
ij (B) = −L−+

ji (−B).

ابتدا کنیم. بازنویسͬ سادەتری بصورت را بالا روابط ، T̂ زمان وارونͬ عملͽر گرفتن درنظر با

T̂B = ͬ کند: م وارون را میدان راستای که است بصورتͬ زمان وارونͬ اثرعملͽر که کنید توجه

بنویسیم: ͬ توانیم م پس ،T̂ [L(B)] = L(−B) چون .−B

T̂ [L++(B)] = L++T (B), T̂ [L−−(B)] = L−−T (B), T̂ [L+−(B)] = −L−+T (B).

ماتریس هاست. کردن ترانهاده نشانگر T علامت بالا روابط راست سمت در که کنید توجه

حاصل ضرب از آنتروپی تولید نرخ که شدەاند تعریف گونەای به ͬͺترمودینامی جریان های و نیروها

ͬ آید: م بدست زیر صورت به ͬͺترمودینامی وشارهای نیروها

ṡ =
∑
i

(
J+
i X

+
i + J−

i X
−
i

)
.

کنیم. تحقیق زمانͬ پاریتەی بر مبتنͬ استدلالͬ با ͬ توانیم م را انزاگر روابط از مهمͬ بخش

ͬͺترمودینامی فرآیند های −−Lهستند، ++Lو با متناسب که نیرو⁃جریان روابط از قسمت هایی

باشند. سیستم به آنتروپی تزریق و انرژی اتلاف همراه باید فرآیندها این و هستند ناپذیر بازگشت

سمت پیداست. دارند بالا رابطەی طرف دو که عکسͬ پاریتەی از جملات، این ناپذیری بازگشت

جملاتͬ فقط رابطه این راست سمت در نتیجه در است. منفͬ زمانͬ پاریتەی دارای رابطه این چپ

J+ = L++X+ رابطەی طرف دو پاریتەی مثال برای داشت. خواهند سهم منفͬ کلͬ پاریتەی با

ͬ رساند. م را ناپذیر بازگشت فرآیند ͷی رابطەای، چنین و هستند هم عکس

سیال در غوطەور کروی ذرەی ͷی که ͬͺترمودینامی سامانەی سادەترین بهتر، درک برای

متحرک، کرەی این برای است. خارجͬ نیروی حضور در ذره این بͽیرید. نظر در را است ویسͺوز

نیرو حاصلضرب از اتلاف نرخ مورد این در است. v = ξ−۱f شͺل به نیرو⁃سرعتͬ رابطەی

سرعت و زوج زمانͬ پاریتەی دارای نیرو اینجا در ͬ آید. م بدست T ṡ = fv بصورت سرعت و

است. فرد پاریتەی دارای (ͬͺترمودینامی (جریان
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۳۳۹ خطͬ پدیدەشناختͬ روابط ۳ .۱۳

ͷی ͬ توانند نم نیرو⁃جریان رابطەی +−Lدر −+Lو با متناسب جملات بالا، استدلال به بنا

شوند، جایͽزین آنتروپی تولید نرخ در اگر جملات این پس دهند نشان را ناپذیر بازگشت فرآیند

غیر جملات جایͽذاری با نداریم، مغناطیسͬ میدان کنید فر ض باشند. داشته خالصͬ سهم نباید

داریم: آنتروپی، تولید نرخ در ∑اتلافͬ
ij

(
L+−
ij X+

i X
−
j + L−+

ij X−
i X

+
j

)
=
∑
ij

(
L+−
ij + L−+

ji

)
X+
i X

−
j = ۰,

نام تغییر را ͬ شود م بسته جمع رویشان که اندیس هایی دوم، تساوی به رسیدن برای آن در که

کامل اثبات البته ͬ آید. م بدست L+−
ij = −L−+

ji انزاگر رابطەی اخیر، اتحاد این از دادەایم.

آمد. خواهد بدست ͷوپیͺروسͺمی دیدگاه با و بعد بخش در انزاگر روابط

ضرایب اتلافͬ قسمت نمونه، برای نوشت. توان مͬ هم دیͽری صورت به را انزاگر روابط

متقارن سهم دو به ͬ توانیم م را ضرایب این ماتریسͬ نمایش در بͽیرید. نظر در را L++
ij انزاگر

و Lsij = Lsji آن در که ͬ کنیم م ͷتفکی L(B) = Ls(B) + La(B) بصورت: پادمتقارن و

است زمانͬ پاریتەی دهندەی نشان که علامت هایی نوشتەها، ماندن خلوت برای .Laij = −Laji
ͬ شود: م زیر صورت به انزاگر رابطەی که ͬ بینید م سهولت به اکنون کردەایم.  حذف را

Ls(B) = Ls(−B), La(B) = −La(−B).

ͬ شود. م اعمال ضرایب این به سامانه تقارن های از هم دیͽری اساسͬ قید بالا، روابط بر علاوه

کنار در را جریان ها و نیروها مولفەهای تمامͬ روابط، شدن فشرده برای بالا بحث در که هرچند

ͬͺترمودینامی شارهای و نیروها که است این واقعیت ولͬ دادەایم، نشان برداری بصورت و هم

یا بردار اسͺالر، برخͬ مثلا دارند. متنوعͬ تانسوری ساختار های متفاوت، پدیدەهای به مربوط

ͬ توان م تقارنͬ ملاحظات با همسانگرد، سامانەی ͷی برای هستند. بالاتری مراتب تانسور های

جنس هم تانسوری نظر از که ͬͺترمودینامی نیروهای به تنها ͬͺترمودینامی شارهای که داد نشان

تقارن های صورت این درغیر است. موسوم کوری قانون به موضوع این ͬ شوند. م وابسته هستند

قسمتͬ موضوع، این ͬ شوند. نم منعکس آنتروپی) تولید (نرخ معادلات در همسانگرد سامانەی

تعداد درواقع و ͬ کند م کم را دارد وجود نیرو⁃جریان خطͬ روابط در ظاهرا که عملͬ آزادی از

ͬ کند. م محدود تر را مستقل پدیدەشناختͬ ضرایب
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غیرتعادلͬ ͷترمودینامی :ͷهیدرودینامی ۱۳ ۳۴۰

آن در که تعادلͬ غیر سیستم دارد، وجود انزاگر روابط در که اساسͬ پیغام دریافت  برای

جریان نوع دو سیستم، این در بͽیرید. نظر در را هستند نایͺنواخت همزمان ذرات چͽالͬ و دما

زیر بصورت خطͬ روابط ͬ ترین کل سیستم این در .Jq گرما جریان و J ذرات جریان داریم،

است:

J = −D∇n+ L۰∇T

Jq = L۰∇n−Dq∇T. (۱۸ .۱۳)

ذرات چͽالͬ گرادیان و شود ذرات جریان باعث ͬ تواند م دما گرادیان انزاگر، روابط مطابق

ͷوپیͺروسͺمی منشا اخیر پدیدەی دو این که کنید توجه ͬ شود. م گرمایی جریان تولید باعث

شده داده نشان L۰ با دو هر و است یͺسان آنها پدیدەشناختͬ ضرایب ولͬ دارند متفاوت کاملا

است.

بدست انزاگر روابط تقارنͬ خواص آن پایەی بر که ͬͺوپیͺروسͺمی مبانͬ زیر، قسمت در

ͬ کنیم. م مرور را ͬ آید م

انزاگر روابط ۴ .۱۳

نیرو⁃ رابطەی در پدیدەشناختͬ ضرایب بین روابطͬ عمومͬ ملاحظات با ۱۹۳۱ سال در انزاگر

ایدەی درک برای کرد. ایشان نصیب را ۱۹۶۸ سال شیمͬ نوبل جایزەی که آورد بدست جریان

وارونͬ تحت ͷوپیͺروسͺمی حد در ذرات تک تک حرکت معادلات که کنید توجه انزاگر، اساسͬ

وارونͬ تقارن این ͬ گیریم). نم نظر در فعلا را مغناطیسͬ میدان سهولت (برای هستند ناوردا زمان

بازگشت ͬͺدینامی حرکت تحت که تعادلͬ غیر سیستم  ͷی برای ،ͷوپیͺروسͺمی حد در زمان

علͬ و شرایط این در که است واضح پابرجاست. همچنان نیز ͬ رود م تعادل سمت به ناپذیر

ͷوپیͺماکروس متغیر های کنندەی توصیف معادلات ،ͷوپیͺروسͺمی پذیری بازگشت این رغم

این بدیهͬ انتظار ͬ روند. م تعادل سمت به نمایی) شͺل به (عموما ناپذیر بازگشت تحولͬ با

ͷوپیͺروسͺمی معادلات با مستقیم ارتباط در ͷوپیͺماکروس حد در حرکت معادلات که است

تعادل ، به ͷنزدی بسیار تعادلͬ غیر سیستم های در ارتباط این رد که ͬ دهد م نشان انزاگر باشند.

ͬ شود. م نمودار خطͬ پاسخ ضرایب روی قید هایی بصورت
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۳۴۱ انزاگر روابط ۴ .۱۳

غیر تعادلͬ ͬͺترمودینامی سیستم از ͷوپیͺرسͺمی توصیف ͷی انزاگر، روابط بررسͬ برای

{r} مͺان و {p} تکانه وضعیت شدن مشخص با سیستم این ریز حالت های بͽیرید. نظر در را

ͷوپیͺماکروس وضعیت ͬ شود. م داده ρ({r}, {p}) توزیع تابع با و فاز فضای در ذرات تمامͬ

ͬ شود؟ م مشخص ͬͺوپیͺماکروس ͬͺترمودینامی متغیر های چه توسط تعادلͬ غیر سیستم ͷی

بحث مطابق بͽیرید. نظر در را نایͺنواخت دمای با تعادلͬ غیر حالت موضوع، این درک برای

زیر به ͬ توان م را تعادلͬ غیر سیستم گیریم. بͺار را موضعͬ تعادل شرط ͬ خواهیم م قبلͬ،

ͷوپیͺماکروس حالت تا است آسان تر هستند. تعادل در آنها تک تک که کرد افراز سیستم هایی

سیستم ها، زیر این انرژی و جرم مانند فزونور، متغیر های از مجموعەای با تعادلͬ غیر سیستم این

j = ۱ · · ·N− با ϕ−j و i = ۱ · · ·N+ با ϕ+i بصورت را فزونور متغیر های این مشخص شود.

زوج (پاریتەی ذرات سرعت به نسبت بودن فرد یا زوج با متغیر ها قبل، مشابه ͬ کنیم. م مشخص

در شدەاند، مشخص صورت این به که ͬͺوپیͺماکروس متغیر های اند. شده دستەبندی فرد) و

ͬ القاعده عل ،ͷوپیͺماکروس متغیر های برای توزیع تابع هستند. سیستم  تغییر کند متغیر های واقع

ماکرحالت های با متناظر که فاز فضای از قسمتͬ روی ریز حالت ها توزیع تابع انتگرال گیری از

با را ͷوپیͺماکروس متغیر های تعادلͬ مقادیر از انحراف ͬ  آید. م بەدست ماست نظر مورد

ͬ تواند م دلیل دو به تعادلͬ، میانگین مقادیر از انحراف این ͬ دهیم. م نشان α±
i = ϕ±i − ϕ±i,e

سامانەهای در تعادلͬ افت وخیز های و کردەاند تعادلͬ غیر را سامانه که نیروهایی وجود دهد. رخ

ͬ توان م را مورد دو هر بحث، ادامەی در باشند. تعادل از انحراف عامل ͬ توانند م دو هر تعادلͬ،

کرد. تصور

کوریولیس نیروی یا خارجͬ مغناطیسͬ میدان هیچ کنید فرض فعلا بررسͬ، شدن آسان برای

زوج پاریتەی با متغیر ها افت وخیزهای تنها بیشتر، سهولت برای و باشیم نداشته چرخش از ناشͬ

ͬ داریم. برم هم را پاریته بودن زوج علامت نمادگذاری، شدن خلاصه برای   بͽیرید. نظر در را

برای توزیع تابع که شد داده شرح بالا بحث در شد. خواهد ارائه عام حالت برای نتایج انتها، در

فرض اکنون ولͬ آورد بدست ریزمقیاس جزییات از ͬ توان م چͽونه را ͷوپیͺماکروس متغیر های

به ͷوپیͺماکروس متغیر های افت وخیز های توزیع تابع بسته، و ایزوله سامانەی ͷی برای ͬ کنیم م

باشد:   زیر فرم

f(α) = N−۱e
− ۱

۲kB
αT gα

,
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α ستونͬ بردار با افت وخیز ها مجموعەی و شده استفاده ماتریسͬ نمادگذاری از سهولت برای که

در که کنید توجه است. بسط ضرایب معین و مثبت متقارن ماتریس g و است شده داده نشان

ضریب است. شده استفاده است ماکزیمم آنتروپی تعادل حالت در که واقعیت این از بالا بسط

تابع واقع در آورد. بدست
∫
dαf(α) = ۱ شرط از بسهولت ͬ توان م را  N نرمالیزاسیون

را آنها که است صادق فزونوری متغیر های برای و ͷکوچ وخیز های افت برای بالا فرم به توزیعͬ

حد قضیەی آنها مورد در که ͷوپیͺروسͺمی متغیر زیادی تعداد از حاصل جمعͬ بصورت ͬ توان م

افت وخیز ها دوم توان متوسط توزیع، تابع این از استفاده با گرفت. نظر در است، صادق مرکزی

و بالا توزیع تابع داشتن با کرد. خلاصه ⟨ααT ⟩ = kBg
−۱ ماتریسͬ رابطەی در ͬ توان م را

آورد. بدست را ∆S یعنͬ افت وخیز از ناشͬ آنتروپی تغییر ͬ توان م بولتزمان آنتروپی اصل به توجه

پس: f ∼ exp(∆S/kB) چون

∆S = −۱
۲
αTgα.

بصورت را فزونور ͷوپیͺماکروس متغیر های با متناظر نافزونور ͬͺترمودینامی متغیر های اکنون

ادامه در .X = −gα که: ͬ شود م دیده محاسبه با ͬ کنیم. م تعریف X = ∂
∂α∆S برداری

سیستم  که هستند یافتەای تعمیم ͬͺترمودینامی نیروهای نافزونور، متغیر های این که دید خواهیم

افت وخیز از ناشͬ آنتروپی تغییرات نرخ ͬ برند. م تعادلͬ غیر وضعیت به را نظر مورد ͬͺترمودینامی

کرد: محاسبه زیر صورت به ͬ توان م را

ṡ = (
∂

∂α
∆S)T

d

dt
α.

در گرفتەایم. درنظر را زوج پاریتەی با متغیر ها افت وخیز های سهولت، برای که ͬ شود م یادآوری

تعریف روش همین به ͬ توان م را فرد پاریتەی با نافزونور ͬͺترمودینامی متغیر های عام، حالت

کرد. 

شده استفاده ماتریس ها ضرب قانون از بالا، روابط در شده استفاده ماتریسͬ نمادگذاری در

تعریف ͬ توان م را αTα و ααT کمیت دو α ستونͬ بردار از که کنید توجه نمونه، برای است.
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داریم: نمادین صورت به است. اسͺالر ͷی دومͬ و مربعͬ ماتریس ͷی اولͬ که کرد

ααT =

 ×
[ ]

=

  , αTα =
[ ]

×

 
همبستگͬ تابع داد نشان ͬ توان م زمان وارونͬ تقارن به و  بنا محاسبات جزییات به ورود بدون

: دارد زمان حسب بر زیر فرم به تقارنͬ افت وخیزها،

⟨α(۰)αT (τ)⟩ = ⟨α(τ)αT (۰)⟩.

همبستگͬ توابع تعریف، طبق کنید. توجه بالا رابطەی ماتریسͬ شͺل و افت وخیزها بودن بردار به

ͬ شوند: م محاسبه زیر بصورت بالا

⟨α(۰)αT (τ)⟩ =
∫ ∫

dαdα′αα′T f(α)P (α|α′, τ),

به باشد داشته را α′ مقدار τ زمان در افت وخیز که است این احتمال P (α|α′, τ) آن در که

حرکت معادلات زمانͬ وارونͬ تقارن به توجه با باشد. داشته را α مقدار اولیه زمان در که شرطͬ

است: برقرار زیر صورت به جز بەجز تعادل شرط که ͬ شود م دیده بسهولت ،ͷوپیͺروسͺمی

f(α)P (α|α′, τ) = f(α′)P (α′|α, τ).

دو آمد. خواهد بدست شد، معرفͬ بالا در که همبستگͬ تابع زمانͬ تقارن راحتͬ به رابطە این از

روابط اثبات برای هستند. انزاگر استدلال در کلیدی روابطͬ  و هستند معادل هم با اخیر رابطەی

کنیم. استفاده توزیع توابع این زمانͬ تحول و ͷوپیͺماکروس متغیر های توزیع تابع از باید اخیر،

ͬ توان  م آن روی انتگرالͽیری و میͺروحالت ها فضای از چͽونه که دادیم شرح بالا بحث در  

تحت ͷوپیͺروسͺمی ͷدینامی که آنجا از آورد. بدست را ͷوپیͺماکروس متغیر های توزیع تابع

آماری متوسط های و ͷوپیͺماکروس توزیع توابع روی را قیودی ͬ توانیم م ناورداست، زمان وارونͬ

شد. اشاره آنها به اثبات بدون بالا در که هستند همان هایی عملا قیود این آوریم. بدست

بͽیرید. نظر در ⟨α⟩۰(t)بصورت را افت وخیز ها شرطͬ متوسط انزاگر، روابط استخراج برای
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آن که شرطͬ به ͬ دهد م نشان را t دلخواه زمان در افت وخیز متوسط کمیت این تعریف، طبق

داریم: درواقع باشد. داشته را α۰ شدەی داده مقدار t = ۰ اولیه زمان در متغیر

⟨α⟩۰(t) =

∫
dααP (α۰|α, t)

حتͬ بزرگͬ، بسیار  مقادیر (αi (مثلا متغیر ͷی افت وخیز های لحظه ͷی در که کنید فرض

افت وخیز کمیت این میانگین که است این سوال کند. کسب تعادلیش، واریانس مقدار از بزرگتر

ͷی بزرگ، افت وخیز این ایجاد عامل بازگردد؟ تعادلیش میزان به تا ͬ شود م متحول چطور کننده

که است این انزاگر اساسͬ فرض است. شده اعمال سیستم به لحظەای در که بوده خارجͬ نیروی

به ͷوپیͺماکروس ͬͺهیدرودینامی متغیر های که صورتͬ همان به افت  وخیز ها میانگین، صورت به

بصورت ͬͺهیدرودینامی متغیر های که ͬ دانیم م تجربی بصورت ͬ شوند. م متحول ͬ رسند، م تعادل

پس: ͬ گردند. بازم تعادلͬ حالت به نمایی

∂

∂t
⟨α⟩۰(t) = −M⟨α(t)⟩۰ → ⟨α⟩۰(t) = e−Mtα۰.

داریم: ∫پس
dααP (α۰|α, t) = e−Mtα۰.

ͬ گیریم. م انتگرال α۰ روی و کرده ضرب αT۰ f(α۰) در راست سمت از را بالا رابطەی طرفین

و کرده جایͽزین جز بەجز تعادل  رابطەی از استفاده با را آمده بدست رابطەی چپ سمت سپس

آید: بدست تا ͬ کنیم م جابجا را α۰ و α انتگرالͽیری متغیر های نام ادامه ∫در
dα۰

∫
dαα۰α

TP (α۰|α, t)f(α۰) =

∫
dα۰e

−Mtα۰α
T
۰ f(α۰).

را بالا رابطەی چپ سمت در α روی انتگرال اصلͬ، گیری متوسط رابطەی به توجه با حالا

ͬ کنیم: م ∫جایͽزین
dα۰α۰α

T
۰ e

−MT tf(α۰) =

∫
dα۰e

−Mtα۰α
T
۰ f(α۰).

رابطەای به توجه با ͬ شود. م ⟨α۰α
T
۰ ⟩e−MT t = e−Mt⟨α۰α

T
۰ ⟩ فشردەتر صورت به نتیجە
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ماتریس های که ببینیم ͬ توانیم م بودیم، آوردە بدست قبلا افت وخیز ها دوم توان متوسط برای که

کنند. صدق g−۱MT = Mg−۱ اتحاد در باید شده معرفͬ

ͬͺترمودینامی متغیر  حسب بر زیر بصورت را افت وخیز ها برای زمانͬ تحول رابطەی اکنون

ͬ کنیم: م بازنویسͬ X نافزونور

∂

∂t
⟨α⟩۰(t) = −Mg−۱g⟨α⟩۰(t) = L⟨X(t)⟩۰

L = LT بصورت انزاگر مهم بسیار رابطەی بالا، بحث های به توجه با .L = Mg−۱ آن در که

بصورت فزونور ͬͺترمودینامی متغیر با متناظر جریانِ شار تعریف با که کنید دقت ͬ آید. م بدست

جریان و نیروها بین که زیر خطͬ رابطەی متوسط بصورت ͬ توان م را اخیر رابطەی ،J = d
dtα

گرفت: نظر در است، برقرار

J = LX

متغیر های جریان ها، و ͬͺترمودینامی نیروهای است. متقارن L ضرایب ماتریس آن در که

آوردیم. بدست را انزاگر قضیەی شͺل سادەترین به اینجا در یͺدیͽرند. همیوغ ͬͺترمودینامی

جزییات برخͬ از آوریم، بدست انزاگر ایدەی از مناسبی دیدگاه بتوانیم اینکه برای بالا بحث در

خارجͬ مغناطیسͬ میدان حضور و بودیم کرده صرفنظر فرد پاریتەی با متغیر ها حضور به مربوط

در داد.   تعمیم عام حالت به ͬ توان م بسهولت را بالا محاسبات بودیم. گرفته نادیده نیز را

آنجا از ͬ گیریم. م نظر در هم را فرد پاریتەی با متغیر ها به مربوط افت وخیز های عمومͬ حالت

ادامە در دارد، زمان وارونͬ به نسبت ناوردایی نوع در بنیادی تاثیر مغناطیسͬ میدان حضور که

،ͷوپیͺروسͺمی حرکت معادلات که کنید توجه دارد. حضور هم B خارجͬ مغناطیسͬ میدان

بصورت هم مغناطیسͬ میدان زمان، وارونͬ با همراه که دارند شرطͬ به تنها را زمان وارونͬ تقارن

جایͽزین زیر رابطەی با افت وخیز ها توزیع تابع عمومͬ، حالت این در شود۱. Bتبدیل → −B

ͬ شود: م

f(α±, B) = N−۱e
− ۱

۲kB
(α+T gα++α−Thα−+α+Tmα−+α−TmTα+)

,

نیز را سیستم زاویەای چرخش
کرد. وارون

حرکت معادلات شدن متقارن برای
بردار باید زمان، وارونͬ تحت

سیستم  در کوریولیس نیروی ۱

مغناطیسͬ نیروی مشابه چرخان،
است. ذرە سرعت با متناسب و
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صورت این در است. f(α±, B) = f(±α±,−B) تقارنͬ خاصیت دارای توزیع تابع که

ͬͺترمودینامی نیرو های هستند. مغناطیسͬ میدان از فرد mتابعͬ و زوج hتوابعͬ ماتریس هایgو

تعریف X± = ∂
∂α±∆S بصورت و قبل مشابه صورتͬ به فرد، و زوج پاریتەی با یافته تعمیم 

بصورت قبلͬ روابط تعمیم با هم فرد و زوج پاریتەی با افت وخیز ها به وابسته جریان های ͬ شوند. م

ͬ شود: م جابجا زیر صورت به رابطەای با جز بەجز تعادل شرط ͬ شوند. م تعریف J± = α̇±

f(α±, B)P (α+, α−|α′+, α′−, B, τ) = f(±α′±, B)P (α′+,−α′−|α+,−α−,−B, τ).

به قبلͬ قسمت در که صورتͬ به است خطͬ ضرایب روی که قیودی ͬ ترین کل روابط، این ͷکم با

صورت به ͬ توان م را افت وخیز از ناشͬ آنتروپی تغییرات نرخ آمد. خواهد بدست شد، اشاره آنها

کرد: محاسبه زیر

ṡ =
d

dt
∆S = X+J+ +X−J−.

هال اثر بعدی، ۲ سامانەی ۵ .۱۳

بعدی دو حالت در را ضرایب ماتریس تقارنͬ خواص که است سادەای مثال های از ͬͺی هال اثر

خارجͬ مغناطیسͬ میدان اثر تحت که بͽیرید نظر در را بعدی دو فلزی ورقەی ͷی ͬ دهد. م نشان

و صفحه درون آن ŷ و x̂ راستا های که بͽیرید نظر در را مختصاتͬ دستگاه دارد. قرار عمود

خواهد تولید جریانͬ صفحه، درون ͬͺتریͺال میدان اعمال با است. عمود صفحه بر ẑ راستای

دارد. را ͬͺترمودینامی نیروی نقش ͬͺتریͺال میدان تعادلͬ، غیر ͬͺترمودینامی سیستم این در شد.

در بͽیرید. درنظر Ji = R−۱
ij Ej عمومͬ شͺل به را میدان و ͬͺتریͺال جریان بین کلͬ رابطەی

حالت این در هستند. L++
ij = R−۱

ij انزاگر خطͬ ضرایب مقاومت، تانسور عناصر سامانه، این

.i = x, y داریم: مقاومت تانسور اندیس های برای بعدی دو

در که کنید توجه است. T̂ [Rij(B)] = Rij(−B) = Rji(B) بصورت انزاگر رابطەی

تانسور ͷتفکی با دارد. را (اسͺالر) پارامتر ͷی نقش مغناطیسͬ میدان بعدی، دو نمایش این

داریم: R = Rs +Ra بصورت پادمتقارن و متقارن تانسور دو به مقاومت

T̂ [Rs
ij(B)] = Rs

ij(B), T̂ [Ra
ij(B)] = −Ra

ij(B).
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بعدی دو فضای پادمتقارن و متقارن تانسورهای ترین کلͬ همسانگرد، ͬͺتریͺال ورقەی ͷی برای

بصورت مقاومت تانسور شͺل ͬ ترین کل صورت این در ͬ شوند. م مشخص ϵij و δij با ترتیب به

ͬ شود: م زیر

Rs
ij = e(B)δij , Ra

ij = o(B)ϵij .

است: شده استفاده زیر بصورت فرد و زوج عمومͬ اسͺالر تابع دو از آن در که

e(−B) = e(B), o(−B) = −o(B).

نتیجەی را o = (B/ne) تابع و e = (m/ne۲τ) ثابت مقدار ،ͬͺکلاسی متداول محاسبات

برخورد ها بین زمان τ و ͬͺتریͺال بارهای حجمͬ چͽالͬ و جرم ترتیب nبه mو آن در که ͬ دهند م

ͬ شود: م زیر بصورت بعدی دو سیستم مقاومت تانسور خلاصه بصورت و نهایت در است.

R =
m

ne۲τ

[
۱ ۰
۰ ۱

]
+
B

ne

[
۰ ۱
−۱ ۰

]
.

T ṡ ∼ ETJ =
∑

i,j JiJjRij = شͺل به رابطەای از هال سامانەی در انرژی اتلاف نرخ

پادمتقارن قسمت پس ،JTRaJ = ۰ چون  که کنید توجه ͬ شود. م محاسبه JT (Rs +Ra)J

ندارد. انرژی اتلاف در سهمͬ رسانندگͬ تانسور

ͷی است. هال سامانەی در شده شͺسته تقارن های کرد اشاره آن به باید که مهمͬ موضوع

وارونͬ تقارن های تمامͬ دارای مغناطیسͬ میدان غیاب در همسانگرد کاملا بعدی دو سامانەی

سامانه مقاومت تانسور متقارن قسمت از موضوع این است. دوران و آینەای انعکاس زمان،

تقارن ۲ که است صفر غیر زمانͬ مقاومت تانسور پادمتقارن قسمت دیͽر طرف از پیداست.

ͬͺتریͺال مقاومت تانسور پادمتقارن قسمت درواقع بشͺند. آینەای انعکاس و زمان وارونͬ مهم

از زمانͬ، وارونͬ تقارن شͺست نیست. ناوردا آینەای تقارن و زمان وارونͬ تبدیلات تحت

ماتریس با آینەای انعکاس تبدیل پیداست. T̂ [Ra
ij(B)] = −Ra

ij(B) ̸= Ra
ij(B) رابطەی

که است ϵ تانسور شامل مقاومت تانسور پادمتقارن قسمت ͬ شود. م داده Π̂ =

[
۱ ۰
۰ −۱

]
ͬ شود: م عوض زیر بصورت انعکاس تبدیل تحت

ϵ→ Π̂T ϵΠ̂ = −ϵ.
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است. انعکاس تقارن شͺست مستلزم پادمتقارن قسمت وجود اینکه نتیجه

سامانەی ͷی در ۲ مرتبەی ضرایب تانسور کلͬ شͺل مورد در بخش، این در شده ارايه مثال با

سامانەی ͷی در مقاومت تانسور پادمتقارن قسمت که شد مشخص کردیم. بحث بعدی ۲

تانسور ͷی ضرایب تانسور که حالتͬ به تعمیم ͬ شود. م مشخص مستقل عدد ͷی با همسانگرد

صورت ͬ شود، م مطالعه شارەها وشͺسانͬ که زمانͬ و بعدی قسمت های در باشد، ۴ مرتبەی

صورت ͷتفکی به باید بعدی ۳ و ۲ سامانەها ی مورد در اخیر مسالەی این مطالعەی البته ͬ گیرد. م

گیرد.

متعارف مولفەا ی تک سامانەی حرکت معادلات ۶ .۱۳

قسمت در باز گردیم. مغناطیسͬ میدان بدون مولفەای تک تعادلͬ غیر سامانەی به ͬ توانیم م اکنون

به ͬ کنیم. م بررسͬ مختصر بصورت را مغناطیسͬ میدان حضور به مربوط ͬ تر عموم بحث بعدی،

شارهای تنش، تانسور و گرمایی شار همسانگرد، مولفەای تک سامانەی این مورد در مشخص طور

انرژی شار و برداری کمیتͬ گرمایی شار مورد، این در ͬ دهند. م تشͺیل را سامانه ͬͺترمودینامی

و ∇T بردار نظر، مورد سامانەی در است. دو مرتبەی از تانسوری کمیتͬ تنش) (تانسور ͬͺانیͺم

هستند ͬͺترمودینامی نیروهای ،Γs = (۱/۲)[∇u+ (∇u)T ] سرعت گرادیان متقارن تانسور

به ͬ توانیم م را تنش تانسور باشیم، دقیق تر اینکه برای ͬ کنند. م ایجاد را تعادلͬ غیر شرایط که

trΣ اسͺالر قسمت ͷی از تنش تانسور واقع در کنیم. ͷتفکی Σ = (۱/۳)trΣI + Σ̃ صورت

تانسور برای مشابه ͬͺتفکی است. شده تشͺیل Σ̃ تریس بدون دو مرتبەی تانسور قسمت ͷی و

به L و lvv و Lqq اسͺالر عدد ۳ با پدیده شناختͬ روابط پس ͬ شود. م انجام نیز سرعت گرادیان

ͬ شود: م ساخته زیر صورت

Jq = −Lqq
∇T
T ۲ ,

۱
۳

trΣ = lvv
∇ · u
T

, Σ̃ = L
Γ̃

T
, (۱۹ .۱۳)

که سرعت گرادیان بردار متقارن قسمت تنها نتیجه در است، متقارن تنش تانسور چون آن در که

دارد: سهم است شده هم تریس بدون

Γ̃ = Γs − ۱
۳
∇ · uI, trΓ = ∇ · u.
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ͬ شود: م زیر صورت به پدیدەشناختͬ ضرایب حسب بر آنتروپی تولید نرخ اکنون

ṡ =
lvv
T ۲ (∇ · u)۲ +

Lqq
T ۴ (∇T )۲ +

L

T ۲ tr(Γ̃ · Γ̃) ≥ ۰. (۲۰ .۱۳)

ͬ شود. م دیده مشهود صورت به آمده دست به رابطەی از آنتروپی، تولید نرخ بودن مثبت

چͽالͬ، بنویسیم. را مولفەای تک ͬͺهیدرودینامی سامانەی تحولͬ معادلات ͬ توانیم م اکنون

کننده توصیف معادلات هستند. سامانه این متغیر های دما و فشار درونͬ، انرژی سرعت، میدان

انرژی تحولͬ معادلەی ،۲ .۱۳ تکانه پایستگͬ معادلەی ،۱ .۱۳ جرم پیوستگͬ معادلەی از عبارتند

λ = Lqq/T
۲  و ηv = lvv/T ،η = L/۲T تعریف با حالت. معادلات و ۸ .۱۳ درونͬ

ͬ کنیم: م نویسͬ باز زیر صورت به را اساسͬ معادلات

∂tρ+∇ · (ρu) = ۰, P = P (ρ, T ), ϵ = ϵ(ρ, T ),

ρ
du

dt
= −∇P + η∇۲u+ (ηv + η/۳)∇(∇ · u),

ρ
dϵ

dt
= λ∇۲T − P∇ · u+ ηv(∇ · u)۲ + ۲ηtr(Γ̃ · Γ̃). (۲۱ .۱۳)

بررسͬ است. نمودار بالا روابط بین در ͬ کند، م مشخص را شاره تحول که نویه⁃استوکس معادلەی

این در است. توجه جالب ندارد، وجود سامانه در ͬͺانیͺم حرکت هیچ آن در که خاص حالت ͷی

استفاده با .dϵ/dt = ∂tϵ = cv∂tT پس: است صفر سرعت میدان نداریم، حرکت چون مورد

ρcv∂tT = λ∇۲T شدەی ساده شͺل به ͬ توان م را بالا روابط از آخر معادلەی رابطه، این از

ͷی در را دما میدان زمانͬ تحول و است موسوم حرارت انتقال معادلەی به معادلە، این نوشت.

ͬ دهد. م جامد سامانەی

وشͺسان⁃کشسان شارش ۷ .۱۳

که ͬ دهیم م نشان قسمت این در است. شده معرفͬ قبل فصول در وشͺسان⁃کشسان شارش

مدل گفتەشد، که چنان آن  دارد. هم اتلافͬ غیر قسمت شارەها، این در ͬͺترمودینامی جريان

در و کشسان بصورت کوتاه زمان های در آنها رفتار که ͬ کند م توصیف را شارەهایی ماکسول

اتلافͬ غیر پدیدەای کشسانͬ، رفتار که است واضح است. ویسͺوز بصورت بلند زمان های
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(گرادیان ͬͺترمودینامی نیروی و (تنش) جریان  بین پدیدەشناختͬ روابط شارەها این در است.

ͬ شود: م گرفته نظر در زیر صورت به سرعت)

(۱ + τ
D

Dt
)Σ̃ = ۲ηΓ̃. (۲۲ .۱۳)

این جایͽزاری با ͬ کنیم. م جدا Σ̃ = Σ̃r + Σ̃ⅾ بصورت را تنش غیراتلافͬ و اتلافͬ قسمت های

داریم: طرفين زمانͬ پاریتەی به توجه و بالا رابطەی در رابطە

Σ̃r + τ
D

Dt
Σ̃ⅾ = ۰, Σ̃ⅾ + τ

D

Dt
Σ̃r = ۲ηΓ̃, (۲۳ .۱۳)

جداکنیم: زیر بصورت را آن اتلافͬ غیر و اتلافͬ قسمت های ͬ توانیم م تنش، داشتن با پس

Σ̃r = −τ D
Dt

Σ̃ⅾ, (۱ − τ ۲ D
۲

Dt۲ )Σ̃
ⅾ = ۲ηΓ̃ = Σ̃. (۲۴ .۱۳)

ͷنماتی مایع کریستال ͷدینامی ۸ .۱۳

ͷنماتی مایع کریستال سامانەی ͷی ͷدینامی خطͬ، پاسخ نظریەی کاربرد از دیͽر مثالͬ عنوان به

همزمان صورت به باید نظر مورد ͬͺدینامی نظریەی مایع، کریستال  مورد در ͬ کنیم. م بررسͬ را

n̂(r, t) ,u(rو t)میدان های با ترتیب به که مولͺول ها  ͬ چرخش مدهای و انتقالͬ مد های حرکت

میلەای مولͺولهای گیری جهت n̂(r, t) میدان که کنید توجه بͽیرد. نظر در را ͬ شوند م مشخص

ͬ گیریم: م نظر در زیر بصورت را حرکت معادلات ͬ دهد. م نشان را ͷنماتی مایع کریستال شͺل

ρ
d

dt
u = −∇P +∇ · Σ, d

dt
n̂ = N,

ͬ شوند. م تعادل از سامانه دورشدن و حرکت  باعث N و Σ ͬͺترمودینامی جریان های آن در که

وابسته جریان است، شده داده نشان Σ با که تکانه شار که کنید توجه بعدی استفادەهای برای

وابسته جریان N دیͽر طرف از است. فرد زمانͬ پاریتەی دارای که ͬ دهد م نشان را میدانͬ به

ͬͺترمودینامی نیروی ساده، شارەی ͷی حالت مشابه است. زوج زمانͬ پاریتەی با میدانͬ به

نشان h با را مولͺول ها چرخشͬ حرکت عامل ͬ شود. م تکانه شار ایجاد باعث Γij = ∂iuj
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از پیش ͬ شود. م ناشͬ مایع کریستال مولͺول های بین برهمͺنش از قاعدتا نیرو این ͬ دهیم. م

کنید: نگاه حرکت مولد نیروهای زیربرای نهایی نتیجەی به جزییات، به پرداختن

Σ− Σe = −۱
۲

(
h⊥n̂− n̂h⊥

)
− λ

۲

(
n̂h⊥ + h⊥n̂

)
+Σⅾ

N = (nn− I)Dn+ γ−۱h. (۲۵ .۱۳)

کریستال مولͺول های هندسͬ شͺل که است بعد بدون پارامتر ͷیλ Dو = Γa+λΓs آن در که

ͷی برای ͬ دهد. م نشان را شͺل کروی و همسانگرد مولͺولها λ = ۰ ͬ کند. م مشخص را مایع

.λ = ∆۲−۱
∆۲+۱ داریم: ∆ℓ ͷکوچ نیم ⁃قطر و ℓ بزرگ نیم⁃قطر اندازەی با ͬ گون بیض مولͺول

برای و است (کشیده) میلە⁃گون مولͺول ،∆ < ۱ معادل بطور یا λ < ۰ برای که کنید دقت

است. (صفحه⁃گون) پخت مولͺول ،∆ > ۱ معادل بطور یا λ > ۰

جملەی ͬ شود. م بیان بعدا آن جزییات که است شاره تنش اتلافͬ قسمت Σⅾ روابط این در

انتقالͬ جریان های غیاب در ͬ دهد. م نشان را چرخشͬ مدهای در اتلاف نیز γ−۱ با متناسب

چرخشͬ انرژی کمینەی با که تعادل حالت از مولͺول ها جهت گیری در انحراف گونە هر خالص،

واهلشͬ رفتار این ͬ گردد. م باز تعادلͬ وضعیت به اتلافͬ فرآیند ͷی بواسطەی ͬ شود، م مشخص

شده مشخص Σe با اریͺسون تنش است. مستتر γ−۱ با متناسب جملەی در تعادل حالت به

تعریف بعدا (که چرخشͬ مدهای برهمͺنشͬ انرژی در که است موضوع این بیانگر و است

مطرح جملات از گذشته ͬ دهند. م نشان را خود صورتͬ به هم انتقالͬ مدهای عملا ͬ شود)، م

همرفت سهم و هستند اتلافͬ غیر اثرهای بالا ͬͺترمودینامی روابط در موجود جملات بقیەی شده،

دارند، که هندسͬ شͺل و حجم به توجه با مایع کریستال مولͺولهای واقع در ͬ دهند. م نشان را

حرکت باعث همرفتͬ، حرکت های این کنند. حرکت آن همراه و شده شارە سوار ͬ توانند م  قاعدتا

تا است قادر شارشͬ، میدان در کرل یا چرخش وجود ͬ شوند. م مولͺولها چرخشͬ و انتقالͬ

قادر نیز چرخش بدون شارش دیͽر طرف از بچرخاند. را ناهمسانگرد و همسانگرد مولͺول های

اتلافͬ غیر فرآیندهای قاعدتا همرفتͬ، جملات این بچرخاند. را ناهمسانگرد مولͺول های تا است

هستند.

بالا روابط استخراج به بیشتری جزییات با و انزاگر تقارنͬ خواص از استفاده با اکنون

به آزادی انرژی چͽالͬ تابعͬ از تعادل حالت عموما مایع،  کریستال های مورد در ͬ پردازیم. م
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آزاد انرژی که کنید توجه ͬ آید. م دست به h = −δF/δn̂ = ۰ رابطەی با و F(∇n̂) شͺل

ͬ آید. م بدست F =
∫
d۳xF(∇n̂) رابطەی از مولͺولها چرخشͬ آزادی درجات به مربوط

را ͬͺترمودینامی نیروی دارند، چرخشͬ حرکت مولͺولها که تعادل از دور ͬͺدینامی حالت برای

نوشت: زیر شͺل به ͬ توان م

hi = −∂F
∂ni

+ ∂j
∂F

∂(∂jni)
.

لاگرانژ قید با ͬ توان م (که ،n̂ · n̂ = ۱ جهت گیری، بردار طول بودن ثابت قید که شود توجه

گرفتن نظر در با ͬ دهد. نم را چرخشͬ نیرو ی برای طولͬ مولفەی اجازەی گرفت) نظر در آنرا

h⊥ = شͺل به را است عمودی مولفەی دارای تنها قاعدتا که ͬͺترمودینامی نیروی  نکته، این

ͬ گیریم. م نظر در (I − n̂n̂) · h = ۰

ذاتͬ بصورت ،F آزاد انرژی که است واقعیت این کرد، توجه آن به باید که مهمͬ نکتەی

فاز آزاد انرژی که است درست سازد. مربوط هم به را چرخشͬ و انتقالͬ آزادی درجات ͬ تواند م

جرم مرکز کردن جابجا با ولͬ دارد، بستگͬ مولͺول ها چرخشͬ آزادی درجات به تنها ͷنماتی

ͷی موضوع، این فهم برای بود. خواهیم آزاد انرژی این در تغییرات شاهد شرایطͬ در مولͺولها،

مولͺولها جرم مرکز جابجایی، میدان این نتیجەی در که بͽیرید نظر در ،w(r) جابجایی میدان

اعمال نتیجەی در ͬ ماند. م ثابت مولͺولها جهت گیری فرآیند این طͬ در حالیͺه در ͬ شود م جابجا

ͬ کند: م تغییر زیر صورت به مولͺول هر جرم مرکز جابجایی، این

r → r′ = r+w(r), n → n′(r′) = n(r),

بماند. ثابت جابجایی فرآیند در مولͺولها جهت که ͬ کند م تضمین دوم رابطەی که کنید توجه

گرادیان ͬ دارد، م نگاه ثابت را جهت کیری که بالا فرآیند در که ͬ دهد م نشان ساده محاسبەی ͷی

ͬ شود: م زیر بصورت جهت گیری میدان گرادیان تغییرات ͬ کند. م تغییر جهت مولͺولها

∂n′j
∂r′i

=
∂nj
∂rk

∂rk
∂r′i

∼ ∂inj − ∂iwk∂knj ,

داریم: نتیجه در

∆(∂inj) = −∂iwk∂knj .
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کند: تغییر زیر میزان به ͷنماتی فاز آزاد انرژی داریم انتظار پس

∆F =

∫
d۳x

∂F
∂(∂inj)

∆(∂inj) =

∫
d۳xΣeki∂iwk,

است: شده تعریف زیر بصورت اریͺسون تانسور نهایی، رابطەی در که

Σeki = −(∂knj)
∂F

∂(∂inj)
.

است، کشسانͬ آزاد انرژی در انتقالͬ و چرخشͬ مدهای همبستگͬ از ناشͬ که تنش این واقع در

شود. اضافه سامانه اصلͬ تنش به باید

مولͺول ها بر وارد گشتاور و تنش تانسور قسمت های دیͽر کلͬ شͺل یافتن برای ادامه، در

ͬ نویسیم: م زیر عمومͬ صورت به را انزاگر معادلات ͬ کنیم. م استفاده انزاگر خطͬ نظریەی }از
Σij − Σe

ij = ηijkl Γkl + Λ−+
ijk h

⊥
k

Ni = Λ+−
ijk Γjk + Lij h

⊥
j ,

(۲۶ .۱۳)

.ηijkl = ηklij هستند: متقارن η چهارم مرتبەی تانسور و L دوم مرتبە تانسور آن در که

که شود توجه هستند. Λ−+
ijk = −Λ+−

kij تقارن دارای Λ−+ و Λ+− سوم مرتبەی تانسور های

داریم: پس ندارند. انرژی اتلاف در نقشͬ Λ−+ و Λ+− ری اکتیو جملات

T ṡ =

∫
dr(h⊥i N

ⅾ
i + ΓijΣ

ⅾ
ji) ≥ ۰,

∫
dr(h⊥i N

r
i + ΓijΣ

r
ji) = ۰.

شͺل آوردن بدست و همسانگرد و همͽن سامانەی ͷی هندسͬ تقارن های اعمال برای اکنون

ͷتفکی پادمتقارن و متقارن قسمت دو به را سرعت گردایان تانسور پدیدەشناختͬ، ضرایب کلͬ

Λ+− = Λa+−+Λs+− دهیم: قرار ͬ توانیم م ،ͷتفکی این نتیجەی در .Γ = Γa+Γs ͬ  کنیم: م

ترین کلͬ ͬ کنیم. م شروع پادمتقارن قسمت با ابتدا .Λs+−
ijk = Λs+−

ikj و Λa+−
ijk = −Λa+−

ikj که

است: زیر صورت به پیشنهادی شͺل

Λa+−
ijk = c(njδik − nkδij).

داریم: نتیجه این از استفاده با

Λa+−
ijk Γa

jk = c[(∇× u)× n̂]i.
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Ω = (۱/۲)∇ × u ثابت سرعت با و صلب بصورت سامانه کل که ساده حالت ͷی برای

این باشیم. داشته N = Ω × n̂ شͺل به اتلافͬ غیر جملەی ͷی که داریم انتظار ͬ چرخد، م

این .c = (۱/۲) دهیم قرار مجبوریم صورت این در است. سامانه کل چرخش از نتیجەای

استفاده با اکنون شد. مطرح این از پیش که است (هم⁃چرخشͬ) همرفتͬ حرکت همان موضوع،

داشت: خواهیم ری اکتیو، جملات از ناشͬ اتلاف شدن صفر و انزاگر تقارنͬ روابط از

Λa−+ = −۱
۲
(njδik − niδjk).

داریم: را زیر عام شͺل به حدسͬ ،Λ متقارن قسمت برای

Λs+−
ijk =

λ

۲
(۲ninjnk − (njδik + nkδij)) ,

استفاده نیز n̂ ·N = ۰ قید از همسانگرد و متقارن سامانەی تقارنͬ خواص بر علاوه آن در که

داریم: بالا، روابط داشتن دست در با است. شده

Λs−+
ijk =

λ

۲
(۲ninjnk − (njδik + niδjk)).

ͬ شود: م زیر بصورت تنش تانسور ری اکتیو قسمت نهایت در

Σr
ij = −λ

۲

(
nih

⊥
j + h⊥i nj

)
− ۱

۲

(
h⊥i nj − nih

⊥
j

)
,

و

N r
i = Λa+−

ijk Γajk + Λs+−
ijk Γsjk = (ninj − δij) Djk nk.

کنید توجه است. شده استفاده D = Γa + λΓs فشردەنویسͬ آخراز رابطەی در که کنید توجه

است. شده استفاده نیز ninjDjknk = λninjΓ
s
jknk اتحاد از آنجا در که

همراه اتلاف با صلب چرخش اینکه به توجه با ͬ کنیم. م بررسͬ را انرژی اتلاف دیͽر بار

.Σⅾ،a = ۰ با باشد برابر باید اتلافͬ تنش تانسور پادمتقارن قسمت که ͬ گیریم م نتیجه نیست،

پس

T ṡ =

∫
dr
(
h⊥i N

ⅾ
i + Γs

ijΣ
ⅾ،s
ji

)
≥ ۰,
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۳۵۵ ͷنماتی مایع کریستال ͷدینامی ۸ .۱۳

ͬ دهد م نتیجه که Γs = ۰ و Nⅾ = ۰ ،N = Nr = Ω× n̂صلب چرخش برای که کنید توجه

.T ṡ = ۰

η = ηs + ηa صورت به را ویسͺوزیته تانسور تنش، تانسور اتلافͬ قسمت تعیین برای

دو و اول اندیس دو جایͽشت به نسبت بودن پادمتقارن و متقارن آن در که ͬ کنیم م ͷتفکی

تانسور مغناطیسͬ میدان حضور عدم در که داد نشان ͬ توان م است. شده تعریف دوم اندیس

اول اندیس دو به نسبت باید ویسͺوزیته تانسور آن بر علاوه ندارد. پادمتقارن قسمت ویسͺوزیته

برای زیر عمومͬ شͺل قیود این همەی گرفتن نظر در با باشد. متقارن دوم اندیس دو همچنین و

ͬ شود: م پیشنهاد ویسͺوزیته تانسور

Σⅾ
ij = ۲ν۲Γ

s
ij + ۲(ν۳ − ν۲)(niΓjk + njΓik)nk + (ν۲ − ν۴)Γkk δij

−۲(ν۱ + ν۲ − ۲ν۳)ninjnknlΓ
s
kl

+(ν۵ − ν۴ + ν۲) (nknlΓ
s
klδij + Γkk ninj) . (۲۷ .۱۳)

است. ویسͺوزیته پدیدەشناختͬ ضریب ۵ دارای ͬ شود، م دیده که همانطور که

را حرکت معادلات زیر، صورت به اتلافͬ گشتاور برای اتلافͬ شͺل سادەترین نهایت در

ͬ کند: م کامل

Nⅾ = γ−۱h.

تعادل از دور چرخشͬ مدهای انتقالͬ، حرکت و شارش گونه هر غیاب در ساده، مدل این مطابق

ͬ شوند. م واهلیده آزاد) انرژی کمینەی  (نقاط تعادل حالت های به نمایی بصورت

ͷنماتی نظم پارامتر ͷدینامی

ͬ شود. م مشخص d = ۳ در Q = q(n̂n̂ − (۱/۳)I) نظم پارامتر با ͷنماتی مایع کریستال

قدرت که کنیم فرض کنیم. بررسͬ را نظم پارامتر ͷدینامی داریم، علاقه عموما صورت این در

∂tn̂ = رابطەی از استفاده با است. ثابت کمیتͬ است، شده داده نشان q با که ͷنماتی نظم
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بنویسیم: زیر بصورت را نظم پارامتر ͷدینامی ͬ توانیم م −(u · ∇)n̂+Nr +Nⅾ

(۲۸ .۱۳)

∂tQij + (u · ∇)Qij = −[Γa,Q]ij − λ{Γs, Q̄}ij + ۲λ Q̄ij (nknlΓ
s
lk) + Q̇ⅾ

ij ,

Q̇ⅾ = −γ−۱(δF)/(δQ) رابطەی با را اتلاف سهم همچنین و Q̄ = Q+(q/۳)I آن در که

شدەاند: تعریف زیر بصورت تانسور دو پادجابجاگر و جابجاگر دادەایم. نشان

[A,B]ij = AikBkj −BikAkj , {A,B}ij = AikBkj +BikAkj .

پادمتقارن ویسͺوزیتەی ۹ .۱۳

بررسͬ با بود. متعارف ͬͺهیدرودینامی سامانەهای به مربوط قبلͬ قسمت بحث شد، دیدە که آنطور

بازشناسͬ نیز را متعارف غیر حالت های برخͬ ͬ توانیم م جریان ها و نیروها بین خطͬ روابط دقیق تر

⁃ͬͺهیدرودینامی غیرتعادلͬ سامانەی ͷی در ͬͺترمودینامی نیروهای و جریان ها کنیم.                 بررسͬ و

متقارن تانسورهای هستند. متناظر سرعت گرادیان و تنش دوم مرتبەی تانسورهای با شارشͬ

دادەایم. نشان Γ = (∇u+ [∇u]T )/۲ و Σ با ترتیب به را سرعت گرادیان و تنش دو مرتبەی

در که بͽیرید نظر در Σij = LijklΓkl بصورت را کمیت دو این بین خطͬ رابطەی  عام ترین

بخش در که بحثͬ است. شده داده نشان Lijkl چهار مرتبەی تانسور با پدیدەشناختͬ ضرایب آن

و مغناطیسͬ میدان غیاب در همͽن، و همسانگرد بعدی سه شارەهای مختص شد ارايه پیشین

با تنها ضرایب تانسور شده، گفته شرایط در که ͬ داد م نشان بحث آن بود. کوریولیس نیروهای

اکنون ͬ شود. م مشخص (ηv حجمͬ ویسͺوزیتەی و η برشͬ (ویسͺوزیتەی مستقل عنصر دو

مغناطیسͬ میدان که ͬ گیریم م نظر در را همͽنͬ و همسانگرد سیستم  و ͬ کنیم م عام تر  ͬ کم را شرایط

خاصͬ حالت قبلͬ، قسمت در آمده بدست روابط که ͬ بینیم م ادامه در ͬ کند. م اثر آن بر نیز خارجͬ

و تنش تانسور های بودن متقارت علت به ضرایب، تانسور شد. خواهند قسمت، این روابط از

باشد. متقارن (kl) ↔ (lk) و (ij) ↔ (ji) جایͽشت های به نسبت باید سرعت، گرادیان

دارای باید اصولا بعدی، سه فضای در نتیجه در چهار، مرتبەی است تانسوری ضرایب، تانسور

تعداد شد، اشاره آنها به آخر اندیس دو و اول اندیس دو مورد در که تقارن هایی باشد. عضو ۸۱

این بشماریم، را مستقل عناصر تعداد اینکه برای ساده راه ͷی ͬ دهد. م تقلیل را مستقل عناصر
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۳۵۷ پادمتقارن ویسͺوزیتەی ۹ .۱۳

مستقل عضو ۶ کدام هر سرعت، گرادیان و تنش متقارن تانسور های چون کنیم توجه که است

حداکثر باید ͬ دهد م پیوند هم به را عناصر این که ضرایبی تانسور پس دارند، بعدی سه فضای در

کمتر هم تعداد این از مستقل عناصر که ͬ دهیم م نشان ادامه در باشد. داشته مستقل عضو ۳۶

دو به را ضرایب تانسور ،(ij) ↔ (kl) اندیس های جایͽشت به نسبت تقارن نظر از هستند.

برای ͷتفکی نوع (این ͬ کنیم م ͷتفکی L = Ls + La بصورت پادمتقارن و متقارن قسمت

Lsijkl = Lsklij خاصیت دارای پادمتقارن و متقارن قسمت های اجراست). قابل تانسور هر

در و انزاگر، تقارنͬ خواص به بنا و شد اشاره پیشتر که آن چنان هستند. Laijkl = −Laklij و

به نسبت باید ضرایب تانسور پادتقارن و متقارن قسمت های خارجͬ، مغناطیسͬ میدان حضور

باشند: فرد و زوج پاریتەی دارای ترتیب به خارجͬ، میدان وارونͬ با همراه زمان وارونͬ

Lsijkl(B) = Lsijkl(−B), Laijkl(B) = −Laijkl(−B).

بزنیم. حدس ͬ توانیم م را ضرایب تانسور  شͺل ͬ ترین کل تقارنͬ، ملاحظات از استفاده با

که صورتͬ در تنها است، واضح کنیم. شروع بعدی سه سیستم حالت با دهید اجازه

برای تقارنͬ ملاحظات به بنا است. همسانگرد نظر مورد سیستم باشیم، نداشته خارجͬ میدان

ͬ شود: م زیر شͺل به متقارن قسمت بعدی، سه همسانگرد و همͽن سامانەهای

Lsijkl = a۱δijδkl + a۲(δjkδil + δjlδik),

برآورده کند. ͬ تواند م را شده گفته تقارن های که است ضرایب ماتریس از صورتͬ تنها شͺل، این

مرتبەی تانسوری تنها واحد، تانسور ،δij که کردەایم استفاده واقعیت این از بالا، حدس برای

 ͬ عموم شͺل یافتن برای است. بعدی سه فضای در همسانگردی و تقارنͬ کامل خواص با دو

دو دادن قرار هم کنار با که ترکیب هایی تمامͬ ͬ توانیم م فضا، این در چهار مرتبەی تانسور ͷی

بالا رابطەی بͽیریم. نظر در را ساخت ͬ توان م اندیس ها متفاوت جایͽشت های با واحد تانسور

شده برگزیده گونەای به جمله هر ضرایب که تفاوت این با است، شد گفته که ترکیبی همین عملا

تانسور حالت، این در که کنید توجه کند. برآورده هم را نظر مورد اضافͬ تقارنͬ خواص تا است

ویسͺوزیتەی ضرایب همان مستقل عنصر دو این ͬ شود. م مشخص مستقل عنصر دو با ضرایب

و a۲ = η که: ͬ شود م دیده مقایسه، با شد. اشاره آنها به پیشین قسمت در که هستند معمول
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است، ضرایب تانسور متقارن قسمت با متناظر که تنش تانسور از قسمتͬ .a۱ = ηv − (۲/۳)η

است. واحد ماتریس I آن در که است Σs = a۱trΓI + ۲a۲Γ صورت به ماتریسͬ نمایش در

ͬ شود. م استفاده انرژی اتلاف نرخ و حرکت معادلات آوردن بدست برای نتیجە این از

معادلات زمان وارونͬ (تقارن دارد حضور خارجͬ مغناطیسͬ میدان که شرایطͬ در تنها

شرایطͬ در است ممͺن ضرایب تانسور پادمتقارن قسمت ͬ شود)، م شͺسته ͷوپیͺروسͺمی

همͽن سامانەهای برای ͬ دهد م نشان محاسبات البته باشد. داشته صفر غیر و بدیهͬ غیر جواب

باید ضرایب پادمتقارن قسمت خارجͬ، میدان حضور در حتͬ بعدی، سه فضای در همسانگرد و

باشد. صفر

راستای است. متفاوت وضعیت مغناطیسͬ، میدان حضور در بعدی دو سامانەهای مورد در

همسانگردی شرط تا ͬ گیریم م عمود دارد، جریان آن در شارش که بعدی دو صفحەی بر را میدان

ͬ توانیم م همسانگرد، و همͽن بعدی دو سامانەهای این برای شود. حفظ شارش صفحەی در

را تقارنͬ خواص که بͽیریم نظر در ضرایب تانسور پادمتقارن قسمت برای زیر شͺل به انتخابی

ͬ کند: م برآورده

Laijkl = η◦ (δjkϵil + δjlϵik + δilϵjk + δikϵjl) ,

که، ͬ شود م دیده است. بعدی دو فضای در پادمتقارن کاملا تانسور ϵij = −ϵji آن، در که

است. شده مشخص η◦ میدان به وابسته مستقل عنصر ͷی با ضرایب تانسور پادمتقارن قسمت

η◦(B) = −η◦(−B) شͺل به باید مغناطیسͬ میدان به نامتعارف ویسͺوزیتەی این وابستگͬ

اخیر شͺل این از استفاده با ͬ شود. صفرم نامتعارف ویسͺوزیتەی صفر، میدان حالت در و باشد

ͬ آوریم: م بدست زیر بصورت را تنش تانسور در جمله این سهم ضرایب، ماتریس برای

Σ◦
ij = LaijklΓkl = ۲η◦ (ϵikΓkj + ϵjkΓki) .

مولفەها مستقیم محاسبەی با داریم. احتیاج ∇ · Σ◦ به شاره، حرکت معادلەی در استفاده برای

که: دید راحتͬ به ͬ توان م

[∇ · Σ◦]i = η◦ϵij∇۲uj = η◦∂iω + η◦ϵij∂j(∇ · u),
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اکنون ͬ دهد. م نشان را بعدی دو فضای در شاره چرخش ω = ∂۱u۲ − ∂۲u۱ آن، در که

و متعارف ویسͺوزیتەهای حضور در را بعدی دو ناپذیر تراکم شارش تحولͬ معادلات ͬ توانیم م

کنیم: بازنویسͬ زیر صورت به نامتعارف ویسͺوزیتەی

ρ۲Ⅾ
du

dt
= ∇(−P + η◦ω) + η۲Ⅾ∇۲u, ∇ · u = ۰,

η۲Ⅾ با بعدی دو شارەی متعارف ویسͺوزیتەی و ρ۲Ⅾ با سطح واحد در جرم چͽالͬ آن، در که

نامتعارف ویسͺوزیتەی اثر ناپذیر، تراکم شارش های در که ͬ شود م دیده است. شده داده نشان

اثر این رد است.  شده اضافه همسانگرد فشار به که است چرخش با متناسب جملەی بصورت

دو شارش در مثال عنوان به ͬ شود. م نمودار فشار و چرخش بین ارتباط در شهودی بصورت

صفحەی درون که داریم لغزش بدون مرزی شرط با صلب دایرەای ͷدیس ͷی کنید فرض بعدی

آزمایش این در متعارف ویسͺوزیتەی اثر ͬ چرخد. م ω۰ زاویەای سرعت با مرکزش حول و شارش

این کنیم. مشاهده ͬ شود، م وارد ͷدیس به شاره جانب از که چرخشͬ گشتاور در ͬ توانیم م را

ͷدیس چرخش از دارد تمایل که است اتلافͬ اثری متعارف، ویسͺوزیتەی از ناشͬ گشتاورِ

داده شرح آزمایش در آن رد و است اتلافͬ غیر اثری نامتعارف، ی ویسͺوزیته کند. جلوگیری

شعاعͬ تنش این ͬ کند. م اثر آن به چرخان ͷدیس لبەهای از که است شعاعͬ نیروی ͷی شده

فشار یا نیرو آن مقدار و کند گستردەتر) چرخش، جهت به (بسته فشردەتر را ͷدیس دارد تمایل

تحت را ͷدیس اگر که معنͬ این به است، پادمتقارن اثر این است. η◦(B)ω۰ با متناسب شعاعͬ

ایجاد برای کند. چرخش به شروع ͷدیس آن که باشیم داشته انتظار نباید دهیم، قرار شعاعͬ فشار

آن بر عمود مغناطیسͬ میدان ͷی که بͽیرید نظر در را آب از نازک بسیار لایەی ͷی بهتر، شهود

علت به داریم انتظار ͬ دهیم. م قرار آن روی را روغن ͷکوچ قطرەی ͷی اکنون کردەایم. اعمال

پخش آن که از پیش کنید تصور نازک. لایەی روی شدن پخش به کند شروع قطره سطحͬ، کشش

ویسͺوزیتەی علت به داریم انتظار بدهیم. قطره لͺەی به اولیەی چرخش ͷی شود، آغاز قطره

شعاعͬ نیروی این کند. کسب شعاعͬ نیروی ͷی است، چرخان ͷدیس شبیه که قطره پادمتقارن،

جمع نیروی به کننده پخش نیروی حالت از میدان، جهت تغییر با و است میدان جهت به وابسته

پادمتقارن ویسͺوزیتەی اندازەی بتوان باید آزمایش این دقیق آنالیز با قاعدتا ͬ شود. م تبدیل کننده

کرد. اندازەگیری را



علͬ⁃نجفͬ⁃دانشͽاه⁃تحصیلات⁃تکمیلͬ⁃زنجان

غیرتعادلͬ ͷترمودینامی :ͷهیدرودینامی ۱۳ ۳۶۰

B

تمایل پادمتقارن، ویسͺوزیتەی با شارە ͷی از نازکͬ لایە ی روی روغن چرخان قطرەی ͷی ۱ .۱۳ شͺل
شود. جمع دارد

برآورد برای دارد. زمان بر جرم بعد ویسͺوزیتە دوبعدی، باردار شارەی در که کنید توجه

مرتبەی از مولͺول ها جرم ریز مقیاس دیدگاه در که کنید توجه متعارف، ویسͺوزیتەی مرتبەی

انتظار نتیجه در است. ۱۰−۱۴s با برابر مولͺولها بین انرژی انتقال مشخصەی زمان و ۱۰−۲۶Kg

اندازە ی از نامتعارف، ویسͺوزیتەی مورد در باشد. η۲D ∼ ۱۰−۱۲ مرتبەی از ویسͺوزیته داریم

آوریم: بدست تا ͬ کنیم م استفاده ابعادی آنالیز برای ذرات ͬͺتریͺبارال و خارجͬ مغناطیسͬ میدان

در معمولͬ ͬͺنم محلول ͷی تخیمن، برای است. ذرات ͬͺتریͺال بار q آن در که η◦ ∼ qB

نتیجه در η◦ ∼ ۱۰−۱۹ که ͬ شود م دیده بͽیرید. نظر در را B ∼ ۱T قوی مغناطیسͬ میدان

داشته پی در را توجهͬ قابل اثر پادمتقارن ویسͺوزیتەی نداریم انتظار عملا و η◦/η۲D ∼ ۱۰−۷

باشد.

که باردار شارەی سیستم ͷی برای نامتعارف ویسͺوزیتەی مقدار از تخمینͬ بالا، مثال در

غیر شارەهای آن در که است شده آزمایش هایی اخیرا شد. ارايه دارد قرار مغناطیسͬ میدان در

از مجموعه ͷی ندارند. زمانͬ وارونͬ تقارنͬ که آوردەاند فراهم آزمایش بصورت را متعارفͬ

اعمال آنها به که هندسͬ محدودیتهای  دلیل به مجبورند که بͽیرید نظر در را چرخان کلويید های

چرخش بردار که است صورتͬ به کلويید ها چرخش کنند. حرکت دوبعدی ناحیەی ͷی روی شده،

آینەای انعکاس و زمانͬ وارونͬ تقارن سیستم این است. سطح بر عمود و موازی هم با آنها همەی

این آزمایشͽاهͬ، نظر از شود. دیده آن در نامتعارف وشͺسانͬ داریم انتظار نتیجه در ندارد را

به چرخان، خارجͬ مغناطیسͬ میدان ͷی اعمال با و هستند مغناطیسͬ گشتاور دارای کلویید ها

روابط eB کافیست سامانه، این در نامتعارف وشͺسانͬ میزان تخمین برای اند. آمده در گردش
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۳۶۱ پادمتقارن ویسͺوزیتەی ۹ .۱۳

چرخش سرعت و جرم ترتیب، به ω و m اینجا در کنیم. جایͽزین mω با را قبلͬ قسمت

هستند. کلویید ها

برای ندارند. همراه به انرژی اتلاف نامتعارف، ویسͺوزیتەی از ناشͬ پدیدەهای که شد اشاره

حسب بر کنیم. محاسبه را آنتروپی تولید نرخ تا است لازم کلͬ، حالت در موضوع این دادن نشان

Tبدست ṡ = tr(ΣΓ)رابطەی از آنتروپی تولید نرخ سرعت، گرادیان و تنش متقارن ماتریس های

تنش رابطەی آنتروپی، تولید نرخ در نامتعارف ویسͺوزیتەی جملەی سهم محاسبەی برای ͬ آید. م

استفاده ماتریس های آن در که بͽیرید. نظر در Σ◦ = ۲η◦(ϵΓ− Γϵ) ماتریسͬ بصورت را فرد

ͬ بینید م ریاضͬ ساده محاسبەی ͷی با ͬ باشند. م ϵ = −ϵT و Γ = ΓT تقارن های دارای شده

.۱ ندارد انرژی اتلاف در سهمͬ خطͬ ضرایب پادمتقارن قسمت نتیجه، در .tr(Σ◦Γ) = ۰ که:

tr(ΣsΓ) = ۲ηtr(Γ۲) = آنجا
.−η(∇× u)۲

نمایش در و ∇ · u = ۰ سادەی
از و Σs = ۲ηΓ داریم: ماتریسͬ

اتلاف سهم محاسبەی برای ۱

تانسور متقارن قسمت از ناشͬ
حالت برای که کنید توجه ضرایب،
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آ پیوست

COMSOL نرم افزار بر مقدمەای

داده توضیح کتاب این  در که تحلیلͬ روش های با شارەها، ͷانیͺم واقعͬ مسائل از بسیاری

این در است. واقعͬ مسائل ریاضͬ پیچیدگͬ سبب به موضوع این نیستند. بررسͬ قابل شد،

علاوه کنیم. حل عددی روش های با را ناویە⁃استوکس دیفرانسیل معادلات ناچاریم موارد گونه

بسیاری کتاب های ͬ دهد. م مسائل مورد در بهتری شهودی احساس عددی حل معمولا˟ این، بر

دانش گسترش با امروزه کردەاند. بیان تفصیل به را شارەها ͷانیͺم معادلات عددی حل اصول

ساخته پسندی کاربر نرم افزار های مسائل، از بسیاری برای عددی، روش های توسعەی و رایانه

است. شده

نرم افزار بپردازیم. عددی نرم افزار های قدرتمند ترین از ͬͺی معرفͬ به ͬ خواهیم م اینجا در

است. شده طراحͬ محدود اجزا عددی روش COMSOL-Multiphysicsبرپایەی COMSOLیا

بصورت را مهندسͬ و علوم از مختلفͬ شاخەهای مسائل تا است قادر تحقیقاتͬ نرم افزار این

شارەها، ͷانیͺم برق، مهندسͬ به مربوط مسائل عددی حل و شبیەسازی کند. حل عددی

مرزدار، ناحیەهای در الͺترومغناطیسͬ امواج ،ͷاکوستی مسائل کشسان، محیط های ͷانیͺم

نرم این قابلیت های از ͬͽهم پخش، و تلاطم حرارت، انتقال جرم، انتقال پلازما، محیط های

جفت شارشͬ معادلات با که پخش مسالەی (مثل ترکیبی مسائل مطالعەی امͺان است. افزار

دارد. وجود برنامه این در سهولت به نیز ͬ شود) م
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COMSOL نرم افزار بر مقدمەای آ ۳۶۴

چند دارای رایانه پردازشͽر اگر برنامەهاست. سازی موازی امͺان نرم افزار، این قابلیت های از

پردازشͽرها همەی روی همزمان و موازی بصورت را محاسبات ͬ تواند م نرم افزار این باشد، هستە

سیستم های اکثر روی نصب امͺان نرم افزار این آورد. بەدست سریعتر را نهائͬ جواب تا دهد انجام

عامل سیستم  روی و COMSOL-4.3 نسخەی با بخش این مطالب تمامͬ داراست. را عامل

است. شده اجرا Linux-OpenSUSE-13.2

مثال ͷی

استوانەی ͷی درون شارش از عبارتست مسألە ͬ پردازیم. م شارشͬ مسألەی ͷی به اینجا در

که صلب کرەی ͷی ͬ شود. م خارج استوانه سوی دیͽر از و وارد سو ͷی از جریان این صلب.

را جریان جلوی دارد، قرار استوانه به نسبت ثابت جایͽاه ͷی در و استوانه محور روی درست

ͬ گذرد م کرە اطراف از و داده تغییر را خود مسیر کرە، با برخورد از پس فرودی جریان ͬ گیرد. م

آ. ۱ شͺل

و ۲mm با برابر آن شعاع ،۸mm با برابر استوانه طول شود. خارج استوانه سوی دیͽر از تا

سرعت ͬ شود. م استوانه وارد پایین از فرودی جریان است. ۰٫۷۵mm با برابر نیز کره شعاع

برحسب ۲ توان تابع ͷی بصورت و ۱mm/s با برابر استوانه محور روی درست ورودی شارش

با موتور روغن شارە، جنس ͬ رسد. م صفر به استوانه سطح روی و ͬ یابد م کاهش محور، از فاصله



علͬ⁃نجفͬ⁃دانشͽاه⁃تحصیلات⁃تکمیلͬ⁃زنجان

۳۶۵

،COMSOL نرم افزار با مسأله این حل نهایی نتیجەی است. ν = ۰٫۱cSt ͬͺسینماتی وشͺسانͬ

رنگ ها برحسب نقطه، هر در سرعت اندازەی شͺل این در است. شده داده نشان آ. ۱ شͺل در

است. شده داده نمایش

.Re ≪ ۱ است: ͷکوچ رینولدز عدد که ͬ کنیم م دقت ابتدا مسأله، این عددی حل برای

سمتͬ تقارن خاطر به موضوع، براین علاوه داریم. سروکار لایەای شارش مسألەی ͷی با بنابراین

مواجهیم. بعدی دو مسألەی ͷی با عملا́

ͬ گزینیم. برم را 2D Axisymmetric گزینه کامسال آغازین صفحەی در آ. ۲ شͺل مطابق

بعد مرحلەی به تا ͬ کنیم م انتخاب را Select Space Dimension روبروی رنگ آبی کلید حال

برویم.

آ. ۲ شͺل
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COMSOL نرم افزار بر مقدمەای آ ۳۶۶

انتخاب را Stationary و Laminar Flow به مربوط گزینەهای آ. ۴، و آ. ۳ شͺل های مطابق

پیͺان روی بعدی، مرحلەی به رفتن برای و گزینه هر انتخاب از بعد ͬ رویم. م بعدی مراحل به و

در کنید. ͷکلی است، Select Space Dimension روبەروی و صفحه بالای در که جلو به رو

قبلͬ پیͺان های مجاورت در که Finish گزینەی روی شود، کامل مرحله این اینکه برای  نهایت

کنید. ͷکلی است

آ. ۳ شͺل

آ. ۴ شͺل
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۳۶۷

و مستطیل ͷی از است عبارت که مسأله، هندسەی آ. ۵، شͺل مطابق مرحله، این در حال

نیم دایره و استوانه نمایندەی مستطیل سمتͬ، تقارن خاطر به واقع در ͬ کنیم. م رسم را نیم دایره

آ. ۶ شͺل مطابق و کرده رسم کامل دایرەی ͷی ابتدا نیم دایره، تولید برای است. کره معرف

آ. ۵ شͺل

تغییرات اینکه برای  مرحله هر پایان در که نکنید فراموش ͬ دهیم. م تغییر را دایره مشخصات

آ. ۶ شͺل

کنید. ͷکلی Built All گزینەی روی باید شوند اعمال
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COMSOL نرم افزار بر مقدمەای آ ۳۶۸

از را دایره درون فضای بنابراین است. کره خارج و استوانه درون ناحیەی مسأله، فضای

و کنید راست ͷکلی Geometry گزینەی روی آ. ۷، شͺل مطابق ͬ کنیم. م کم مسأله هندسەی

شͺل، مطابق کنید. انتخاب را Differences گزینەی آنجا از و Boolean Operation گزینەی

هم را نیم دایره کنید. اضافه Object to Add بالا مستطیل به آنرا مستطیل روی کردن ͷکلی با

به Build All گزینەی انتخاب با حالا کنید. اضافه Object to Subtract یعنͬ پایین مستطیل به

در آمده بەدست نتیجەی ͬ شود. م حذف مساله هندسەی از کره داخل فضای ͬ رسیم. م هدفمان

آ. ۷ شͺل

است. شدە داده نشان آ. ۸ شͺل

آ. ۸ شͺل
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۳۶۹

Open Material انتخاب و Material گزینەی روی راست ͷکلی با آ. ۹، شͺل مطابق

شرایط انتخاب برای ͬ گزینیم. برم است، موتور روغن اینجا که را نظر مورد مایع Browser

مرزی شرایط تمام کنید. نگاه گزینەها تمام به کنید. راست ͷکلی Laminar Flow روی مرزی،

مطابق ͬ کنیم. م انتخاب را Inlet Flow ورودی، شارەی شرایط اعمال برای دارد. وجود مختلف

Selectionقسمت یعنͬ صفحه بالای مستطیل به ورودی مرز عنوان به را ۲ شماره مرز آ. ۱۰ شͺل

انتخاب ۰٫۰۰۱ ∗ (۱ − s۲)m/s بصورت و سرعت ازنوع را مسأله مرزی شرط ͬ کنیم. م اضافه

ͬ کنیم. م انتخاب گفتیم، ابتدا که قانونͬ مطابق را فرودی شار کار، این با ͬ کنیم. م

آ. ۹ شͺل

آ. ۱۰ شͺل
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COMSOL نرم افزار بر مقدمەای آ ۳۷۰

Outlet Flow نوع از مرزی شرط Laminar Flow روی راست ͷکلی با آ. ۱۱، شͺل مطابق

ͬ شود. م اضافه Selection مستطیل به ۴ شمارەی ضلع یعنͬ استوانه بالای کنیم. مͬ انتخاب را

است. شده انتخاب مرز این برای صفر فشار پیش فرض صورت به

آ. ۱۱ شͺل
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۳۷۱

راست ͷکلی با آ. ۱۲، شͺل مطابق است. لغزش بدون نوع از مرز ها دیͽر روی مرزی شرط

مرزی شرط اعمال برای گزینه این از ͬ کنیم. م انتخاب را Wall گزینەی Laminar Flow روی

است. شده استفاده مرز ها دیͽر روی لغزش بدون

آ. ۱۲ شͺل
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برای است. شده اعمال هم مرزی شرایط و تعیین شاره نوع شده، کامل مسأله هندسەی

را Mesh گزینەی آ. ۱۳، شͺل طبق کنیم. گسسته را سیستم درونͬ فضای باید مسأله عددی حل

کنید. انتخاب را Finer گزینەی Element Size قسمت در و وسط مستطیل در کنید. انتخاب

ͬ سازیم. م را شبͺە Build All انتخاب با حالا

را Compute آنجا از و راست ͷکلی Study روی محاسبات انجام و برنامه اجرای برای

کامل اجرای با بود. خواهد متغیر مسأله پیچیدگͬ به بسته برنامه اجرای زمان کنید. انتخاب

از بعد کردیم. اشاره آن به قبلا́ که بود نتایج از ͬͺی آ. ۱، شͺل ͬ آیند. م بەدست نتایج برنامه،

قابلیت این ولͬ ͬ شوند. م داده نمایش نتایج از بعضͬ فقط پیش فرض بصورت برنامه اجرای

کنید. کسب Results قسمت از را اطلاعات این کرد. استفاده اطلاعات تمام از که دارد وجود

آ. ۱۳ شͺل
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Derived قسمتResultsو در کنیم. حساب را کره بر وارد نیروی ͬ خواهیم م نمونه عنوان به

انتخاب این با کنید. انتخاب را Line Integration آنجا از و Integration گزینەی ،Values

وارد نیروی محاسبەی برای بͽیریم. انتگرال مسیری هر روی نظر مورد کمیات تمام از ͬ توانیم م

با مسأله هندسͬ شͺل قسمت در ͬ گیریم. م انتگرال (نیم دایره) کره روی تنش تانسور از کره بر

شمارەی مرزهای اینجا در ͬ کنیم. م اضافه Selection مستطیل به را آنها نیم دایره مرز های انتخاب

را انتگرال گیری عبارت باید مرزها افزودن از بعد آ. ۱۴، شͺل مطابق ͬ سازند. م را نیم دایره ۷ و ۶

انتخاب های تمامͬ و کنید ͷکلی + علامت روی و Expressions قسمت در کنیم. انتخاب هم

Total Stress Tensor- یعنͬ کلͬ، تنش z مؤلفەی عبارت مثال این در کنید. نگاه را ممͺن

محاسبه تا کنید ͷکلی = علامت کنار Evaluate روی حالا است. شده انتخاب ZComponent

مولفەی نتیجه، این ۰٫۰۱۴۵۹−است. با برابر و است شده گزارش شͺل زیرِ نتیجەی نهایی، شود.

است. کره بر وارد نیروی z

آ. ۱۴ شͺل
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شارەی به را شͺل کروی کلوئیدهای اگر کنیم. حل را ترکیبی مسألەی ͷی ͬ خواهیم م اکنون

مسیر کامسال از استفاده با ͬ کنند. م حرکت شاره همراه ذرات این کنیم، اضافە استوانه درون

شارش طرف از شده وارد نیروی خاطر به ذرات این حرکت ͬ آوریم. م بدست را ذرات این حرکت

آنجا از و Add Physics گزینەی راست، ͷکلی با Model 1 قسمت در آ. ۱۵، شͺل مطابق است.

بعدی مرحلەی به و ͬ کنیم م انتخاب را Particle Tracing for Fluid Flow یعنͬ مربوطه، ͷفیزی

را Time Dependent گزینەی بعد قسمت در جلو). به رو آبی رنگ فلش انتخاب (با ͬ رویم م

ͬ رویم. م بعد مرحلەی به Finish یا پرچم علامت انتخاب با و انتخاب

آ. ۱۵ شͺل



علͬ⁃نجفͬ⁃دانشͽاه⁃تحصیلات⁃تکمیلͬ⁃زنجان

۳۷۵

Particle روی راست ͷکلی با ͬ شوند. م وارد ذرات به نیروهایی چه بͽیریم تصمیم باید

مستطیل در آ. ۱۶). (شͺل کنید انتخاب را Drag Force درگ نیروی Tracing for Fluid Flow

مورد Velocity Field قسمت در کنید. انتخاب را All Domains گزینەی نیرو، این به مربوط

کنید. انتخاب را Velocity Field spf/fp1

آ. ۱۶ شͺل
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ͷکلی با را ورودی ذرات شرایط ͬ کنیم. م تنظیم را ذرات ورودی شرایط آ. ۱۷ شͺل  مطابق

ورودی مرز عنوان به را پایین مرز ͬ کنیم. م تعیین Inlet انتخاب و Particle Tracing روی راست

ذرات تعداد و Density گزینەی Initial Position قسمت در کنید. اضافه Selection مستطیل به

را Velocity Field spf /fp1 گزینەی Initial Velocity قسمت در کنید. انتخاب ۱۰ با برابر را

کنید. انتخاب

آ. ۱۷ شͺل
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خروجͬ شرایط برای باید ͬ دهد. م نشان را ذرات خروجͬ شرایط تنظیم نحوەی آ. ۱۸، شͺل

آنجا از و Particle Tracing for Fluid Flow روی راست ͷکلی بͽیریم. تصمیم دیوارەها و

بصورت را دیواره شرط و اضافه Selectionقسمت به را ۴ شماره مرز ͬ کنیم. م انتخاب را Outlet

ͬ بینید م بروید Wall1 قسمت به Laminar Flow زیر لیست در اگر ͬ کنیم. م انتخاب Freeze

مناسب که است شده انتخاب Freeze گزینەی دیوارەها دیͽر تمام برای پیش فرض بصورت که

است.

آ. ۱۸ شͺل
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بروید Study2 از Step 1: Time Dependent قسمت به آید بدست ذرات مسیر اینکه برای

قسمت در دهید. تغییر شͺل مطابق را Time گزینەی Study Setting قسمت در آ. ۱۹). (شͺل

واقع در بزنید. ͷتی را Particle Tracing قسمت فقط Physics and Variable Selections

Values of Dependent قسمت نیست. حل به لازم دیͽر شده حل شارش مسألەی قبلا́ چون

دهید. تغییر زیر شͺل مطابق هم را Variables

آ. ۱۹ شͺل
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۳۷۹

انتخاب را Compute و راست ͷکلی Study2 روی آ. ۲۰، شͺل مطابق برنامه، اجرای برای

در ذرات مسیرهای نمایش برای آیند. بدست مسیر ها و شود حل مسأله تا کنید صبر و کنید

دهید قرار Line حالت در را Line Style قسمت شͺل، مطابق Particle Trajectories قسمت

مسألەی چون است. شده داده نمایش آ. ۲۱ شͺل در ذرات مسیر های کنید. ͷکلی Plot روی و

کنید. رسم هم انیمیشن بصورت را مسیرها ͬ توانید م بود ͬͺدینامی شده حل

آ. ۲۰ شͺل

آ. ۲۱ شͺل
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نمایه

ا

۲۳۳ عسل، باریͺەی آزمایش

۱۰۹ صفحە، دو آزمایش

۲۳۰ سرنگ، آزمایش

۹۵ ، دوپلر اثر

۲۱۳ مارانگونͬ، اثر

۲۷۹ ، وایزنبرگ اثر

۳۶۳ محدود، اجزا

۷۶ چرخان، استوانەی

۶ ، اسͺالر

۲۲۷ ،۲۱۹ بعد، بدون اعداد

۲۲۳ افت وخیز،

۳۱۳ ، ͷتروکینتیͺال

۱۹۵ ، امواج

۹۲ ، صوت انتشار

۲۷۲ معیار، از انحراف

۱۸۵ ، انحنا

ب

۱۶۷ باکتری ها،

۱۰۰ ، نازک بال

۶۱ ، تاو بدون

۷ ،۶ بردار،

۱۶۱ ،ͬͺهیدرودینامی برهمͺنش

۱۵۵ قطبیها، چند برحسب بسط

پ

۴۴ ، جرم پایستگͬ

۲۲۲ ، پخش
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نمایه ۳۸۸

۲۰۲ ، پراش

ت

۲۷۹ پاسخ، تابع

۴۶ ، جریان تابع

۲۲۷ همبستگͬ، تابع

۱۶۷ تاژک،

۷ ،۶ تانسور،

۱۶۲ اُسین، تانسور

۱۱۱ ،۲۷ ، تنش تانسور

۱۲ ، چیویتا لوی تانسور

۱۲۷ پاریته، تبدیل

۱۷ ، گالیلەای تبدیلات

۲۱۹ ابعادی، تحلیل

۴۶ ، ناپذیر تراکم

۱۸۶ ، ترکنندگͬ

۲۲۴ ،ͷترمودینامی

۳۳۱ غیرتعادلͬ، ͷترمودینامی

۲۴۱ ، تعادل

۲۱ ، چرخش شهودی تعبیر

۲۷ ، تقارن

۲۸۵ ، تلاطم

۲۶۲ ،۲۵ ، تنش

۳۰ برشͬ، تنش

۲۷۴ ،۲۷۳ پلیمرها، تنش

۲۷ ، عمودی تنش

ج

۷۶ موثر، جرم

۱۱۶ ، لایەای جریان

۵۷ ،۵۱ ، شناور جسم

چ

۶۵ ، چاه

۲۱ ،۱۰ ، چرخش

۶۵ ، چشمه

۱۵۵ قطبیها، چند

۱۶۹ نیرو، چهارقطبی

ح

۱۸۳ ، صابون حباب

۲۲۶ براونͬ، حرکت

۳۶۳ عددی، حل

خ

۵۹ ،۱۸ ، جریان خط

۲۱ ، رنگ خط

۲۰ ، مسیر خط

۱۳۰ ،۷۲ کره، اطراف جریان خطوط

۱۸ ، میدان خطوط

د

۱۱۶ استوانەای، دستگاه

۱۱۵ ،۳ دکارتͬ، دستگاه

۳ قطبی ⁃کروی، دستگاه
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۳۸۹ نمایه

۳ ، مختصات دستگاه

۴ ، دوران

۱۵۴ نیرو، دوقطبی

۲۳۵ قطره، ͷدینامی

۱۰۴ ،۹۷ ، صوتͬ دیوار

۹ ، دیورژانس

ر

۲۰۰ ،۱۹۸ ، پاشندگͬ رابطەی

۲۳۸ قطره، رشد

۱۶ ، اویلر روش

۲۰۲ ، تجربی روش

۱۶ ، لاگرانژ روش

۱۵۱ ،۱۱۵ ریزشارش،

۱۶۷ ریزموجودات،

۲۷۷ ،۲۶۱ رئولوژی،

س

۲۱۰ سالیتون،

۹۳ ، موج سرعت

۱۱۹ ، شیبدار سطح

۹۹ ، ماخ سطح

۱۸۵ ، خمیده سطوح

۱۵ ، شارەها ͷسینماتی

ش

۱۰۹ اتلافͬ، شارش

۴۳ ، اویلری شارش

۱۵۱ لختͬ، بدون شارش

۲۷۷ ،۳۰ ، برشͬ شارش

۲۷۸ تناوبی، برشͬ شارش

۴۳ ، پایستار شارش

۶۲ ،۴۳ ، پتانسیل شارش

۱۱۸ پوآزوی، شارش

۸۹ ، پذیر تراکم شارش

۱۱۸ کوئت، شارش

۲۸ ،۱۵ شاره،

۱۱۱ ، نیوتنͬ شاره

۲۷۰ پلیمری، شارەی

۵۰ ، ساکن شارەی

۲۷۶ وشͺسان⁃کشسان، شارەی

۱۱۴ ، مرزی شرط

۱۶۷ سە⁃کرەای، شناگر

۱۶۳ شناگر ها،

۸ شیب،

ص

۱۲۲ لرزان، صفحەی

۹۲ ، صوت

ض

۲۲۰ اصطͺاک، ضریب

۲۲۵ ، پخش ضریب
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نمایه ۳۹۰

ط

۲۰۸ ، ͬ ها کشت پشت طرح

۱۸۹ ،  ͬ موئینگ طول

ع

۲۳۳ ،۲۳۲ ،۲۲۸ ،۲۲۱ ، رینولدز عدد

۲۲۹ فرود، عدد

۲۳۱–۲۲۹ ،۹۴ ، ماخ عدد

۲۳۰ مویینگͬ، عدد

غ

۹۸ فراصوت، غرش

۳۴ ، خطͬ غیر

ف

۴۸ ،۲۷ ، فشار

۱۷۸ ، سطحͬ فعال

ق

۲۲۲ ،۱۵۶ ،۱۳۱ استوکس، قانون

۲۰۰ ، برنولͬ قانون

۲۲۸ پانگ ⁃لاپلاس، قانون

۲۶۲ هوک، قانون

۱۸۱ ، یانگ⁃لاپلاس قانون

۶۳ ، کلوین قضیەی

۱۹۰ ، قطره

ک

۲۱۰ کم عمق، کانال

۱۰ ، کرل

۷۵ ، شتابدار کره

۷۵ ، متحرک کره

۱۲۵ ،۷۱ ، متحرک کرەی

۱۸۰ ،۱۷۵ ، سطحͬ کشش

۱۵۱ کلوئید،

۱۶۱ کلوئیدها،

گ

۸ ، گرادیان

۵۲ فشار، عرضͬ گرادیان

۲۲۴ ، تصادفͬ گشت

ل

۲۲۱ لختͬ،

م

۱۲ ،۶ دوران، ماتریس

۱۷۸ ، شوینده ماده

۲۱۳ مارانگونͬ،

۹۸ ، صوت مافوق

۵۶ ، چرخان مایع

۲۳ ،۱۵ ، پیوسته محیط

۸۱ مختلط، ͷتکنی مختلط،

۹۸ ، ماخ مخروط

۳۱ مخروط⁃صفحه،

۲۷۶ الدروید، مدل
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۳۹۱ نمایه

۲۷۱ گلوله⁃فنر، دو مدل

۲۷۰ ریز مقیاس، مدل

۲۷۹ ،۲۶۵ کلوین ⁃ۇیت، مدل

۳۲ ، وشͺسانͬ بزرگͬ مرتبەی

۱۷۵ ، مشترک مرز

۱۶۷ مژک،

۱۵۲ ،۱۲۴ استوکس، معادلەی

۴۸ ، اویلر معادلەی

۵۹ ، برنولͬ معادلەی

۴۵ ،۴۴ ، پیوستگͬ معادلەی

۲۱۲ وِرایز، ˀد و کورتەوِگ معادلەی

۶۴ ، لاپلاس معادلەی

۲۲۷ لانژون، معادلەی

۹۲ ، موج معادلەی

۱۱۲ ، ناویه⁃استوکس معادلەی

۱۱۴ ناویە⁃استوکس، معادلەی

۱۹۷ ، رونده موج

۱۰۴ شوک، موج

۱۸۸ ،  ͬ مویینگ

۱۶ ، سرعت اویلری میدان

۱۶ ، شتاب میدان

ن

۲۴۱ ، ناپایداری

۲۴۵ ، ریلͬ⁃بنارد ناپایداری

۲۴۵ ،۲۴۳ ، ریلͬ⁃پلاتو ناپایداری

۲۴۸ ،۲۴۳ ، ریلͬ⁃تیلور ناپایداری

۲۵۳ ، سفمن⁃تیلور ناپایداری

۲۵۰ ،۲۴۴ ، کلوین⁃هلمهولتز ناپایداری

۱۷ ، متحرک ناظر

۲۶۳ ،۲۵۹ ،۳۴ ، نانیوتنͬ

۶ ، کرونکر نماد

۲۳ ، پیوسته محیط های در نیرو

۵۱ ، ارشمیدس نیروی

۱۵۶ ،۱۳۱ ، استوکس نیروی

۲۷۲ ،۲۲۶ تصادفͬ، نیروی

۷۶ مͽنوس، نیروی

۱۵۳ نقطەای، نیروی

و

۱۰ ،۹ ، واگرایی

۲۶۳ ، وشͺسان⁃کشسان

۳۲ ،۳۰ وشͺسانͬ،

۳۱ سنج،  ͬ وشͺسان
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