
تصادفͬ ͷترمودینامی

نجفͬ علͬ

چͺیده

قوانین از چͽونه است، گرمایی منبع ͷی با تماس در که تعادل از دور ͷوپیͺمزوس سامانۀ ͷی
به آنتروپی و گرما کار، مانند کمیاتͬ بازتعریف با تصادفͬ ͷترمودینامی ͬ کند؟ م تبعیت ͷترمودینامی
صادق همواره سامانەها اینگونه در ͷترمودینامی اول قانون که دید خواهیم ͬ دهد. م پاسخ بالا سوال
مشاهده احتمال مورد در ͬ توان م سامانەها این در است. برقرار میانگین بصورت دوم، قانون ولͬ است
از دور ͬͺترمودینامی سامانۀ ͷی در کرد. صحبت همراەاند، آنتروپی کاهش یا افزایش با که فرآیندهایی
آنتروپی ͬ شود م داده نشان است. کمیات مهم ترین از آنتروپی تولید نرخ پایاست، حالت در که تعادل
داده نشان همچنین است. ارتباط در ͷوپیͺمزوس سامانەی حرکت مسیر های ناپذیری بازگشت با چͽونه
ͬͺترمودینامی قطعیت عدم رابطۀ ͷی در جریان افت وخیز های نسبی شدت و آنتروپی تولید نرخ ͬ شود، م

کرد. تولید بیشتری آنتروپی باید دقیق تر جریان های آوردن دست به برای ͬ کنند. م صدق
مانند زیستͬ مولͺولͬ موتور ͷی پروتئینͬ، آنزیم ͷی زیستͬ، درشت مولͺول ͷی کلوییدی، ذرۀ ͷی
ͬ اند، خارج نیروهای اثر تحت و غوطەور آبی محیط در که مشابه مثال های دیͽر و کاینسین یا داینین
حرکات آب مولͺول های ضربات اثر تحت ذرات این اند. مزوسͺوپی سامانەهای از مثال ها متداول ترین
ولͬ نیست، سامانەهای گونه این مختص تصادفͬ، ͷترمودینامی هرچند ͬ دهند. م انجام افت وخیزی
سامانەها اینگونه مورد در را تصادفͬ ͷترمودینامی اصول براونͬ، پدیده عمیق تر بررسͬ و معرفͬ با
فراهم از پس ͬ شود. م آغاز براونͬ پدیدۀ از مفصلͬ مرور با نوشته این دلیل همین به ͬ آزماییم. م
یا براونͬ حرکت برسͬ و مشاهده ͬ شود. م پرداخته ͷترمودینامی موضوع به ریاضͬ مقدمات آوردن
براون رابرت مشاهدات به تاریخͬ نظر از آب، در غوطەور کلوییدی ذرات دائمͬ جست وخیزهای
بررسͬ برای رهیافت سه شدند. ماده ریزمقیاس ساختار کشف زمینەساز مشاهدات این ͬ گردد. بازم
فوکر⁃پلانک تعینͬ معادلەهای رهیافت لانژون، تصادفͬ معادلۀ رهیافت دارد: وجود براونͬ حرکت
از کدام هر با و هستند معادل هم با رهیافت سه هر این مسیر. انتگرال رهیافت و ͬͺوفسͺاسمول و
به براونͬ حرکت مرور با نوشته این در آورد. بەدست براونͬ حرکت از کاملͬ اطلاعات ͬ توان م آن ها
قوانین که تصادفͬ، ͷترمودینامی به و پرداخت خواهیم شد اشاره که مختلفͬ ریاضͬ رهیافت سه هر

پرداخت. خواهیم ͬ آزماید، م براونͬ ذرۀ برای را ͷترمودینامی
سامانۀ هر برای تصادفͬ ͷترمودینامی عمومͬ اصول مارکوفͬ، سامانەهای و براونͬ حرکت از فراتر
بیشتری ملاحظات با جزییات برخͬ آن با متناسب سامانە ای هر مورد در باید فقط برقرارند. ͷوپیͺمزوس
نقض آنها در اتلاف افت وخیز قضیۀ که سفید غیر دلخواه نویز با تعادل از دور سامانەهای شوند. تعریف
اثر های کوانتومͬ، سامانەهای در همچنین دورند. تصادفͬ ͷترمودینامی صحت محدودۀ از ͬ شود م
تکمیل حال در ͬ شوند. م ͬͺترمودینامی قطعیت عدم روابط از انحراف باعث همدوسͬ، نظیر کوانتومͬ
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براونͬ حرکت بر مقدمەای ۱

بسیار ذرات که ͬ داد م نشان میلادی ۱۸۲۷ سال های در اسͺاتلندی، گیاەشناس براون، رابرت تجربی مشاهدات
این مشاهدۀ برای براون دارند. تصادفͬ حرکات ͬ شوند، م غوطەور آب روی وقتͬ گیاهان، گردەهای مثلا́ ریز،
راستاهای در تصادفͬ جست وخیزهای بەصورت که حرکات این ͬ کرد. م استفاده میͺروسͺوپ از حرکت ها
است این پخش از منظور ͬ شد. م آب روی ذرات شدن پخش باعث که است آن چنان ͬ گیرد، م صورت مختلف
زمان گذشت با و مرور به دهیم، قرار میͺروسͺوپ دید میدان مرکز در را دانەها این از مقداری ابتدا در اگر که
بود. مناقشه مورد متمادی سال های برای حرکات این منشأ ͬ شوند. م دور مرکز از مختلف راستاهای در ذرات
باشد. آن ها حیاتͬ فعالیت از ناشͬ مشاهدەشده حرکات و باشند زنده است ممͺن ذرات این ͬ شد م تصور ابتدا
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برای شیشەهایی درون نمونەهایی ͬ شوند. م جست وخیزها این باعث آب همرفتͬ حرکت های ͬ شد م تصور یا
ذرات که شد معلوم شد، استفاده مختلفͬ نمونەهای نکرد. ایجاد تغییری زمان گذر ولͬ شد نگهداری سال ͷی
مشاهدات با شد. رد بودن زنده فرضیۀ نتیجه در ͬ دهند. م نشان را تصادفͬ حرکات این جنسͬ هر از ͷکوچ
فرضیۀ نتیجه در است. مستقل یͺدیͽر از هم به ͷنزدی ذرۀ دو جست وخیزی حرکت که شد معلوم بیشتر
عطر بوی که وقتͬ ͬ افتد م عطر مولͺول های برای مشابه اتفاقͬ که ͬ دانیم م اکنون شد. رد نیز همرفتͬ حرکت

ͬ شود. م پخش فضا در
در فریم هزار چند مثلا́ بالا، بسیار سرعت های با تصویربرداری دوربین های داشتن دست در با امروزه
این به مشاهدات نتیجۀ دقیق تر گزارش کنیم. مشاهده بالایی بسیار دقت با را براونͬ حرکت ͬ توانیم م ثانیه،
پرش ͷی قبلͬ فریم در مͺانش به نسبت که است مͺانͬ در ذره تصویربرداری شده فریم هر در که است صورت
هر با که است چیزی ذره، متوالͬ جست وخیزهای یا پرش ها این کنید. نگاه ۱⁃بالا شͺل به دارد. ͷکوچ
مشاهده قابل امروزی) پرسرعت مشاهدات تا براون ثانیۀ بر فریم ۱ مثلا́ مشاهدات (از تصویربرداری سرعت
است درست دارد؟ وجود شده، اندازەگیری متفاوت سرعت های با که مشاهداتͬ نتایج بین تفاوتͬ آیا است.
ولͬ دارد وجود ͬ شود م اندازەگیری متفاوت سرعت های با وقتͬ متوالͬ فریم های در جهش ها عددی میزان که
بعداً که پخش، ضریب که ͬ شود م دیده واقع در ͬ کنند. م رفتار یͺسان بەصورت نتایج همۀ آماری لحاظ از
مقیاس بدون پدیدۀ ͷی پخش پدیدۀ صورت این به است. تصویربرداری سرعت از مستقل ͬ شود، م تعریف

است. زمانͬ مقیاس از مستقل پدیده این که ͬ شود م گفته و است زمانͬ
داده توسعه کلاسیوس و بولتزمن ماکسول، توسط گازها جنبشͬ نظریۀ میلادی، ۱۸۷۰ حدود سال های در
پیوسته حرکت های در مولͺول ها این و دارند (مولͺولͬ) دانەای ساختار گازها که بود این ایشان فرض ͬ شد. م
ایده این مرور به بودند. نشده مشاهده مستقیم بەصورت مولͺول ها این هنوز البته یͺدیͽرند. با برخورد و
از ناشͬ تصادفͬ ضربات است ممͺن که بود این ایده ͬ گرفت. م شͺل دارند دانەای ساختار هم مایعات که

شود. غوطەور گردۀ جست وخیز باعث آب، تشͺیل دهندۀ دانەهای
موضوع توانست مایعات، برای دانەای ساختار فرض با ۱۹۰۵ سال در که بود فردی اولین اینشتن واقع در
بەصورت هم ͬͺوفسͺاسمول اینشتن، با مصادف کم وبیش و سال ها همان در کند. توصیف را براونͬ حرکت
ساختار وجود بار اولین برای که بود این اینشتن اصلͬ ایدۀ موفقیت کرد. توصیف را براونͬ حرکت مستقل
را دانەای ساختار وجود غیرمستقیم بەصورت اینشتن ریاضͬ نظریۀ ͬ شود. م اثبات مایعات (مولͺولͬ) دانەای

ͬ کند. م اثبات

ͬ شود م اندازەگیری براونͬ حرکت در آنچه ۲

اینکه برای لازم متوسط زمان است. اندازەگیری و مشاهده قابل شدن پخش زمان و مسافت براون، آزمایش در
زمان این ͬ دهیم. م نشان T با را شود دیده اولیه مͺان از ∆x فاصلۀ با نقطەای در بار اولین برای براونͬ ذرۀ
گذشت از بعد بپرسیم. ͬ توانیم م هم دیͽری طور را سؤال این ͬ نامیم. م ∆x فاصلۀ به گذر اولین زمان را
دارد؟ فاصله شروع نقطۀ از چقدر متوسط بەطور بزند، سر ͬ تواند م که نقطەای دورترین به براونͬ ذرۀ ،T زمان
زیادی تعداد به مربوط مشاهدات از پخش شده، فاصلۀ متوسط یا زمان متوسط اندازەگیری برای که کنید توجه
شدن پخش زمان و مسافت دوم توان بین سادەای خطͬ رابطۀ که ͬ دهد م نشان آزمایش ͬ کنیم. م استفاده ذره
توجه ͬ شود. م گفته پخش ثابت بالا، رابطۀ در D تناسب ثابت به است. برقرار (∆x)2 = 2DT بەصورت
بررسͬ قابل هم y مؤلفۀ مورد در بحث همین کردەایم. بحث مͺان x مؤلفۀ مورد در تنها بالا بحث در که کنید

۴



سرعت به بسته است. شده ثبت دوربین ͷی توسط که متوالͬ فریم ۳ در براونͬ ذرۀ مͺان بالا: :۱ شͺل
این آماری خواص ولͬ بود خواهد متفاوت جست وخیزها اندازۀ متوالͬ، فریم های بین زمانͬ فاصلۀ و دوربین
پایین: است. اندازەگیری زمانͬ مقیاس از مستقل آن هاست، از معیاری دیفیوژن ضریب که جست وخیزها
محور راستای در مثلا́ و باشد مͺان از تابعͬ ذره) ͷی یافتن (احتمال ذرات چͽالͬ لحظه، ͷی در کنید فرض
شده داده نشان خط چین بەصورت که چیزی آن مشابه فرضͬ، صفحۀ هر صورت این در شود. کم چͽالͬ x

از بیشتر ͬ روند م راست به چپ سمت از که ذراتͬ تعداد ͷکوچ زمانͬ بازۀ ͷی در بͽیرید. نظر در را است
با متناسب ذرات از خالص جریان ͷی نتیجه در ͬ روند. م چپ به راست سوی از که بود خواهد ذراتͬ تعداد

است. ذرات تک تک براونͬ حرکت از نتیجەای این ͬ شود. م برقرار چͽالͬ گرادیان منفͬ

فرق هم با مختلف راستاهای در پخش ثابت که نداریم دلیلͬ همسانگرد سامانۀ برای و صورت این در است.
باشند. داشته

دیͽری بەصورت را شد مطرح آن از پخش ثابت استخراج و گذر اولین زمان محاسبۀ برای بالا در که روشͬ
0 < t < tⅿax برای x(t) تابع در را براونͬ ذرۀ حرکت مسیر مشخصات کنید فرض کرد. مطرح ͬ توان م نیز
برای ͬ توانیم م را کار این ͬ گیریم. م نظر در را مͺان از مؤلفه ͷی تنها سهولت برای اینجا در کردەایم. ذخیره

زیر رابطۀ از ͬ توانیم م اکنون دهیم. انجام براونͬ ذرۀ زیادی تعداد

∆x(T ) =
√

⟨(x(T )− x(0))2⟩

ذرۀ زیادی تعداد به مربوط نتایج روی متوسط گیری بالا رابطۀ در آوریم. بەدست 0 < T < tⅿax هر برای را
(∆x(T ))2 = 2DT بەصورت T برحسب (∆x(T ))2 تابع شیب پخش، ضریب ͬ شود. م انجام براونͬ

است.
بەصورت پخش ضریب که داد نشان ۱۹۰۵ سال در اینشتن

D =
kBT

Γ
= kBTµ

ویسͺوزیتۀ η اینجا در دارد. بستگͬ ،Γ = µ−1 = 6πηa براونͬ ذرۀ اصطͺاک ضریب و T مایع دمای به
از پس بلافاصله ͬ شود. م گفته هم موبیلیتͬ یا تحرک پذیری ضریب µ به است. براونͬ ذر ۀ شعاع a و مایع
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آزمایش های گرفت. اندازه را آوگادرو عدد پخش، تجربی مطالعۀ با و اینشتن کار ادامۀ در پرن ژان اینشتن،
پرن ژان شد. چاپ ۱۹۱۳ سال در ایشان اصلͬ مقالۀ و ͬ شد م انجام ۱۹۱۳ تا ۱۹۰۸ سال های بین پرن ژان
محلول شدن رسوب پدیدۀ بررسͬ با دیͽری و براونͬ ذرۀ ͷی پخش مستقیم مشاهدۀ با ͬͺی روش، دو با
آورد. بەدست را آووگادرو عدد گرانشͬ، میدان حضور در ذرات) غلظت تعادلͬ پروفایل (مشاهدۀ کلوییدی
ͬ آید. م بەدست بولتزمان ثابت عملا́ اصطͺاک، ضریب دانستن و پخش ضریب اندازەگیری با که کنید توجه
طبق ͬ توانیم م ͬ آید، م بەدست گازها حالت معادلۀ مطالعۀ از که گازها عمومͬ ثابت دانستن با دیͽر طرف از

آوریم. بەدست را آوگادرو عدد N0 = R/kB رابطۀ

پخش ͷوپیͺماکروس تفسیر ۳

راه ͷی ͬ دهیم. م نشان C (x, t) با را باشد x نقطۀ در t لحظۀ در براونͬ ذرۀ ͷی اینکه احتمال چͽالͬ تابع
بدون براون̞ͬ ذرات از مجموعەای که است این باشیم داشته احتمال تابع این از عملͬ تصور اینکه برای ساده
اگر شدەاند. رها شاره محیط درون مشخص نقطۀ ͷی در اول لحظۀ در ͬͽهم که بͽیریم نظر در برهم کنش
یعنͬ ذرات، این چͽالͬ کنیم، صرف نظر آن ها بین برهم کنش از بتوانیم که باشد زیاد آن قدر ذرات بین فاصلۀ
اینکه مثل دارد. را تک ذرەای احتمال چͽالͬ تابع همان شبیه اطلاعاتͬ کم وبیش آن ها، حجم واحد در تعداد
کنیم. تزریق شاره نقطۀ ͷی به اول لحظۀ در را است رنگͬ دانەهای زیادی تعداد حاوی که جوهر قطرۀ ͷی
ͬ شود. م دیده رنگͬ لͺۀ پخش بەصورت عمل در جوهر، دانەهای تک تک براونͬ حرکت ͷوپیͺماکروس نمود
چͽالͬ که است این بس ذرەای، چͽالͬ دیͽری و تک ذرەای احتمالͬ چͽالͬ ͬͺی اخیر، مسئلۀ دو بین فرق تنها
شهود با تا ͬ دهد م اجازه ساده تصور این است. شده بهنجار ذرات تعداد به ذرات چͽالͬ ولͬ ۱ به احتمال
صدق زیر پیوستگͬ معادلۀ در چͽالͬ تابع این آوریم. بەدست را احتمال چͽالͬ تابع تحولͬ معادلۀ سادەای

ͬ کند: م
∂tC (x, t) + ∂xj(x, t) = 0

به برهم کنش، بدون بس ذرۀ تصویر در است. شده داده نشان j(x, t) با براونͬ ذرات جریان چͽالͬ آن در که
دارند تمایل ذرات پخش، و براونͬ حرکت دلیل به اولا˟ باشند. داشته خالص جریان ͬ توانند م ذرات دلیل ۲
مستقیم بەصورت موضوع این کنید. نگاه ۱⁃پایین شͺل به کنند. حرکت کم چͽال ناحیۀ به چͽال ناحیۀ از
ذرات رانش باعث باشد، خارجͬ نیروی اگر دیͽر طرف از ͬ شود. م نتیجه ذرات تصادفͬ حرکت مشاهدۀ از
تابع دهیم، نشان شناختͬ پدیده بصورت را چͽال کم به پرچͽال ناحیۀ از حرکت این بخواهیم اگر ͬ شود. م
ذرات، شدن پخش سازوکار تنها و نباشد خارجͬ نیروی هیچ کنید فرض ͬ کند. م را کار این −∂xC ریاضͬ
است j(x, t) = −D∂xC (x, t) بەصورت جریان پدیدەشناختͬ معادلۀ صورت این در باشد. براونͬ حرکت

ͬ شود: م چͽالͬ تحولͬ معادلۀ است. پخش پدیدەشناختͬ ضریب D آن در که

∂tC (x, t) = D∂2xC (x, t).

حالت برای پخش معادلۀ بعدی قسمت های در است. موسوم ͬͺوفسͺاسمول یا پخش معادلۀ به بالا معادلۀ
این کرد توجه آن به باید که موضوعͬ ͬ شود. م داده تعمیم دارد وجود هم رانش و خارجͬ نیروی که ͬ تر کل
قبل قسمت پخش ضریب همان شد، تعریف قسمت این پدیدەشناختͬ مدل در که پخشͬ ضریب که است
داریم ذره ͷی تنها کنید فرض منظور این برای بود. شده تعریف ذره ͷی براونͬ حرکت اندازەگیری با که است
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ذره حضور احتمال چͽالͬ تعبیر C (x, t) تابع صورت این در دادەایم. قرار x = 0 در آن را t = 0 لحظۀ در و
هست. هم نرمالیزه داریم انتظار که همان طور ،C (x, 0) = δ(x) داریم: گفتەشده شرط به توجه با دارد. را

داشت: خواهد زیر بەصورت جوابی C (x, 0) = δ(x) اولیۀ شرط با پخش دیفرانسیل معادلۀ دهید نشان

C (x, t) =
1√
4πDt

exp(− x2

4Dt
),

که احتمالاتͬ تعبیر و داشتیم ∆x برای که تعریفͬ به توجه با نداریم. خارجͬ نیروی هیچ کردەایم فرض که
ͬ کنیم: م محاسبه را [∆x]2 = ⟨(x(T )− x(0))2⟩ زیر، بەصورت داشتیم، چͽالͬ تابع برای

[∆x]2 = ⟨(x(T )− x(0))2⟩ = ⟨x2(T )⟩ − 2⟨x(T )⟩⟨x(0)⟩+ ⟨x2(0)⟩ = ⟨x2(T )⟩.

[∆x]2 =

∫
dxx2C (x, T ) = 2DT.

را براون آزمایش تناسب ضریب و ͷوپیͺماکروس توصیف در پخش پدیدەشناختͬ ضریب تناظر اخیر رابطۀ
ͬ دهد. م نشان

است، قبلͬ قسمت ضریب همان بخش این پخش ضریب ͬ دهد م نشان که اخیر مشاهدۀ این بر علاوه
به نقطەای به گذار اولین زمان ͬ خواهیم م روش این در کنیم. نگاه موضوع به هم دیͽری صورت به ͬ توانیم م
چه ببینیم ͬ خواهیم م و ͬ کنیم م رها مبدأ از صفر لحظۀ در را ذره کنیم. محاسبه را مبدأ از ∆x = L فاصلۀ
محدود براونͬ ذرۀ که کنید تصور را فرضͬ مسئلۀ ͷی برسد. L فاصلۀ با نقطەای به تا ͬ کشد م طول زمانͬ

زیر: شرایط با البته دهد، انجام پخشͬ حرکت 0 ≤ x ≤ L ناحیۀ در و یͷ بعدی محور روی است

C (x = L, t) = 0,

∫
dxC (x, t) = 1.

که بەصورتͬ ͬ دهد م نشان را x = L در دیͽری و x = 0 در ͬͺی دیواره، دو بین پخشͬ حرکت بالا، مسئلۀ
ذره واقع در باشد. دیواره دو این بین همیشه باید حتماً هم ذره البته و است ذره جاذب دیوارۀ x = L دیوارۀ
بعد مسئله این ͬ شود. م پخش ناحیۀ وارد اول دیوارۀ از مجدداً و شده جذب آنجا ͬ رسد، م جاذب دیوارۀ به که
حالت چͽالͬ یافتن برای ͬ رسد. م زمان از مستقل چͽالͬ با ایستا حالت ͷی به حتماً طولانͬ زمان گذشت از
جواب و سرراست مسئله حل شود. حل بالا مرزی شرایط همراه به d2C∞(x)/dx2 = 0 معادلۀ باید ایستا،

ͬ شود: م زیر بەصورت نهایی
C∞(x) = −2

x

L2
+

2

L
.

j∞ = −DC ′ = 2D/L2 با برابر که داریم جاذب دیوارۀ سوی به مبدأ از یͺنواخت جریان ͷی پایا، حالت در
دیوارۀ سوی به که است زمان واحد در ذرات تعداد ذرات، جریان مسئله، یͷ بعدی هندسۀ به توجه با ͬ شود. م

ͬ شود: م محاسبه زیر بەصورت سهولت به گذار اولین زمان حرکت اند. در جاذب

T = 1/j∞ = (L2/2D).

است. قبلͬ آشنای رابطۀ همان رابطه این
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اینشتن اصلͬ ایدۀ ۱ .۳

باید صورت این در باشد. هم خارجͬ نیروی که بͽیریم نظر در را حالتͬ و پخش معادلۀ به بازگردیم اکنون
نظر در با بͽیریم. نظر در جریان در را ذرات (سوق) رانشͬ حرکت دومͬ و براونͬ حرکت اولͬ عامل، دو سهم

ͬ شود: م زیر بەصورت جریان چͽالͬ عامل، دو این گرفتن

j(x, t) = −D∂xC (x, t) + uC (x, t)

رانش سرعت برای است. خارجͬ نیروی دلیل به رانش سرعت u و پخش پدیدەشناختͬ ضریب D آن در که
رابطۀ ͷی این است. خارجͬ پتانسیل U آن در که بͽیرید نظر در u = Γ−1f = −Γ−1∂xU بەشͺل رابطۀ
خارجͬ نیروی ͷی اثر تحت کروی شͺل، مثلا́ کلوییدی ذرۀ ͷی اگر ͬ دهد م نشان که است ͬͺهیدرودینامی
ذرۀ ͷی برای اصطͺاک ضریب یا تناسب ضریب کرد.  خواهد کسب نیرو با متناسب سرعتͬ بͽیرد، قرار
نهایت در است. Γ = 6πηa بەصورت ͬ کند م حرکت η ویسͺوزیتۀ با محیطͬ در که a شعاع به کروی شͺل

ͬ شود: م زیر بەصورت چͽالͬ تحول معادلۀ

∂tC = D∂2xC + Γ−1∂x(C ∂xU).

(اگر ͬͺوفسͺاسمول معادلۀ یا باشیم) پذیرفته را چͽالͬ برای بس ذرەای تعبیر (اگر پخش معادلۀ رابطه، این به
به ͬ شود م مربوط اینشتن اصلͬ ایدۀ و جالب موضوع ͬ شود. م گفته باشیم) پذیرفته را احتمال چͽالͬ تعبیر
سیستم ͷی برای آن جا و ∂tC = 0 داریم انتظار تعادل حالت در بالا. رابطۀ گرمایی تعادل حالت بررسͬ
پتانسیل با بولتزمان توزیع به بنا چͽالͬ تعادل، حالت در داریم انتظار دیͽر طرف از .jeq. = 0 باید نامتناهͬ
درخواست این یعنͬ ملاحظات، این گرفتن نظر در با باشد. مربوط Ceq.(x) ∼ C0 exp (− U

kBT
) بەصورت

زیر بەشͺل رابطەای باید که ͬ بینیم م کند، برآورده را jeq. = 0 جریان تعادلͬ رابطۀ چͽالͬ تعادلͬ شͺل که
شود: برقرار اصطͺاک ضریب و دما پخش، ضریب بین

D =
kBT

Γ
= kBTµ, µ =

1

Γ
.

اثر، دو که ͬ کند م اشاره و آمد بەدست اینشتن توسط بار اولین شد، اشاره هم این از پیش که همان طور رابطه این
مسئول همزمان بەصورت اتلافͬ، نیروهای از ناشͬ انرژی اتلاف دومͬ و گرمایی تعادلͬ افت وخیزهای اولͬ

هستند. پخش پدیدۀ
دست به را آووگادرو عدد گرانشͬ میدان در ذرات شدن رسوب مشاهدۀ با پرن ژان که شد اشاره پیش تر
ͷی به آن ها چͽالͬ مدتͬ از بعد و کرده رسوب دارند قرار سوسپانسیون ͷی درون که براونͬ ذرات آورد.
افزوده پخش معادلۀ به گرانشͬ نیروی از ناشͬ رانشͬ سرعت گرانشͬ، میدان حضور در ͬ رسد. م تعادلͬ حالت
C ∼ e(−mgz/kBT ) رابطۀ با ذرات چͽالͬ تعادل، در داریم انتظار و U(z) = mgz صورت این در ͬ شود. م

بود. آووگادرو عدد آنجا از و بولتزمان ثابت آوردن بەدست در پرن ژان راهنمای رابطه این شود. داده
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لانژون معادلۀ :ͷوپیͺروسͺمی توصیف ۴

که شد معلوم اینشتن کار با بشناسیم. را براونͬ اثر پدیدەشناختͬ ملاحظات با کردیم سعͬ قبلͬ بحث های در
کنیم سعͬ ͬ خواهیم م اینجا ͬ گردد. برم آن از ناشͬ نیروهای و آب مولͺولͬ ساختار وجود به براونͬ حرکت منشأ
این سؤال بنویسیم. آن برای حرکتͬ معادلۀ براونͬ، ذرۀ بر وارد نیروهای گرفتن نظر در با و ریزمقیاس بەصورت
تحت تأثیر براونͬ ذرۀ داریم؟ نیاز معادله این نوشتن برای اطلاعاتͬ چه دقیق تر، بەصورت و نیروها چه که است
براونͬ ذرۀ ͬͺدینامی معادلات تا است لازم مسئله کامل حل برای است. آب مولͺول های از ناشͬ ضربات
مولͺول های تعداد شوند.   حل همزمان بەصورت شدەاند، جفت هم با که آب مولͺول های معادلات همراه به
تمام اولیۀ شرایط باید قاعدتاً آن ها حل و حرکت معادلۀ نوشتن برای است. آووگادرو عدد مرتبۀ از و زیاد آب
متداول روش پیچیدگͬ، این از فرار برای نیست. امͺان پذیر عملا́ که باشد دسترس در نیز آب مولͺول های
براونͬ (ذرۀ سامانەها از مجموعەای یعنͬ ͬ گیریم. م پیش در را آماری ͷانیͺم در گیبس آنسامبل رهیافت و
متفاوت اند. آب مولͺول های به مربوط اولیۀ شرایط در ولͬ هم مشابه که ͬ گیریم م نظر در را آب) محیط +
است. متفاوت دیͽری با که ͬ کند م تجربه نیرویی براونͬ ذرۀ آنسامبل، اعضای از کدام هر در که است مشخص
ͬ کند م تجربه آنسامبل این از عضو ۳ در براونͬ ذرۀ که زمان به وابسته نیروی از سادەشده تصویری ،۲ شͺل در
،1pN با برابر نیرویی ۱ سامانۀ در براونͬ ذرۀ ،t = 0.2s زمان در مثلا́ خاص، لحظۀ ͷی در دادەایم. نشان را
از ناشͬ لزوماً نیروها این از کدام هر که کنید توجه ͬ کنند. م تجربه آخر، الͬ و −2pN نیروی دوم سامانۀ ذرۀ
نگاه این باشند. بیشتری مولͺول های تجمعͬ برخوردهای از ناشͬ ͬ توانند م و نیستند آب مولͺول ͷی برخورد
و شده حذف آن از آب مولͺول های آزادی درجات که سادەشده و مؤثر حرکت معادلۀ ͷی به تا ͬ دهد م اجازه
آب مولͺول های از ناشͬ نیروی سهم نگاه این در کنیم. فکر ͬ شود م شامل را براونͬ ذرۀ آزادی درجات فقط

ͬ شود.  م افزوده حرکت معادلۀ به است صفر میانگینش که تصادفͬ قسمت ͷی بەصورت
با را آن و کنیم توجه ذره مͺان مؤلفۀ ͷی به تنها سهولت، برای و براونͬ ذرۀ حرکت معادلۀ نوشتن برای

بͽیرید: نظر در را زیر بەشͺل معادلەای دهیم. نشان x(t)

mẍ(t) + Γẋ(t) = ξ(t), (۱)

نیرویی و دادەایم نشان ξ(t) با را تصادفͬ نیروی است. براونͬ ذرۀ اصطͺاک ضریب Γ و جرم m آن در که
لانژون معادلۀ بالا، حرکت معادلۀ به ͬ کند. م تجربه آنسامبل اعضای از ͬͺی در براونͬ ذرۀ که ͬ دهد م نشان را
است. تصادفͬ آنͬ ضربات بەصورت ξ(t) نیروی داریم؟ ξ(t) تصادفͬ نیروی از اطلاعاتͬ چه ͬ شود. م گفته
جایͽزین تابع ͷی با را آن بخواهیم اگر است. تصادفͬ ضربات بین فاصلۀ توزیع هم و ضربات قدرت هم
۱ باشیم. داشته آماری اطلاعات باید تابع آن برای صورت این در است، غیرپیوسته تابع ͷی قاعدتاً که کنیم
عضو N تهیەشده آنسامبل کنید فرض است. صفر نیرو میانگین شد، اشاره آن به پیش تر که آنسامبلͬ نگاه در

صورت: این در دهیم. نشان ξi(t) با را عضو هر در مشاهدەشده نیروی و

⟨ξ(t)⟩ = 1

N

N∑
i=1

ξi(t) = 0.

است. زمان از پیوسته تابعͬ آن انتگرال نیرو، ناپیوستگͬ ͬ رغم عل که دید خواهیم ادامه در ۱
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ͬ شویم: نم قائل زمانͬ همبستگͬ نیرو برای مهم، بسیار تقریب ͷی عنوان به دیͽر طرف از

⟨ξ(t)ξ(t′)⟩ = 1

N

N∑
i=1

ξi(t)ξi(t
′) = 0, t ̸= t′.

ͬ  شویم: م قائل تصادفͬ نیروی برای را زیر آماری خواص خلاصه بەطور

⟨ξ(t)⟩ = 0, ⟨ξ(t)ξ(t′)⟩ = Aδ(t− t′).

روی متوسط گیری که ͬ شود م گفته هستند. آنسامبل روی متوسط گیری شدەاند، تعریف بالا در که متوسط هایی
صفر میانگین تصادفͬ نیروی ͬ شود. م انجام ( noise realizations ) تصادفͬ نیروی مختلف تحقق های
قسمت در است. شده داده است، ناشناخته فعلا́ Aکه کمیت با ضربەها قدرت و ندارد زمانͬ همبستگͬ دارد،

ͬ کنیم. م بحث ثابت این مورد در بعدی

تصادفͬ. نیروی از مختلف تحقق ۲: چند شͺل

از اصطͺاک نیروی مͽر آوردەایم، جداگانه نیز را مایع اصطͺاک نیروی چرا حرکت. معادلۀ به بازگردیم
مجموعەای تصادفͬ نیروی است؟ نشده گنجانده تصادفͬ نیروی در و ͬ شود نم ناشͬ مایع مولͺول های جانب
هرگونه از فارغ و صفر متوسطش ͬ شود. م وارد تصادفͬ کاملا́ بەصورت و آنͬ بەصورت که است ضربات از
نیروی واقع در است. متناسب مایع دمای با تصادفͬ ضربات این قدرت که دید خواهیم است. زمانͬ همبستگͬ
ضریب مثلا́ و اتلافͬ پدیدەهای از اطلاعاتͬ نتیجه در دارد. بستگͬ مایع ͬͺفیزی مشخصەهای به تنها تصادفͬ
وارد جداگانەای جملۀ بەصورت را اصطͺاک نیروی مجبوریم دلیل همین به ندارد. وجود آن در ذره اصطͺاک
شتاب باعث مایع مولͺول های جانب از متوالͬ ضربات اصطͺاک، جملۀ نبودن صورت در کنید توجه کنیم.
ذرۀ ͬ شود م باعث اتلافͬ جملۀ و تصادفͬ نیروی همزمان وجود ͬ شوند. م ذره سرعت لحظەبەلحظۀ افزایش و

برسد. گرمایی تعادل به مایع با مدتͬ از بعد براونͬ
بسازیم. τ = m/Γ بەصورت مشخصه زمان ͷی ͬ توانیم م جرم و اصطͺاک ضریب گرفتن نظر در با
ضربه ͷی که لحظه ͷی در ͬ کنیم. م رها مایع روی خاصͬ اولیۀ شرایط با را براونͬ ذرۀ ͷی که کنید فرض
ضربۀ فعلا́ کنید فرض کند. حرکت ضربه آن جهت در ذره ͬ شود م باعث ͬ شود م وارد ذره به آب مولͺول توسط
جواب معادله این ͬ شود. م توصیف ẍ(t) + τ−1ẋ(t) = 0 سادەتر معادلۀ با ذره حرکت پس نباشد، دیͽری
از حرکت اولیۀ جهت به مربوط اطلاعات ،τ بەاندازۀ زمانͬ گذشت از بعد ͬ دهد م نشان که دارد نمایی سادۀ
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برقراری برای اتلاف وجود لزوم ساده مشاهدۀ این دارد. حافظه زمان شبیه نقشͬ τ مشخصۀ زمان ͬ رود. م بین
ͬ رساند. م اثبات به را تعادل

بیان دقیق تر بخواهیم اگر واقع در است. مقیاس بدون پدیدۀ ͷی پخش پدیدۀ که شد اشاره این از پیش
بزرگ تر زمان های برای ͬ کند. م محدود را پخش پدیدۀ بودن مقیاس بدون ،τ میͺروسͺوپی مشخصۀ زمان کنیم

است. مقیاس بدون پدیدۀ ͷی ذره پخش است، رسیده گرمایی تعادل به ذره که زمان این از
kBT = 0.02eV ∼ 4 × با اتاق دمای در که بͽیرید نظر در را a = 1µⅿ شعاع به براونͬ ذرۀ ͷی
آب هم چͽالͬ تقریباً چون ذره این جرم دارد. قرار η = 10−3Pa.s ویسͺوزیتۀ با آب مثل مایعͬ روی 10−21J
Γ ∼ 10−8Kgs−1 با ͬ شود م برابر اصطͺاک ضریب .m = (4/3)πa3ρ ∼ 10−15Kg با ͬ شود م برابر است
است برابر دیفیوژن ضریب است. vrⅿs ∼

√
kBT/m ∼ 10−3ⅿs−1 مرتبۀ از گرمایی میانگین سرعت و

103s مرتبۀ از ذره، اندازۀ برابر ۱۰ یعنͬ 10µⅿ حدود مسافتͬ برای پخش زمان .D ∼ 10−13ⅿ2s−1 با
سرعت با همبستگͬ زمان در ذره که مسافتͬ .τ ∼ 10−7s با ͬ شود م برابر سرعت همبستگͬ زمان ͬ شود. م
است. کوتاهͬ بسیار مسافت که است vrⅿs × τ ∼ 10−10ⅿ مرتبۀ از کند طͬ ͬ تواند م گرمایی اش متوسط
از پس و بەسرعت باشد، داشته vrⅿs بزرگͬ به اولیەای سرعت اگر براونͬ، ذرۀ که است این موضوع این معنͬ

ͬ رسد. م اطرافش مایع با تعادل به کوتاهͬ بسیار بسیار مسافت
است. Γẋ اتلاف و mẍ اینرسͬ جملۀ دو بزرگͬ مرتبۀ مقایسۀ لانژون، معادلۀ در مهم بسیار نکتۀ ͷی
T مرتبۀ از زمانͬ در را معادله جواب های داریم تمایل و است V مرتبۀ از ذره نوعͬ سرعت های کنید فرض

است: زیر بەصورت جمله دو این بزرگͬ مرتبۀ نسبت که ͬ شود م دیده بەسادگͬ کنیم. بررسͬ

اینرسͬ
اتلاف

=
mV/T

ΓV
=
τ

T

برای را مشاهداتمان بخواهیم اگر شد، بررسͬ بالا در که نمونەای برای مثلا́ است. مشاهده زمان T آن در که
سراغ مستقیماً ͬ توانیم م و است بی اهمیت اینرسͬ جملۀ دهیم، انجام T ≫ 10−7s زمانͬ بازەهای یا زمان ها

کنیم: بررسͬ را آن و رفته است، زیر بەصورت که (Overdamped ) بیش میرا لانژون معادلۀ

mẍ(t) + Γẋ(t) = ξ(t), → Γẋ(t) = ξ(t) بیش میرا حد

است. (singular) تکینه فرآیند ͷی ،m→ 0 قراردادن با بیش میرا حد به رسیدن فرآیند ریاضͬ، نظر از
ولͬ ͬ شود، م داده نسبت لانژون به ͬ کند م توصیف را براونͬ ذرۀ حرکت که تصادفͬ دیفرانسیل معادلۀ
را تصادفͬ دیفرانسیل معادلات موضوع میلادی ۱۹۰۰ سال در باشیلیه لویی آقای بار اولین که کرد توجه باید
آن ها افت وخیز و اقتصادی پدیدەهای مطالعۀ باشیلیه آقای هدف بود. داده قرار مطالعه مورد خود دکتری تز در

دارد. براونͬ پدیدۀ با شباهت هایی که است توزیعͬ و آمار دارای سهام قیمت افت وخیزهای بود.

لانژون معادلۀ حل ۱ .۴

ͬ کنیم: م بازنویسͬ زیر بەصورت را لانژون معادلۀ

v̇ + v/τ = ξ(t)/m, ⟨ξ(t)⟩ = 0, ⟨ξ(t)ξ(t′)⟩ = Aδ(t− t′),
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ضریب ͬ توان م چطور که ͬ بینیم م ادامه در بͽیرید. نظر در v(−∞) = 0 اولیۀ شرط همراه به را معادله این
بەصورت لانژون معادلۀ v = e−t/τw متغیر تغییر با آورد. بەدست تعادل برقراری شرط با را A نامشخص

ẇ =
1

m
e

t
τ ξ(t),

ͬ شود: م زیر بصورت زمان حسب بر سرعت مناسب، اولیه شرط اعمال و مجدد انتگرال گیری با ͬ شود. م

v(t) =
1

m

∫ t

−∞
dt′e

t′−t
τ ξ(t′).

دهیم: قرار (1/2)kBT با برابر را آن و کرده حساب را (1/2)m⟨v2⟩ ͬ توانیم م جواب این از استفاده با اکنون

(1/2)m⟨v2⟩ = (1/2)kBT تعادل شرط

است: زیر خاصیت دارای تصادفͬ نیروی اینکه نتیجه .A = 2ΓkBT که ͬ بینیم م محاسبه، این انجام با

تعادل شرط → A = 2ΓkBT, → ⟨ξ(t)ξ(t′)⟩ = 2ΓkBTδ(t− t′).

x(0) = 0 اولیۀ شرط با آید. بەدست مͺان تا گرفت انتگرال آن از دیͽر یͷ بار ͬ توان م سرعت دانستن با اکنون
داشت: خواهیم

x(t) =
1

m

∫ t

0

dt1

∫ t1

−∞
dt2e

t2−t1
τ ξ(t2).

⟨[x(t)− x(0)]2⟩ اکنون گرفتەایم. صفر زمان در سهولت برای را اضافͬ اولیۀ شرط ͷی اینجا که کنید توجه
ͬ کنیم: م محاسبه را

⟨[x(t)− x(0)]2⟩ = 1

m2

∫ t

0

dt1

∫ t1

−∞
dt2

∫ t

0

dt3

∫ t3

−∞
dt4e

t2+t4−t1−t3
τ ⟨ξ(t2)ξ(t4)⟩,

داریم:

⟨[x(t)− x(0)]2⟩ = 2ζkBT

m2

∫ t

0

dt1

∫ t1

−∞
dt2

∫ t

0

dt3

∫ t3

−∞
dt4e

t2+t4−t1−t3
τ δ(t2 − t4),

باشد کوچͷ تر t3 از t2 لزوماً نیستیم مطمئن که است این علت گرفت. را t4 روی انتگرال بەسهولت ͬ توان نم
بͽیرید: نظر در را زیر بەصورت انتگرال گیری حدود تغییر باشد. t4 انتگرال گیری محدودۀ در t2 واقع در یا

∫ t

0

dt1

∫ t

0

dt3 = 2

∫ t

0

dt3

∫ t3

0

dt1,
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صورت این در t1 < t3 بالا حدود تغییر طبق و t2 < t1 اولا˟ چون ͬ شود م حل بالا مشͺل متغیر تغییر این با
ͬ شود. م انجام بەسهولت t4 روی انتگرال گیری

⟨[x(t)− x(0)]2⟩ = 4ΓkBT

m2

∫ t

0

dt3

∫ t3

0

dt1

∫ t1

−∞
dt2e

2t2−t1−t3
τ ,

که: ͬ بینیم م محاسبه ادامۀ با

⟨[x(t)− x(0)]2⟩ = 2
kBT

Γ
[t+ τ(e−t/τ − 1)] =

kBT
Γ
τ−2 t2, t≪ τ,

2Dt t≫ τ.

ͷی طولانͬ، بسیار زمان های در حرکت ͬ رسیم. م ⟨[x(t)− x(0)]2⟩ = 2Dt آشنای رابطۀ به t≫ τ حد در
نوع از حرکت ،τ حافظۀ زمان از کوتاەتر کوتاه، بسیار زمان های در دیͽر طرف از است. ساده پخشͬ حرکت

است. ثابت سرعت با حرکتͬ یعنͬ است. ͷبالیستی
کرد. بررسͬ ͬ توان م که است دیͽری مهم کمیت ،R(t1) = ⟨v(t)v(t + t1)⟩ سرعت همبستگͬ تابع

ͬ کند: م صدق زیر بەصورت لانژون معادلۀ در همبستگͬ تابع این که دید ͬ توان م

Ṙ +
R

τ
= 0, R(0) = ⟨v2⟩ = kBT

m
.

زمان که ͬ شود م معلوم اینجا از ͬ دهد. م R(t) = (kBT/m)e−t/τ بەصورت جوابی معادله این حل نتیجۀ
از بزرگ تر زمان های برای ͬ شود. م حفظ زمان آن در خودش با سرعت همبستگͬ که است زمانͬ ،τ مشخصۀ
حافظۀ زمان τ که موضوع این به دیͽر صورتͬ به قبلا́ ͬ رود. م بین از سرعت همبستگͬ مشخصه، زمان این

بود. شده اشاره است، جهتͬ

فوریه تبدیل − لانژون معادلۀ حل ۲ .۴

توجه مهم موضوع دو به که صورتͬ در کنیم. مطالعه فوریه فضای در را لانژون معادلۀ داریم تمایل گاهͬ
لحاظ بەدرستͬ ͬͺفیزی اثرهای زمانͬ انتشار در علّͬ ساختار باید اینکه اول است. امͺان پذیر کار این کنیم،
برای ممͺن تحقق های تمام روی متوسط گیری از لانژون معادلۀ در متوسط گیری ها کنیم توجه اینکه دوم شود.
هر فوریۀ تبدیل ͬ شود. م انجام بعداً علّͬ ساختار حفظ مورد در بیشتر بحث ͬ آیند. م بەدست تصادفͬ نیروی

داریم: ͬ دهیم. م نشان x̃(ω) با را x(t) زمان به وابسته تابع

x(t) =

∫ ∞

−∞

dω

2π
x̃(ω)e−iωt, x̃(ω) =

∫ ∞

−∞
dtx(t)eiωt,

∫ ∞

−∞

dω

2π
e−iωt = δ(t),

است، حقیقͬ x(t) ما نظر مورد متغیر اینکه به توجه با است. دیرک دلتای تابع انتگرالͬ نمایش آخر، رابطۀ که
باشد. داشته را x̃∗(ω) = x̃(−ω) خاصیت باید فوریەاش تبدیل که دید ͬ توان م

۱۳



بەصورت ذره سرعت فوریۀ تبدیل حسب بر و فوریه فضای در لانژون معادلۀ که است واضح

(−imω + Γ)ṽ(ω) = ξ̃(ω)

نیرو فوریۀ تبدیل ͬ آید. م بەدست x̃(ω) = (−iω)−1ṽ(ω) بەصورت سرعت دانستن با ذره مͺان البته است.
فوریه فضای در تصادفͬ نیروی همبستگͬ .⟨ξ̃(ω)⟩ = 0 است: صفر آن میانگین و دادەایم نشان ξ̃(ω) با را

بͽیریم: نظر در زیر بەصورت را

⟨ξ̃(ω)ξ̃(ω′)⟩ = 2πAδ(ω + ω′).

تعادل شرط از قبل مطابق A ثابت آوردن بەدست برای آوریم. بەدست را A نامشخص ثابت کنیم سعͬ و
داریم: ͬ کنیم. م استفاده ⟨v2(t)⟩ = kBT/m

⟨v2(t)⟩ =

∫
dω

2π

∫
dω′

2π
e−i(ω+ω′)t ⟨ξ̃(ω)ξ̃(ω′)⟩

(−imω + Γ)(−imω′ + Γ)

=
A

m2

τ

2i

∫
dω

2π

(
1

ω − i
τ

− 1

ω + i
τ

)
=

A

2mΓ
, (۲)

:A = 2ΓkBT داریم: نتیجه در

⟨ξ̃(ω)ξ̃(ω′)⟩ = 2ΓkBT × 2πδ(ω + ω′).

در تصادفͬ نیروی واقع در است. فرکانس از مستقل ⟨|ξ̃(ω)|2⟩ یعنͬ تصادفͬ نیروی قدرت بالا، رابطۀ مطابق
ͬ شود. م گفته سفید نویز مشخصات، این با تصادفͬ نیروی به است. یͺسان قدرت ͷی دارای فرکانس ها همۀ

ͬ شود: م محاسبه زیر بەصورت جابەجایی مربع میانگین

⟨(x(t)− x(t′))2⟩ =

∫
dω

2π

∫
dω′

2π

(
e−i(ω+ω′)t + e−i(ω+ω′)t − 2e−iωt−iω′t′

)
⟨x̃(ω)x̃(ω′)⟩

=
4ΓkBT

m2

∫
dω

2π

(
1− e−iω(t−t′)

) 1

ω2(ω2 + 1/τ 2)

=
4ΓkBT

m2
τ 2

∫
dω

2π

(
1− e−iω(t−t′)

)(
1

ω2
− 1

(ω2 + 1/τ 2)

)
= −4ΓkBT

τ 2

m2

(∫
dω

2π

1− e−iω(t−t′)

ω2 + 1/τ 2
− (τ → ∞)

)
=

2kBT

Γ

(
|t− t′| − τ(1− e−|t−t′|/τ )

)
. (۳)

ͬ شوند. م بازتولید قبلͬ نتایج داشتیم انتظار که همان طور
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نوری تلۀ در براونͬ حرکت ۳ .۴

وارد نیروی ساده مدل ͷی در بͽیرید. نظر در است، نوری تلۀ ͷی مقید کنندۀ نیروی اثر تحت که را براونͬ ذرۀ
مقیدکننده، نیروی این حضور در دهیم. نشان κ سختͬ ثابت با خطͬ فنر ͷی با ͬ توانیم م را تله جانب از ذره بر

ͬ شود: م زیر بەصورت لانژون حرکت معادلۀ

mẍ+ Γẋ+ κx = ξ(t), ⟨ξ(t)ξ(t′)⟩ = 2ΓkBTδ(t− t′). (۴)

روش با کردەایم. تنظیم بودیم، آورده دست به قبلا́ آنچه مطابق را نویز قدرت گرمایی، تعادل برقراری برای
خواهیم فوریه فضای در همبستگͬ تابع برای است. بررسͬ قابل بەسهولت بالا معادلۀ جواب های فوریه تبدیل

داشت:
⟨x̃(ω)x̃(ω′)⟩ = 2ΓkBT2πδ(ω + ω′)

|(κ−mω2)− iΓω|2
,

معادلۀ دیدیم این از پیش کنیم. بررسͬ بیشتر ،m → 0 که زمانͬ بیش میرا، حد در را ذره رفتار است آموزنده
داریم: رژیم این در دارد. بیش میرا رفتار ،t≪ τ کوتاه بسیار زمان های در لانژون

⟨x̃(ω)x̃(ω′)⟩ = 2ΓkBT2πδ(ω + ω′)

|κ− iΓω|2
,

ͬ آید: م دست به زیر نتیجۀ مختلط، انتگرال های محاسبۀ و داشتیم قبلͬ قسمت در آنچه شبیه محاسباتͬ تکرار با

⟨(x(t)− x(t′))2⟩ = 2kBT

κ

(
1− e−

κ
Γ
|t−t′|

)
,

شهودی تعبیر واهلش زمان کنیم. تعریف τr = Γ
κ

بەصورت را فنر نیروی واهلش به مربوط مشخصۀ زمان
مͺان به ذره آن ثانیه τr از بعد کنیم، رها فنر تعادلͬ مͺان از غیر اولیەای مͺان در را ذره ͷی اگر دارد، سادەای
از فنر نیروی واهلش، زمان از بزرگ تر زمان های در دیͽر، بیان به ͬ رسد. م نوری) تلۀ (مرکز فنر نیروی تعادلͬ

ͬ شود. م بیشتر اصطͺاک نیروی
ͬ شود: م خلاصه زیر بەصورت بیش میرا رژیم در ͬͺاپتی تلۀ در مقید براونͬ ذرۀ رفتار بالا، ملاحظات با

⟨(x(t)− x(t′))2⟩ =

2kBT
Γ
|t− t′|, |t− t′| ≪ τr,

2kBT
κ

|t− t′| ≫ τr.

زمان های در دیͽر طرف از دارد. پخشͬ رفتار نوری تلۀ در مقید براونͬ ذرۀ واهلش، زمان از کوتاەتر زمان های در
داشت. خواهد اشباع شده رفتاری ذره مͺان واهلش، زمان از بلندتر

مختلف رژیم های در ذره جابەجایی میانگین رفتار قبلͬ، قسمت  های نتایج همراه به بالا نتایج جمع بندی با
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ͬ شود: م زیر بەصورت

⟨(x(t)− x(t′))2⟩ =


Dτ−2 (t− t′)2, |t− t′| ≪ τ,

2D|t− t′|, τ ≪ |t− t′| ≪ τr,

2kBT
κ

|t− t′| ≫ τr.

رفتار واهلش زمان از بزرگ تر بسیار زمان های در ،ͷبالیستی رفتار حافظه زمان از کوتاەتر بسیار زمان های در
است. مشاهده قابل پخشͬ حرکت بینابینͬ زمان های در و اشباع شده

دیͽر مثال چند براونͬ: حرکت ۴ .۴

هستند. تعادل از دور ͷوپیͺمزوس سامانۀ ͷی از مناسبی مثال  داینین، مثلا́ سلول درون مولͺولͬ موتور های
درون ͬͺانیͺم فعالیت های از بسیاری عهدەدار ͬͺانیͺم به شیمیایی انرژی تبدیل با مولͺولͬ موتور های این
درون سلولͬ نقل و انتقالات تا گرفته ماهیچەای ساختار های به بخشیدن استحͺام و سلول تقسیم از سلول،
ͬ توان م ͬ گیرد. م صورت اکتین بلند پلیمر های مجاورت در عموماً حرکتشان درشت مولͺول ها این هستند.
موضوعͬ اکتینͬ ریل به مولͺولͬ موتور بستگͬ میزان کرد. تصور حرکتͬ ریل بەصورت را اکتینͬ رشتەهای
حرکت در انکارناپذیری سهم آب مولͺول های برخورد از ناشͬ تصادفͬ نیروهای باشد. متغیر ͬ تواند م که است
محرک  (50 kJ/ⅿoⅼ) واکنش این از آزادشده انرژی و ATP هیدرولیز واکنش دارند. مولͺولͬ موتور های
موتور به ATP مولͺول هر که زمانͬ و پیوسته بەصورت واکنش این است. مولͺولͬ موتور حرکت اصلͬ
و شده بررسͬ زیادی دقت با گذشته دهۀ دو در واکنش ها این جزئیات ͬ گیرد. م صورت است وصل مولͺولͬ
مولͺولͬ موتور ͷی چͽونه ͬ دهند م توضیح مدل ها این داریم. آن ها از روشنͬ کمابیش تصویر کرد ادعا ͬ توان م
آزادشده انرژی ͬ کند. م تولید یͷ سویه جهت دار حرکت ͷی آبی، محیط در براونͬ و افت وخیزی حرکت های از
کاینسین قدم، هر در ͬ دهد. م قرار تأثیر تحت را پروتئین موتور بستگͬ میزان صورتͬ به هیدرولیز واکنش از
قدم هر در ͬ دهد. م انجام 8nⅿ حدود در یͷ سویه حرکتͬ و گرفته هیدرولیز ͷی از 8.3 × 10−20J حدوداً
خارجͬ بار های ͬ تواند م نیرو این با کند. تحمل 5 − 7pN مرتبۀ از توقف نیروی ͬ تواند م کاینزین حرکتͬ،
بازده که است معلوم بود. خواهد 5 × 10−20J مرتبۀ از جابەجایی قدم هر در انجام شده کار کند. جابەجا را

است. 60% مرتبۀ از موتور این حرکتͬ
ͷی به جهت بدون تصادفͬ حرکت ͷی از چͽونه آن ها که است این مولͺولͬ موتور های در مهم مسئلۀ ͷی
ͬͺانیͺم مدل دو به شویم مولͺولͬ موتور های شیمیایی جزئیات وارد اینکه بدون ͬ رسند. م جهت دار حرکت
سوسوزن چرخ دندۀ مدل برسد. جهت دار حرکت ͷی به تصادفͬ حرکت از است قادر که ͬ کنیم م اشاره سادەشده

بͽیرید: نظر در را زیر نیروی با

F (x, t) =

−∂xU0, σ(t) = 0,

−∂xU1, σ(t) = 1,

بسته ͬ کند. م اختیار را {0, 1} گسستۀ مقادیر τ مشخصۀ زمان با که است پوآسونͬ فرآیند ͷی σ(t) آن در که
ͬ گیرد. م قرار U1(x) و U0(x) متفاوت پتانسیل دو اثر تحت ذره دارد، مقداری چه σ(t) تصادفͬ عدد اینکه به
که براونͬ ذرۀ داد نشان ͬ  توان م .U0,1(x+ ℓ) = U0,1(x) هستند: ℓ دورۀ با دورەای دو هر پتانسیل دو این

۱۶



غیر میانگین سرعت با فعال مولͺولͬ موتور ͷی بەصورت ͬ تواند م شرایطͬ در دارد، قرار بالا نیروی اثر تحت
کند. رفتار (⟨ẋ⟩ ̸= 0) صفر

دورەای  پتانسیل ͷی همراه به ثابت خارجͬ نیروی ͷی است. موسوم کج شده چرخ دندۀ به دوم مدل
بͽیرید: نظر در را زیر بەصورت جهت دار

F (x, t) = f0 − ∂xU(x), U(x+ ℓ) = U(x).

باشد. فعال مولͺولͬ موتور ͷی مشخص کنندۀ ͬ تواند م هم سامانه این
.[۱۱] است استرلینگ گرمایی ماشین با تناظر در که است میͺرونͬ ͬͺترمودینامی موتور ͷی مثال آخرین
قرار مرحلەای ۴ دورەای فرآیند های تحت افتاده، دام به نوری تلۀ در که 2.94µm اندازۀ با کلوییدی ذرۀ ͷی
محیط دمای آنͬ بەصورت سپس ͬ یابد م افزایش برابر ۲ تا تله قدرت ثانیه، ۶ حدود در زمانͬ در ابتدا ͬ گیرد. م
اولیه وضعیت به تا ͬ شوند م کاسته دما و تله قدرت ترتیب به ،۴ و ۳ مراحل در ͬ یابد. م افزایش برابر ۴ تا
که آن طور ͬ شوند. م محاسبه ماشین راندمان و گرما و کار میزان و شده تکرار بارها فرآیند ها این بازگردیم.

دارند. افت وخیز ͬͺترمودینامی کمیت های تمامͬ است مشخص

[۱۱] است: زیر مقالۀ در کار این بیشتر جزئیات تصادفͬ. گرمایی ماشین ͷی :۳ شͺل
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نایͺوئیست نویز ،ͬͺتریͺال مدار در بار افت وخیز ۵ .۴

سیم این دوسوی پتانسیل اختلاف بͽیرید. نظر در مقاومتRرا با سیم) تکه ͷی (مثلا́ ͬͺتریͺال مقاومت ͷی
به است. درست میانگین بەصورت فقط حرف این ولͬ نداریم پتانسیلͬ اختلاف انتظار قاعدتاً است؟ چقدر
بحث، شدن دقیق تر برای داشت. افت وخیزکننده پتانسیل ͷی مشاهدۀ انتظار ͬ توان م بار، افت وخیز های خاطر
در ۴ شͺل مشابه مداری پس هستند، هم خازنͬ قسمت ͷی دارای ͬͺتریͺال مدار های عموماً که کنید توجه
تابع با زمین پتانسیل به نسبت میانͬ نقطۀ پتانسیل و است شده سری R مقاومت با C خازن که بͽیرید نظر

ͬ شود: م زیر شرح به مدار این برای کیرشهف معادلۀ ͬ کند. م افت وخیز ϕ(t)

RQ̇+
Q

C
= ϕ(t).

حرکت معادلۀ  با بالا معادلۀ مقایسۀ از دادەایم. قرار مدار در افت وخیزکننده ولتاژ منبع ͷی که است این مانند
افت وخیزکننده پتانسیل برای را زیر همبستگͬ تابع ͬ توان م ،۴ رابطۀ بیش میرا، رژیم در نوری تلۀ در مقید ذرۀ ͷی

گرفت: نظر در
⟨ϕ(t)ϕ(t′)⟩ = 2RkBTδ(t− t′).

است. ردیابی قابل هم ͬͺتریͺال سامانۀ در اتلاف افت وخیز قضیۀ و انیشتن اصلͬ ایدۀ ͬ دهد، م نشان رابطه این
با مقایسه با دارد. ارتباط افت وخیزکننده پتانسیل قدرت با ͬ شود م داده ͬͺتریͺال مقاومت طریق از که اتلاف

داد: نشان بەسهولت ͬ توان م بیش میرا، رژیم در مقیدشده ذرۀ افت وخیزی حرکت یعنͬ پیشین، بخش روابط

⟨(Q(t)−Q(t′))2⟩ =

2kBT
R

|t− t′|, |t− t′| ≪ τr,

2kBTC |t− t′| ≫ τr.

ͬͺتریͺال مدار در اتلاف افت وخیز قضیۀ ردیابی ایدۀ ͬ شود. م تعریف τr = RC بەصورت واهلش زمان که
افت وخیز ها در اشباع کننده نقش ͬͺتریͺال مدار در خازنͬ ظرفیت است. شده مطرح نایͺوئیست توسط بار اولین
بحث در که است درست است. معروف نایͺوئیست نویز به ͬͺتریͺال مدار های در ولتاژ افت وخیز دارد. را

φ(t)

R C

ولتاژ. افت وخیز مشاهدۀ برای ͬͺتریͺال مدار :۴ شͺل

پهنای ͷی با اندازەگیری ها همواره عمل در ولͬ نگرفتیم نظر در ولتاژ افت وخیز برای زمانͬ همبستگͬ هیچ بالا
نویز رابطۀ صورت این در بͽیرید. نظر در ∆ω را فرکانس اندازەگیری باند پهنای است. همراه فرکانسͬ باند
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ͬ شود: م تصحیح زیر بەصورت سفید

⟨ϕ2⟩ = 2RkBT∆ω.

مرتبۀ از افت وخیز ها قدرت اتاق، دمای در و ∆ω ∼ 1kHz فرکانسͬ باند و R = 1kΩ با مدار ͷی برای
ͬ شود. م

√
⟨ϕ2⟩ ∼ 0.1µV

* ͷوالاستیͺویس شارۀ در براونͬ حرکت ۶ .۴

در شد. بررسͬ ͬ شود، م داده Γ = 6πηa ثابت عدد با آن در اتلاف ضریب که سادەای شارۀ پیشین، بحث در
رخ ͷوالاستیͺویس شارەهای در که حافظەداری فرآیندهای با اتلاف ضریب خطͬ، ͷوالاستیͺویس شارۀ ͷی

شبیه رابطەای با اصطͺاک نیروی کلͬ خیلͬ بەصورت و صورت این در ͬ شود. م دادە ͬ دهد ∫م ∞

−∞
dt′Γ(t− t′)v(t′)

دارد. بستگͬ شاره رفتار به آن بیشتر جزئیات که علّͬ ساختار با است تابعͬ Γ(t− t′) آن در که ͬ شود، م داده
ͬ شود: م زیر صورت لانژون معادلۀ صورت این در

mv̇(t) +

∫ ∞

−∞
dt′Γ(t− t′)v(t′) = ξ(t). (۵)

χ̃(ω) بەصورت را آن فوریۀ تبدیل ͬ توانیم م شود، گرفته نظر در Γ(t) تابع بودن علّͬ به مربوط ملاحظات اگر
برای را Γ(t) فوریۀ تبدیل ابتدا که است صورت این به بودن علّͬ ملاحظات خلاصه، بەصورت کنیم. استفاده
تحلیلͬ کاملا́ بالایی نیم صفحۀ در بەدست آمده تابع ͬ کنیم. م حساب (y > 0) z = ω+ iy موهومͬ فرکانس
بەصورت پاسخ تابع معمول فوریۀ تبدیل تا برسانیم صفر به را فرکانس موهومͬ قسمت ͬ توانیم م حال است.

آید. بەدست χ̃(ω) = limy→0+ χ̃(z = ω + iy)

کنیم: استفاده بالا معادلۀ حل برای فوریه تبدیل از ͬ توانیم م بەسهولت اکنون

ṽ(ω) =
ξ̃(ω)

−imω + Γ̃(ω)
.

تعادل در باشد؟ باید چͽونه تصادفͬ نیروی همبستگͬ تابع گرمایی، تعادل برقراری برای که است این سؤال
پس: ⟨v2(t)⟩ = kBT/m باید گرمایی

⟨v2(t)⟩ =

∫
dω

2π

∫
dω′

2π
e−i(ω+ω′)t ⟨ξ̃(ω)ξ̃(ω′)⟩

(−imω + Γ̃)(−imω′ + Γ̃)
, (۶)

زیر شͺل به همبستگͬ تابع ͬ زنیم م حدس

⟨ξ̃(ω)ξ̃(ω′)⟩ = 2πA(ω)δ(ω + ω′),
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آوریم. بەدست را A(ω) تابع ͬ کنیم سعͬ م و کند برقرار را تعادل بتواند

kBT

m
= ⟨v2(t)⟩ =

∫
dω

2π

A(ω)

(−imω + Γ̃)(imω + Γ̃∗)
, (۷)

باید است حقیقͬ تابع ͷی زمان فضای در پاسخ تابع چون که کردەایم استفاده این از بالا رابطۀ در که شود توجه
را انتگرال گیری متغیر ابتدا بالا انتگرال گرفتن برای باشد. Γ̃(−ω) = Γ̃∗(ω) خاصیت دارای فوریەاش تبدیل
به بی نهایت نیم دایرۀ روی در انتگرال ده که کنید توجه اکنون ͬ دهیم. م گسترش ω → z با موهومͬ صفحۀ به
بی نهایت نیم دایرۀ و حقیقͬ محور از که بستەای مسیر به را انتگرال گیری مسیر ͬ توانیم م پس همͽراست صفر

دهیم: گسترش است شده تشͺیل بالایی) نیم صفحۀ کل (یعنͬ

kBT

m
=

∮
dz

2π

A(z)

(−imz + Γ̃)(imz + Γ̃∗)
, (۸)

پس است، تحلیلͬ حتماً بالایی نیم صفحۀ در نیز χ̃ تابع ͬ دانیم م که آنجا از و باشد تحلیلͬ A حدسͬ تابع اگر
قسمت های بررسͬ با است. قطب دارای imz2 = −Γ̃∗(z2) و imz1 = Γ̃(z1) نقطۀ دو در تنها انتگرال ده
نیم صفحۀ در دیͽری و بالا نیم صفحۀ در قطب ها از ͬͺی صورت هر در که ͬ شود م معلوم قطب ها موهومͬ
نیم صفحۀ در z2 قطب که ͬ شود م دیدە ،Γ̃′ > 0 کنیم فرض مثلا́ و Γ̃ = Γ̃′+iΓ̃′′ دهیم قرار اگر است. پایینͬ

شود: حساب z2 قطب روی در مانده است کافͬ نتیجە در است. پایینͬ نیم صفحۀ در دیͽری و بالایی

kBT

m
=

1

m2

∮
dz

2π

A(z)

(z − Γ̃
im
)(z + Γ̃∗

im
)

=
1

m2

2πi

2π

A(z2)

2i Γ̃
′

m

, (۹)

Γ̃′ < 0 حالت برای که شود توجه ͬ رساند. م مطلوب نتیجۀ به را ما A = 2kBT Γ̃
′ جانشانͬ که است واضح

خلاصه: شد. خواهد حفظ نهایی نتیجۀ مشابه استدلال هایی با

⟨ξ̃(ω)ξ̃(ω′)⟩ = 2kBT Γ̃
′(ω)(2π)δ(ω + ω′).

داریم: زمان فضای به بازگشت با

⟨ξ(t)ξ(t′)⟩ = 2kBT

∫
dω

2π

Γ̃(ω) + Γ̃(−ω)
2

e−iω(t−t′)

= 2kBT

∫
dω

2π

1

2
ζ̃(ω)

(
e−iω(t−t′) + eiω(t−t′)

)
= 2kBT

1

2
(Γ(t− t′) + Γ(t′ − t))

= 2kBTΓe(t− t′), (۱۰)

است. Γ(τ) تابع زوج قسمت Γe(τ) = (1/2)(Γ(τ) + Γ(−τ)) آن در که
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بازنویسͬ زیر بەصورت را فوریه فضای در مͺان همبستگͬ تابع ͬ توانیم م نیرو، همبستگͬ تابع دانستن با
کنیم:

⟨x̃(ω)x̃(ω′)⟩ = 2kBT
Γ̃′(ω)

ω2(−imω + Γ̃(ω))(imω + Γ̃∗(ω))
(2π)δ(ω + ω′). (۱۱)

⟨x̃(ω)x̃(−ω)⟩ = ⟨|x̃(ω)|2⟩ جملۀ تنها چپ سمت در که ͬ شود م واضح بالا، عبارت راست سمت ملاحظۀ با
با که افت وخیزها قدرت طیف برحسب زیر بەصورت را بالا رابطۀ داریم تمایل معمولا˟ دارد. صفر غیر سهم

بنویسیم: ͬ شود، م داده نشان C(ω)

⟨x̃(ω)x̃(ω′)⟩ = C(ω)(2π)δ(ω + ω′),

ͬ شود: م داده زیر بەصورت افت خیزها طیف آن در که

C(ω) = 2kBT
Γ̃′(ω)

ω2| − imω + Γ̃(ω)|2
.

مجموعەای با فوریه فضای در و صورت این در داریم. سروکار گسسته زمانͬ سری های با معمولا˟ عمل در
دهیم، نشان ∆ω با را متوالͬ مجاز فرکانس دو بین فرکانس اختلاف اگر مواجهیم. گسسته فرکانس های از

داشت: خواهیم

⟨|x̃(ω)|2⟩ = 2π

∆ω
C(ω).

*ͷوالاستیͺویس شارەهای رئولوژی ۷ .۴

است غوطەور آن در ذره که شارە ای ͷرئولوژی خواص بررسͬ برای ͬ توان م آزمون ذرۀ ͷی افت وخیزهای از
خواص مورد در مختصر بەصورت ابتدا است، امͺان پذیر کار این چطور ببینیم اینکه برای کرد. استفاده
واقع در ͬ شود. م داده شاره آن پاسخ تابع با شاره ͷی ͬͺرئولوژی خواص ͬ کنیم. م صحبت شارەها ͬͺرئولوژی
خطͬ پاسخ تابع کنیم. بررسͬ را ایجادشده جریان ͬ توانیم م شاره، به زمان به وابسته برشͬ تنش ͷی اعمال با
را شاره در ایجادشده جریان معمولا˟ ͬ کند. م وابسته تنش به را تولیدشده جریان که است خطͬ ضریب شاره،
نشان γ̇ و γ با ترتیب به را اعمال شده کرنش نرخ و کرنش ͬ دهیم. م نشان حاصل شده کرنش نرخ میزان با

ͬ شود: م تعریف زیر بەصورت پاسخ تابع کلͬ حالت در ͬ دهیم. م نشان σ با را برشͬ تنش ͬ دهیم. م

σ(t) =

∫ ∞

−∞
dt′G(t− t′)γ(t′),

داریم: فوریه فضای در است. علّͬ ساختار با پاسخ تابع G(t− t′) آن در که

σ̃(ω) = G̃(ω)γ̃(ω).
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در کرنش تنش⁃نرخ رابطۀ که ساده نیوتنͬ شارۀ ͷی در است. آموزنده بدیهͬ، و ساده حالت ۲ بررسͬ
بەصورت را شاره ویسͺوزیتۀ هم آن و دارد موهومͬ قسمت فقط پاسخ تابع است، σ = ηγ̇ شͺل به آن
است، G0 آن برشͬ مدول که ساده کشسان سیستم ͷی در دیͽر طرف از ͬ دهد. م G̃ = 0+ iG̃′′ = −iωη
مدول که دارد حقیقͬ قسمت فقط پاسخ تابع صورت این در است. σ = G0γ بەصورت ⁃کرنش تنش رابطۀ

ͬ دهد. م G̃ = G̃′ + 0× i = G0 بەصورت را سیستم برشͬ
ذرۀ ͷی حرکت بخواهیم اگر ͬ شود. م مشخص G̃ پاسخ تابع با که ͷوالاستیͺویس شارۀ به بازگردیم
جایͽزین چیزی با باید Γ = 6πηa استوکس ثابت ضریب که کنیم توجه باید کنیم، بررسͬ را آن در آزمون
که ͬ شود م معلوم نیوتنͬ، شارۀ با تناظر از است. فرکانس به وابسته پیچیدۀ تابع ͷی وشͺسانͬ آن در که شود
ͬ شود م انجام بەصورتͬ جایͽزینͬ این شود. انجام η → η̃(ω) = G̃(ω)/(−iω) بەصورت باید جایͽزینͬ

ͬ دهیم: م قرار ،۵ حرکت معادلۀ در که

Γ̃(ω) = 6πa
G̃(ω)

−iω
.

دقیق مطالعۀ با واقع در دارد. بستگͬ Γ̃ به براونͬ ذرۀ افت وخیزهای قدرت طیف که ͬ شود م دیده ۱۱ رابطە ٔ از
G̃(ω) = G̃′(ω) + iG̃′′(ω) ،ͷوالاستیͺویس شارۀ مختلط پاسخ تابع ͬ توانیم م افت وخیزها قدرت طیف

آوریم. بەدست را

گسستەسازی تصادفͬ: ͷدینامی ۸ .۴

معادلۀ به باشد بی اهمیت اتلافͬ  جملۀ مقابل در اینرسͬ جملۀ که حدی در لانژون که معادلۀ ͬ شود م یادآوری
محاسبات مناسب که طوری کنیم، گسستەسازی را بیش میرا لانژون معادلۀ ͬ خواهیم م ͬ شود. م تبدیل بیش میرا

بͽیرید: نظر در را F (x) دلخواه خارجͬ نیروی حضور در بیش میرا لانژون معادلۀ باشد. کامپیوتری

ẋ = µF + µξ(t), ⟨ξ⟩ = 0, ⟨ξ(t)ξ(t′)⟩ = 2ΓkBTδ(t− t′).

η(t) = (1/
√
2ΓkBT )ξ(t)بەصورت را تصادفͬ نیروی uو = Γ−1F = µF ͬ کنیم م تعریف سهولت برای

ͬ شود: م زیر بەصورت لانژون معادلۀ سادەشدۀ شͺل جدید، متغیر های این گرفتن نظر در با ͬ کنیم. م بازتعریف

ẋ = u(x) +
√
2Dη(t), ⟨η⟩ = 0, ⟨η(t)η(t′)⟩ = δ(t− t′),

که شدەاند انتخاب بەصورتͬ جدید متغیر های است. پخش ضریب ،D = µkBT = kBT/Γ اینجا در  
است. شده خلاصه ،D پخش ضریب ͷی در نهایی معادلۀ تصادفͬ خواص

را پخش ضریب که است این منظورمان گرفت؟ نظر در مͺان به وابسته را پخش ضریب ͬ توان م آیا
ضریب مͺانͬ وابستگͬ عمل، در که کنید توجه بͽیریم. نظر در براونͬ ذرۀ لحظەای مͺان از تابعͬ بەصورت
وارد ͬ خواهیم نم اینجا شود. داده دو هر یا اصطͺاک ضریب یا دما مͺانͬ وابستگͬ طریق از ͬ تواند م پخش
ͬ تر عموم بحثمان اینکه برای و ریاضͬ مسئلۀ ͷی عنوان به ͬ خواهیم م شویم. موضوع این ͬͺفیزی جزئیات
بررسͬ باشد داشته مͺانͬ وابستگͬ D(x(t)) یعنͬ نویز، قدرت که حالتͬ برای را گسسته معادلات باشد،

ͬ شود. م گفته حالت به وابسته قدرت با نویز موضوع، این به کنیم.
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برای نیست. زمان از پیوسته تابعͬ η(t) که کنید توجه تصادفͬ. نیروی مفهوم و لانژون معادلۀ به بازگردیم
فواصل و تصادفͬ ͬ های بزرگ با ضربەها از نامتناهͬ سری ͷی بەصورت را آن ͬ توان م نویز، این مفهوم سازی
این غیر در باشد؛ کوتاه بسیار باید ضربه هر مدت زمان کرد. تصور متوالͬ رخدادهای میان تصادفͬ زمانͬ

گذاشت. خواهد اثر نویز همبستگͬ تابع در مدت زمان، این با متناظر همبستگͬ زمان ͷی صورت،
δt = tn+1− tn کوتاه زمانͬ بازۀ ͷی روی بر ͬ توان م را لانژون معادلۀ ایتو، دیفرانسیل حساب بر تکیه با
حالتͬ برای را گسستەسازی نتیجۀ ابتدا آید: بەدست عددی محاسبات برای مناسب شͺلͬ تا کرد گسستەسازی

بعدی): بخش در (جزئیات ͬ کنیم م ارائه است ثابت نویز قدرت که

xn+1 = xn + unδt+
√
2D

√
δt γn, ⟨γn⟩ = 0, ⟨γ2n⟩ = 1, (۱۲)

.un = u(xn) همچنین و است ͷی واریانس و صفر میانگین با تصادفͬ اعداد از مجموعەای γn آن در که
است کافͬ کنیم. حل δt اول مرتبۀ تقریب تا را لانژون معادلۀ عددی بەصورت ͬ دهد م اجازه بالا رابطۀ
این در کنیم. تولید شدەاند داده نشان {γ1, γ2, · · · } با که واحد واریانس با تصادفͬ اعداد از مجموعەای
یعنͬ بعدی، لحظەهای در متغیر مقادیر ،x1 برای اولیه معلوم مقدار ͷی از شروع و بالا روابط ͷکم با صورت

آمد. خواهند بەدست {x2, x3, · · · }
معادلەای ͬ توان م آیا که بیاید پیش سؤال این است ممͺن بͽیریم. نظر در را حالت به وابسته نویز مسالۀ 

نوشت: زیر شͺل به
ẋ = u(x) + g(x)η(t),

√
2D(x) = g(x).

«نویز به موسوم ترم از ابهام این است. تعریف در ابهام دچار معادلەای چنین که ͬ دانیم م ریاضͬ دیدگاه از
از مجموعەای بەصورت ͬ توان م را η(t) گفتیم، پیش تر که همان گونه ͬ شود. م ناشͬ g(x)η(t) ضربی»
بنابراین ͬ شود. م منتقل جدیدی مͺان به ذره ضربه، هر از پس که کنید توجه کرد. تفسیر تصادفͬ ضربەهای
مقدار شاید یا آن، از بعد یا گرفت پرش از قبل را g(x) مقدار باید کنیم؟ چه g(x) عبارت با که است این مسئله
نمود بیشتری وضوح با ͬ شویم م وارد گسستەسازی فرآیند جزئیات به که زمانͬ ابهام این پرش؟ طول در متوسط
متفاوت رویͺرد دو استراتونوویچ و ایتو است. ناقص موضوع این تعیین بدون تصادفͬ معادلۀ ͬ کند . م پیدا
(یا روش دو این جزئیات ͬ شود. م مطرح مساله مختلف دستۀ ۲ واقع در ͬ کنند. م ارائه ابهام این رفع برای
نتیجۀ اینجا در ولͬ شد، خواهد بیان بعدی بخش  در مساله) صورت برای مختلف بندی صورت ۲ دقیق تر

ͬ کنیم. م ذکر را نهایی
از استراتونوویچ مقابل، در ͬ شود. م ارزیابی g(xn) بەصورت و پرش از قبل نویز ترم ایتو، روش طبق
ساده ایتو روش عددی پیادەسازی .g(xn+1+xn

2
) ͬ کند: م استفاده نویز ترم محاسبۀ برای مͺان متوسط مقدار

است: زیر بەصورت گسسته معادلۀ ایتو، حالت برای است. ثابت D با حالت مشابه و است

xn+1 = xn + unδt+ gn
√
δt γn, ⟨γn⟩ = 0, ⟨γ2n⟩ = 1, I

نشان ͬ توان م تصادفͬ حساب تکنیͷ های از استفاده با است. متفاوت کمͬ وضعیت استراتونوویچ، حالت در
((1/2)∂xD(x)) اضافͬ رانش ترم ͷی که تفاوت این با است، ایتو حالت با معادل استراتونوویچ حالت که داد
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است: چنین گسسته معادلۀ بنابراین، ͬ شود. م افزوده آن به

xn+1 = xn +

(
un +

1

4
∂xg

2
nγ

2
n

)
δt+ gn

√
δt γn, ⟨γn⟩ = 0, ⟨γ2n⟩ = 1, S

شود: توجه .1
2
∂xD اضافͬ رانش ترم ͷی با اما است ایتو حالت مشابه استراتونوویچ حالت که است جالب

1

2
gg′ =

1

4
∂xg

2 =
1

4
∂x(2D).

حالت به که کرد تعریف ضربی نویز از جدید کلاس ͷی ͬ توان م استراتونوویچ، و ایتو حالت های از فراتر
ͬ شود م گرفته نظر در (

√
D(xn+1)) با برابر پرش از پس نویز مقدار حالت این در است. موسوم ایزوترمال

.(∂xD(x)) اضافͬ رانش ترم ͷی با اما است ایتو مسئلۀ ͷی معادل ایزوترمال حالت که داد نشان ͬ توان م .[۳]
است: زیر بەصورت گسسته معادلۀ

xn+1 = xn +

(
un +

1

2
∂xg

2
nγ

2
n

)
δt+ gn

√
δt γn, ⟨γn⟩ = 0, ⟨γ2n⟩ = 1, IT

گرفتن نظر در با داشت. ریاضͬ عواقب چه پخش ضریب برای مͺانͬ وابستگͬ که ͬ کنیم م اشاره نهایت در
کامل بەصورت ریاضͬ نظر از هنوز که هستیم مواجه لانژونͬ معادلۀ با پخش، ضریب برای مͺانͬ وابستگͬ
معادلۀ ͷی ریاضͬ نظر از مͺان، به وابسته نویز قدرت برای لانژون معادلۀ که است این نکته است. نشده تعریف
نسخەهای مسئله، صورت کردن کامل برای شود. افزوده آن به جزئیاتͬ باید آن شدن کامل برای و نیست کامل
نتایج به کدام هر و نیست برسند یͺسان جواب های به نسخەها این اینکه برای دلیلͬ دارد. وجود متعددی
استراتونوویچ (ایتو، نسخەها از کدام هر با متناظر لانژون معادلۀ جواب های که معنͬ این به ͬ رسند. م متفاوتͬ
ͬͺوفسͺاسمول و فوکر⁃پلانک تعینͬ معادلەهای حد در موضوع این داشت. خواهد متفاوتͬ خواص (... یا
بخش در گفتەشده بالا نسخەهای از کدام  هر برای ͬͺوفسͺاسمول معادلۀ شͺل ͬ شود. م دیده بەوضوح هم

ͬ شود. م آورده بعدی
فرآیندهای مناسب ͬ تواند م نسخەها این از ͷی کدام ،ͬͺفیزی نظر از که است وارد سؤال این نهایت در
مͺانͬ وابستگͬ که ͬ کنیم م یادآوری فقط نیستیم. سؤال این به دقیق پاسخ صدد در اینجا باشند؟ ͬͺفیزی واقعͬ
بسته که ͬ شود م داده نشان شود. داده اصطͺاک ضریب یا دما مͺانͬ وابستگͬ طریق از ͬ تواند م پخش ضریب
نظر مورد صحیح نسخه ،... یا استراتونوویچ ایتو، نسخەهای از ͬͺی پخش، ضریب مͺانͬ وابستگͬ منشأ به

است.

گسستەسازی* به مربوط جزئیات برخͬ ۹ .۴

را زیر لانژون معادلۀ ͬ دهیم. م ارائه را هستند نویز ترم های شامل که انتگرال هایی به مربوط جزئیات اینجا در
بͽیرید: نظر در

ẋ = u(x) + gη(t),
√
2D(x) = g(x) ⟨η(t)η(t′)⟩ = δ(t− t′).
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کرد: انتگرال گیری ͷکوچ بازۀ ͷی روی ثابت، g با را لانژون معادلۀ ͬ توان م چͽونه که ͬ دهیم م نشان ابتدا

∫ tn+1

tn

ẋdt′ =

∫ tn+1

tn

udt′ + g

∫ tn+1

tn

ηdt′ → xn+1 − xn = unδt+ g
√
δtγn,

کردەایم: تعریف آن در که

γn = (1/
√
δt)

∫ tn+1

tn

η(t′)dt′.

از که ͬ کند نم فرقͬ و است خوش رفتار ͷکوچ بازۀ ͷی روی آن انتگرال است، پیوسته تابع ͷی u که آنجا از
طول در ما اصلͬ چالش های به منجر امر همین که نیست، پیوسته η(t) نویز تابع اما .un+1 یا کنیم استفاده un
انتگرال گیری ثانیاً، هستند. صفر میانگین با گسسته اعدادی γnها که کنید توجه ابتدا ͬ شود. م انتگرال گیری

که: ͬ دهد م نشان مستقیم

⟨γ2n⟩ =
1

δt

∫ tn+1

tn

∫ tn+1

tn

⟨η(t′)η(t′′)⟩dt′dt′′ = 1, ⟨γn⟩ = 0.

∫ tn+1

tn
η(t′)dt′ ∼ که ͬ دهد م نشان این است؛ O(1) مرتبۀ از عددی γn که ͬ کنیم م مشاهده اینجا در

.O(
√
δt)

زیر بەصورت Wiener Process وینر فرایند است. پیوسته تابع ͷی آن انتگرال اما نیست پیوسته نویز
ͬ شود: م تعریف

W (t) =

∫ t

0

dt′η(t′) =

∫
dW,

هیچ در اما پیوسته جا همه در W (t) است؛ گاوسͬ توزیع و مستقل گام های با تصادفͬ فرایند ͷی وینر فرایند
نوشت: زیر بەصورت را آن ͬ توان م ͷکوچ بازۀ ͷی برای نیست. مشتق پذیر ∫جا tn+1

tn

dt′η(t′) =

∫
dW = (Wn+1 −Wn) =

√
δtγn,

نظر در
√

2D(x) = g(x) حالت به وابسته پخش ضریب با را لانژون معادلۀ از انتگرال گیری اکنون
ͬ گیریم: م

xn+1 − xn = unδt+

∫ tn+1

tn

g(x(t′))η(t′)dt′, (۱۳)

در ببریم. پیش را غیرپیوسته نویز تابع ͷی روی انتگرال گیری ͬ توانیم م حد چه تا ببینیم ͬ کنیم م تلاش حال
ͬ دهیم: م بسط انتگرال، زیر عبارت

g(x(t′)) = g(xn + (x(t′)− xn)) = g(xn) + (x(t′)− xn)g
′(xn) + · · · ,

۲۵



آنگاه: ͬ کنیم، م استفاده g′n = (d/dx)g(xn) و gn = g(xn) نمادهای ∫از
g(x(t′))η(t′)dt′ = gn

√
δtγn + g′n

∫
(x(t′)− xn)η(t

′)dt′ + · · · ,

داشت: خواهیم قبلͬ رابطۀ در جایͽذاری با

xn+1 − xn = unδt+ gn
√
δtγn + g′n

∫ tn+1

tn

(x(t′)− xn)η(t
′)dt′,

زمان های برای که داریم توجه آن، از پیش کنیم. استفاده انتگرالͬ معادلۀ این حل برای تکرار روش از ͬ توانیم م
نوشت: ͬ توان م پس tn < t′ < tn+1 داریم: معادله در شده ظاهر

x(t′)− xn = un(t
′ − tn) + gn

∫ t′

tn

η(t′′)dt′′ + · · ·

ͬ داریم: م نگه را ترم ها بزرگ ترین و کرده تکرار اکنون

xn+1 − xn = unδt+ gn
√
δtγn + gng

′
n

∫ tn+1

tn

η(t′)dt′
∫ t′

tn

dt′′η(t′′) + · · ·

شویم: مواجه زیر انتگرال با باید ادامه، برای

I =

∫ tn+1

tn

η(t′)dt′
∫ t′

tn

dt′′η(t′′) =

∫ tn+1

tn

dt′η(t′)
√
t′ − tnγn = γn

∫ tn+1

tn

dt′η(t′)
√
t′ − tn,

برای است. نشده تعریف فوق انتگرال مشابه انتگرالͬ کردیم، تعریف که نویز تابع ͬ های ویژگ به توجه با
از: عبارتند متفاوت انتخاب سه کنیم. اضافه مسئله به جدیدی اطلاعات داریم نیاز بیشتر، پیشروی

∫ tn+1

tn

dt′η(t′)f(t′) =


f(xn)

√
δtγn I

f(xn+xn+1

2
)
√
δtγn S

f(xn+1)
√
δtγn IT,

(۱۴)

مشخص (Isotherⅿaⅼ) ایزوترمال و (Stratonoviⅽh) استراتونوویچ (Ito)، ایتو انتخاب سه آن در که
ͬ شود: م داده زیر بەصورت I انتگرال صورت این در شدەاند.

I =


0 I
1
2
γ2nδt S

γ2nδt IT.

۲۶



داشت: خواهیم موارد همۀ جمع بندی با حال

xn+1 − xn = (un + αγ2ngng
′
n)δt+ gn

√
δtγn,

است. ایزوترمال حالت های برای α = 1 و استراتونوویچ برای α = 1/2 ایتو، حالت برای α = 0 آن در که
تصادفͬ دیفرانسیل معادلۀ ͷی از انتگرال گیری برای Milstein scheme میلشتاین روش آخر، معادلۀ این

است.
معادله مانند انگاری ساده کمͬ با را نویز انتگرال ͬ توانستیم م هم ابتدا همان از که کنید توجه نهایت، در

بنویسیم: ۱۳

∫ tn+1

tn

g(x(t′))η(t′)dt′ =


gn
√
δtγn I

g(xn+xn+1

2
)
√
δtγn S

gn+1

√
δtγn IT,

(۱۵)

است: زیر رابطۀ ایتو روش در مهم خاصیت ͷی ͬ رساند. م قبلͬ نتایج همان به را ما سرعت با نیز کار این که

⟨
∫ tn+1

tn

g(x(t′))η(t′)dt′⟩ =
√
δt⟨gnγn⟩ = 0, I.

و ندارد همبستگͬ γn با هم آن و دارد بستگͬ γn−1 به gn بالا، رابطۀ در که ͬ شود م ناشͬ آنجا از موضوع این
روش در ندارد. وجود استراتونوویچ روش برای بالا رابطۀ مشابه رابطەای ͬ شود. م صفر میانگین گیری نتیجۀ
ͬ شود نم صفر آن میانگین نتیجه در دارد. بستگͬ γn به هم آن که ͬ شود م وارد g(xn+xn+1

2
) تابع استراتونوویچ،

شود. محاسبه آن مقدار دقت با باید شرایط به بسته و
ͬ شوند: م داده نمایش زیر نمادهای با معمولا˟ استراتونوویچ و ایتو انتگرال گیری قراردادهای

∫ t

0

g(x(t′))η(t′)dt′ =


∫ t

0
g · dW = lim∆t→0

∑N
k=0 g(xk)[W (tk +∆t)−W (tk)], I∫ t

0
g ◦ dW = lim∆t→0

∑N
k=0 g(

xk+1+xk

2
)[W (tk +∆t)−W (tk)], S

ͬ شود: م تعریف زیر بەصورت وینر فرایند همچنین و t = N∆t آن در که

W (t) =

∫ t

0

dt′η(t′) =

∫
dW.

ͬ نویسیم: م زیر بەصورت را ایتو روش در صفر میانگین خاصیت

⟨
∫ t

0

g · dW ⟩ = 0.
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ایتو* لم ۱۰ .۴

تصادفͬ متغیر بͽیرید. نظر در را تصادفͬ متغیر آن از f(x(t)) دلخواه تابع ͷی و x(t) تصادفͬ متغیر ͷی
ͬ یابد: م تحول زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادلۀ طبق x(t)

ẋ = u(x) + g(x)η(t), g =
√
2D ⟨η(t)η(t′)⟩ = δ(t− t′).

صدق آن در f(x) که است تصادفͬ دیفرانسیل معادلۀ استخراج ما هدف است. سفید نویز ͷی η(t) آن در که
ضرب ẋ تصادفͬ متغیر در f ′ تابع آن در که ،ḟ = f ′ẋ زنجیرەای، قاعدۀ اساس بر ساده تصویر ͷی ͬ کند. م
این شویم. مواجه داشتیم، ضربی نویز برای قبلا́ آنچه مشابه ابهامͬ با است ممͺن که ͬ دهد م پیشنهاد شده،
برای حال، این با دارد. بستگͬ x به f ′ وابستگͬ به و ͬ شود نم ناشͬ x به g صریح وابستگͬ از صرفاً ابهام

ͬ شود. م گرفته نظر در نیز g(x) برای مͺانͬ وابستگͬ ادامه در موضوع، شدن ͬ تر عموم
ͬ کنیم: م شروع x برای گسسته قوانین با جزئیات، به ورود xn+1برای = xn + unδt+ g(xn)γn

√
δt, I,

xn+1 = xn + unδt+ g(xn+1+xn

2
)γn

√
δt, S,

(۱۶)

ͬ کنیم: م شروع متقارن رابطۀ ͷی با ،f برای گسسته معادلات استخراج برای

fn+1 = fn + f ′(
xn+1 + xn

2
)(xn+1 − xn). (۱۷)

هم متقارن غیر های صورت با و نیست بالا گسسته رابطە نوشتن در ابهامͬ هیچ مرحله این در کنید توجه
داشت: خواهیم (استراتونوویچ)، S مورد برای کنیم. شروع ͬ توانستیم م

fn+1 = fn + f ′(
xn+1 + xn

2
)

(
u(
xn+1 + xn

2
)δt+ g(

xn+1 + xn
2

)γn
√
δt

)
, S (۱۸)

صرفاً ما ندارد. چندانͬ اهمیت دیͽری نقطۀ هر یا میانͬ نقطۀ در آن محاسبۀ ،u برای که باشید داشته توجه
ͬ نویسیم: م فشردەتر شͺلͬ به را فوق معادلۀ

df =
∂f

∂x
◦ dx, S

آن در که است سازی گسسته با متناظر شده، مشخص دایره علامت با که استراتونویچ ضرب دیͽر، بیان به
استراتونویچ ضرب خواستیم اگر است: این دقیق ترش ͬ شوند. م محاسبه بازه میان در و متقارن بصورت کمیات

ͬ کنیم: م محاسبه متقارن بصورت و میانͬ مقدار در را آنها کنیم، سازی گسسته را A ◦B تابع دو

A ◦B → A(
xn+1 + xn

2
)B(

xn+1 + xn
2

).

،∂tg ̸= 0 که وقتͬ یعنͬ ،g زمانͬ صریح وابستگͬ با ͬ تر کل حالت برای فوق نتیجۀ که کنید توجه همچنین
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ͬ شود: م داده تعمیم زیر بەصورت

df

dt
=
∂f

∂x
◦ dx
dt

+ ∂tf, S

ͬ کند. م حفظ را زنجیرەای قاعدۀ رسمͬ ساختار S مورد که است جالب
که: داریم توجه (ایتو)، I حالت برای معادله استخراج برای

f ′(
xn+1 + xn

2
) = f ′(xn +

xn+1 − xn
2

) = f ′
n + f ′′

n × xn+1 − xn
2

+ · · ·

داشت: خواهیم ۱۷ معادله از سپس

fn+1 = fn + (f ′
n + f ′′

n × xn+1 − xn
2

)(xn+1 − xn),

ͬ آوریم: م بەدست ،I حالت به مربوط اطلاعات کردن وارد با

fn+1 = fn + f ′
n(unδt+ gnγn

√
δt) +

1

2
f ′′
ng

2
nγ

2
nδt, I, (۱۹)

ͬ کنیم: م استفاده فوق نتیجۀ بیان برای ساده نمادگذاری ͷی از معمولا˟ ما

df =
∂f

∂x
· dx+ 1

2
g2f ′′dt, I.

کنیم، سازی گسسته را آن خواستیم اگر و است شده تعریف A ·B بصورت و نقطه نماد با تابع دو ایتو ضرب
ͬ کنیم: م محاسبه آغازین مقدار در را آنها

A · B → A(xn)B(xn).

داده تعمیم زیر بەصورت ،∂tg ̸= 0 که وقتͬ یعنͬ ،g زمانͬ صریح وابستگͬ با ͬ تر کل حالت برای فوق نتیجۀ
ͬ شود: م

df

dt
=
∂f

∂x
· dx
dt

+
1

2
g2f ′′ + ∂tf, I.

تفاوت که شد مشخص مورد آن در کرده بودیم. بحث g′(x) ̸= 0 حالت مورد در این از پیش ما بیشتر: بحث
به ͬ تواند م آن ها از ͷی هر که معنͬ این به دارد، وجود (S) استراتونوویچ و (I) ایتو دستورالعمل های بین واقعͬ
وابستگͬ کردن وارد با آنجا .(۱۶ معادلات به کنید (رجوع شود منجر x(t) برای متفاوت نتایج با راەحل هایی
استراتونوویچ، و ایتو نسخەهای نداشت. کاملͬ تعریف ریاضͬ لحاظ به هنوز مسئله ،g(x) تابع برای مͺانͬ

ͬ رسیدند. م هم متفاوتͬ نتایج به نهایتاً که بودند مسئله صورت کردن کامل برای متفاوتͬ پیشنهادهای
برای متفاوت گسستۀ دستورالعمل دو است. دیͽری چیز موضوع f(x) تابع مͺانͬ وابستگͬ مورد در
در دستورالعمل دو هر حال، این با .(۱۸ و ۱۹ (روابط دارد وجود f(x(t)) تابع زمانͬ وابستگͬ ارزیابی
ͷی شد اشاره آن به ابتدا از که f(x) معادلۀ تعیین در ابهام دیͽر، عبارت به بدهند. یͺسانͬ نتیجۀ باید نهایت
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برسند. نتیجه ͷی به باید روش دو هر و نیست واقعͬ ابهام
ولͬ ͬ دهند م ∂xf × dx محاسبۀ و گسستەسازی برای مختلف روش دو استراتونوویچ و ایتو دیͽر: بار

ͬ شوند. م برابر هم با عملا شدەاند، ارایه df/dt محاسبۀ برای که نهایی نتایج
است: شده جمع زیر رابطۀ در نمادین بەصورت بالا موضوعات خلاصۀ

S = I + ⅾrift = I + 1

2
g2f ′′,

شدەاند: تعریف زیر بەصورت استراتونوویچ و ایتو حاصل ضرب های آن در که

S =
∂f

∂x
◦ dx
dt
, I = ∂f

∂x
· dx
dt
.

ͬͺوفسͺاسمول فوکر⁃پلانک، کرامرز، معادلەها ی ۵

و پخش پدیدۀ آن، مقابل در ͬ دهد. م ارائه براونͬ حرکت برای ͷوپیͺروسͺمی توصیف ͷی لانژون معادلۀ
در پدیدەشناختͬ بەصورت قبلͬ قسمت های در ͬ کند. م ارائه بزرگ مقیاس توصیف ͷی ذرات چͽالͬ مشاهدۀ
مͺان آزادی درجات به توجه با کردیم. صحبت ͬ کند م صدق آن در احتمال چͽالͬ تابع که پخش معادلۀ مورد
احتمال چͽالͬ تابع Φ(x, p, t) مثلا́ کرد. تعریف احتمال چͽالͬ توابع از مختلفͬ انواع ͬ توان م ذره تکانۀ و
که است این احتمال چͽالͬ تابع Ψ(p, t) باشد. x مͺان و p تکانۀ دارای t لحظۀ در براونͬ ذرە ٔ که است این
براونͬ ذرە ٔ که است این احتمال چͽالͬ تابع C (x, t) همچنین باشد. p تکانۀ دارای t لحظۀ در براونͬ ذرە ٔ
در توزیع توابع که معادلاتͬ و لانژون تصادفͬ معادلە ٔ بین ͬͺبەی ͷی ارتباط باشد. x مͺان دارای t لحظۀ در
بەدست را احتمال توابع تحولͬ معادلات و کرد شروع لانژون معادلۀ از ͬ توان م دارد. وجود ͬ کنند م صدق آنها
از رسیدن یعنͬ موضوع، این عکس البته است. امͺان پذیر کار این چͽونه ͬ دهیم م نشان قسمت این در آورد.
هدف دوم موضوع این است. امͺان پذیر هم لانژون معادلۀ تصادفͬ توصیف به توزیع تابع احتمالͬ توصیف

نیست. ما بحث

کرامرز ۱ .۵

نیروهای این، بر علاوە است. غوطەور Γ اصطͺاک ضریب با و  شاره ͷی در که بͽیرید نظر در را ذرەای
این حرکت برای لانژون معادلۀ ͬ شود. م وارد آن به نیز آب مولͺول های تصادفͬ برخورد های از ناشͬ تصادفͬ

ͬ نویسیم: م زیر بەصورت را ذره
(۲۰)

ṗ = − Γ

m
p− ∂H

∂x
+ξ = −Γ

∂H

∂p
− ∂H

∂x
+ξ, ⟨ξ(t)⟩ = 0, ⟨ξ(t)ξ(t′)⟩ = 2ΓkBTδ(t−t′).

چͽالͬ تابع است. خارجͬ پتانسیل و جنبشͬ انرژی شامل ،H (x, p) = p2/2m+U(x) ذره این هامیلتونͬ
بەدست زیر رابطۀ از تعریف طبق توزیع تابع این ͬ دهیم. م نشان Φ(x, p, t) با را فاز فضای در ذره این احتمال

ͬ آید: م
Φ(x, p, t|x0, p0, 0) = ⟨δ(x− x(t))δ(p− p(t))⟩|x(0)=x0, p(0)=p0 .

۳۰



احتمال چͽالͬ تابع و شده وارد مربوطه نمادگذاری و تعریف در صریح بەصورت اولیه شرایط بالا رابطۀ در
در بودن احتمال چͽالͬ تابع Φ است. شده گرفته نظر در اولیه) (شرط شرطͬ احتمال تابع ͷی بەصورت Φ
لحظۀ در باشد. بوده (x0, p0) نقطۀ در اول لحظۀ در که شرطͬ به است، فاز فضای (x, p) خاص نقطۀ ͷی
و باشد داشته قرار فاز فضای در حرکت مسیر روی که باشد داشته ͬ تواند م مͺانͬ و تکانە فقط ذره t دلخواه

ͬ شود. م انجام نویز تابع روی میانگین
احتمال با است برابر باشد فاز فضای از دلخواه و مشخص نقطۀ ͷی در t+ δt لحظۀ در ذره اینکه احتمال
نقطه آن از گذار احتمال ضرب در بوده فاز فضای از دیͽری نقطۀ هر در t لحظۀ در یعنͬ قبل تر، لحظۀ در اینکه

دلخواه: نقطۀ تا

Φ(x, p, t+ δt|x0, p0, 0) =
∫
dx′

∫
dp′Φ(x, p, t+ δt|x′, p′, t)Φ(x′, p′, t|x0, p0, 0). (۲۱)

نظر از که آنهایی میانͬ، نقاط تمامͬ روی ͬ کند. م عبور x′ میانͬ نقطۀ از x تا x0 نقطۀ از گذار در ذره واقع در
صادق هم میانͬ تکانەهای روی انتگرال مورد در بحث همین است. شده بسته جمع است، امͺان پذیر زمانͬ

است.
با: است برابر δt ͷکوچ بی نهایت زمان در گذار احتمال قبلͬ، تعریف طبق

Φ(x, p, t+ δt|x′, p′, t) = ⟨δ(x− x(t+ δt))δ(p− p(t+ δt))⟩|x(t)=x′, p(t)=p′ . (۲۲)

کرده: بازنویسͬ زیر بەصورت را فاز فضای در حرکت معادلات ͬ کنیم م سعͬ بالا، احتمال محاسبۀ برای

ṗ = −Γ
∂H

∂p
− ∂H

∂x
+ ξ, ẋ =

∂H

∂p
,

کنیم: بازنویسͬ زمانͬ ͷکوچ بی نهایت بازۀ ͷی برای حرکت معادلات +p(tسپس δt) = p′ + δt(−Γ∂H
∂p

− ∂H
∂x

) +
∫ t+δt

t
dt1ξ(t1),

x(t+ δt) = x′ + δt∂H
∂p
,

زیرند:   بەصورت نیاز مورد دیراک دلتای توابع اکنون

δ(p− p(t+ δt)) = δ
(
p− p′ − δt(−Γ∂H

∂p
− ∂H

∂x
)−

∫ t+δt

t
dt1ξ(t1)

)
δ(x− x(t+ δt)) = δ

(
x− x′ − δt∂H

∂p

)
,

ͬ داریم: م نگاه را صفر غیر جملات اولین و ͬ دهیم م تیلور بسط δt با متناسب ͷکوچ کمیات حسب بر را آنها
(۲۳)

δ(p− p(t+ δt)) =

(
1 + δt(−Γ

∂H

∂p
− ∂H

∂x
)∂p′ +W∂p′ +

1

2
W 2∂2p′ + · · ·

)
δ(p− p′)

۳۱



که: کنید توجه .W =
∫ t+δt

t
ξ(t1)dt1 آن در که

⟨W ⟩ = 0, ⟨W 2⟩ =
∫ t+δt

t

∫ t+δt

t

dt1dt2⟨ξ(t1)ξ(t2)⟩ = 2ΓkBTδt.

داریم: هم را زیر تیلور بسط همچنین

δ(x− x(t+ δt)) =

(
1 + δt

∂H

∂p
∂x′ + · · ·

)
δ(x− x′) (۲۴)

انجام هم را زمانͬ میانگین گیری و داده قرار ۲۲ رابطۀ در را ۲۴ و ۲۳ روابط یعنͬ اخیر، رابطۀ دو صورت این به
ͬ شود: م زیر بەصورت ͷکوچ بی نهایت گذار احتمال صورت این به ͬ دهیم. م

Φ(x, p, t+ δt|x′, p′, t) =
(
1 + δt[∂pH ∂x′ − (Γ∂pH + ∂xH )∂p′ + ΓkBT∂

2
p′ ]
)

× δ(x− x′)δ(p− p′),

حد نهایت در و گرفته جزءبەجزء روش با را تکانه و مͺان روی انتگرال و داده قرار ۲۱ رابطۀ در را بالا نتیجۀ
توزیع تابع ͬ کند. م صدق آن در توزیع تابع که ͬ شود م دیفرانسیلͬ معادلۀ نهایی نتیجۀ ͬ گیریم. م را δt → 0

ͬ کند: م صدق است موسوم کرامرز معادلۀ به که معادلەای در

∂

∂t
Φ(x, p, t) +

∂

∂x

(
∂H

∂p
Φ

)
+

∂

∂p

(
−∂H
∂x

Φ

)
= ΓkBT

∂

∂p

(
1

kBT

∂H

∂p
+

∂

∂p

)
Φ

= − ∂

∂p
jfⅾ, (۲۵)

اصطͺاک و تصادفͬ نیروهای از که صورتͬ در که کنید توجه .jfⅾ = −Γ
(

∂H
∂p

+ kBT
∂
∂p

)
Φ آن در که

بولتزمان، معادلۀ است. بولتزمان معادلۀ شبیه بسیار اخیر، معادلۀ ،jfⅾ = 0 حد در یعنͬ کنیم، صرف نظر
که است این موضوع ͬ کند. م صدق آن در برهمͺنشͬ سامانۀ ͷی در تک ذرەای توزیع تابع که است معادلەای
خود به خاصͬ شͺل بالا، رابطۀ راست سوی ͬ شود، م ظاهر بولتزمان معادلۀ در که برخورد انتگرال اینجا در

است. گرفته
این ندارد. زمان وارونͬ تقارن توزیع تابع توصیف کنندۀ معادلۀ اصطͺاک، و تصادفͬ نیروهای حضور در
که طولانͬ زمان های در دهد. نشان را اطرافش محیط با براونͬ ذرۀ رسیدن تعادل به نحوۀ تا است قادر معادله

ͬ شود: م زیر شͺل به تعادلͬ توزیع تابع ͬ رسد م تعادل به سامانه

∂tΦeq = 0 −→ Φeq = Z−1e−H /kBT .

فوکر⁃پلانک ۲ .۵

صدق رابطەای چه در توزیع تابع این ͷدینامی بͽیرید. نظر در را Ψ(p, t) تکانه توزیع تابع و براونͬ ذرۀ همان
مͺان به و ثابت f = −∂H

∂x
آن در که خاصͬ حالت برای ،Ψ(p, t) =

∫
dxΦ(x, p, t) که آنجا از ͬ کند؟ م

بەصورت فوکر⁃پلانک معادلۀ تا بͽیریم انتگرال مͺان به نسبت کرامرز معادلۀ طرفین از ͬ توانیم م ندارد، بستگͬ

۳۲



آید: بەدست زیر

∂

∂t
Ψ(p, t) +

∂

∂p

(
−∂H
∂x

Ψ− Γ
∂H

∂p
Ψ− ΓkBT

∂

∂p
Ψ

)
= 0, (۲۶)

یعنͬ کنید. استخراج آمد بەدست کرامرز معادلۀ که روشͬ همان با و ابتدا از را فوکر⁃پلانک معادلۀ کنید سعͬ
نیست مͺان به وابسته خارجͬ نیروی که حدی در تکانه تحول معادلۀ ،Ψ(p, t) = ⟨δ(p− p(t))⟩ دهید قرار
پیش مشͺلͬ چه است وابسته مͺان به نیرو که حالتͬ برای ͬ دانید م آیا کنید. تکرار را قبلͬ روش و نوشته را
قسمت در آورد؟ بەدست توزیع تابع برای زمانͬ اول مرتبۀ و   ساده معادلۀ ͷی ͬ توان نم مورد این در چرا ͬ آید؟ م

است. روشنگر آنجا توضیحات ͬ شود. م آورده نیز پاسخش و ͬ شود م پرسیده مشابه سؤالͬ بعدی

ͬͺوفسͺاسمول ۳ .۵

چه در توزیع تابع این ͷدینامی است. نظر مورد C (x, t) مͺان توزیع تابع این بار براونͬ، ذرۀ همان باز
با که است آن از سخت تر کار مورد این در .C (x, t) =

∫
dpΦ(x, p, t) که ͬ دانیم م ͬ کند؟ م صدق رابطەای

مستقیماً یͷ بار مشͺل، دیدن برای آید. بەدست تحولͬ معادلۀ سهولت به کرامرز معادلۀ طرفین از انتگرال گیری
ͬ گیریم، م انتگرال تکانه متغیر روی تکانه، در آن طرفین ضرب با ابتدا دیͽری بار و کرامرز معادلۀ طرفین از

داشت: خواهیم

∂tC +
∂

∂x
⟨ p
m
⟩ = 0

∂t⟨p⟩+ ∂x⟨
p2

m
⟩+ ∂xH C = − Γ

m
⟨p⟩, (۲۷)

زمانͬ اول مرتبۀ دیفرانسیل معادلۀ ͷی ͬ توان نم کار این با که است واضح .⟨pm⟩ =
∫
dpΦpm آن در که

و دارد حافظه براونͬ ذرۀ اینرسͬ، حضور در که ͬ شود م مربوط این به مسئله آورد. بەدست C توزیع تابع برای
صدق انتگرالͬ) معادلات (مثلا́ پیچیدەتری معادلات در قاعدتاً و نیست مارکوفͬ ذره آن مͺان متغیر ͷدینامی
صورت هر در فاز فضای متغیر های مͺان، متغیر نبودن مارکوفͬ ͬ رغم عل که کنید توجه است جالب ͬ کند. م
کرد. مارکوفͬ ͬ توان م بیشتر، آزادی درجات افزودن با را غیرمارکوفͬ سامانۀ ͷی واقع در هستند. مارکوفͬ
حافظەای اثر های فوق میرا، حد در ͬ شود. م ساده مسئله حد ͷی در مͺان، غیرمارکوفͬ آزادی درجۀ به بازگردیم
توزیع تابع برای ͷی درجۀ معادلۀ ͷی ͬ توان م حد این در است. سادەتر کار و شده مارکوفͬ سامانه و نداریم
تکانه، اول توان میانگین دوم، رابطۀ مطابق ،Γ/m→ ∞ ناچیز اینرسͬ و زیاد اصطͺاک حد در آورد. بەدست
فرض اگر .∂t⟨p⟩ → 0 دهیم: قرار تقریباً ͬ توانیم م شرایط این در رسید. خواهد ͬ اش تعادل مقدار به بەسرعت

باشد: داشته زیر فرم به رابطەای احتمال تابع حالت این در کنیم

Φ(x, p) = C (x)e
− p2

2mkBT

۳۳



معادلۀ صورت، این در .⟨p2
m
⟩ ∼ kBTC دهیم: قرار تقریب به هم را تکانه دوم توان میانگین ͬ توانیم م

ͬ شود: م زیر بەصورت مͺان توزیع تابع به مربوط فوکر⁃پلانک یا ͬͺوفسͺاسمول

∂

∂t
C (x, t) +

∂

∂x

(
− 1

Γ

∂U

∂x
C (x, t)− kBT

Γ

∂

∂x
C (x, t)

)
= 0. (۲۸)

بەدست بیش میرا معادلۀ از شروع با و مستقیم بەصورت را اخیر معادلۀ ͬ توانیم م آموزنده، مثال ͷی عنوان به
است: زیر بەصورت بیش میرا حد در لانژون معادلۀ آوریم.

ẋ = −Γ−1∂xU + Γ−1ξ.

با: است برابر تعریف طبق احتمال چͽالͬ تابع

C (x, t|x0, t0) = ⟨δ(x− x(t))⟩|x(0)=x0 ,

داریم: مارکوفͬ شرط مطابق و

C (x, t+ δt|x0, t0) =
∫
dx′C (x, t+ δt|x′, t)C (x′, t|x0, t0)

ͬ نویسیم: م قبلͬ تعریف طبق

C (x, t+ δt|x′, t) = ⟨δ(x− x(t+ δt))⟩|x(t)=x′

ͬ شود: م بیش میرا حرکت معادلۀ گسستۀ شͺل

x(t+ δt) = x′ − δtΓ−1∂xU + Γ−1W,

ͬ دهیم: م تیلور بسط ͷکوچ بسیار δt برای را نیاز مورد تابع اکنون

δ(x− x(t+ δt)) =

(
1− δtΓ−1∂xU∂x′ + Γ−1W∂x′ +

1

2
Γ−1W 2∂2x′ + · · ·

)
δ(x− x′),

انتگرال های محاسبۀ و بالا روابط در نتیجه این جایͽذاری با بود. شده تعریف Wقبلا́ =
∫
dt1ξ(t1) آن در که

ͬ رسیم: م زیر رابطۀ به جزءبەجزء روش با مͺانͬ

C (x, t+ δt|x0, t0) = C (x, t|x0, t0) + δtΓ−1∂x (∂xUC + kBT∂xC ) ,

بود: آمده بەدست این از پیش که است ͬͺوفسͺاسمول دیفرانسیل معادلۀ همان این δt→ 0 حد در

∂tC = Γ−1∂x (∂xUC + kBT∂xC ) ,

۳۴



کارمان باشند، مͺان به وابسته کمیات این اگر آمد. بەدست T و Γ بودن ثابت فرض با بالا محاسبات
معادلۀ بخش در و این از پیش که است مͺان به وابسته پخش ضریب با متناظر حالت ها این است. سخت تر
محاسباتͬ تکرار با ͬ شود. م وارد بیش میرا معادلۀ گسستۀ شͺل در اساسͬ تغییر واقع در شد. بحث لانژون
بەدست لانژون معادلۀ برای ͬͺوفسͺاسمول و ایتو نسخەهای با متناظر ͬͺوفسͺاسمول معادلات شͺل بالا، شبیه
برحسب را لانژون معادلۀ دهید اجازه نتایج ارائۀ برای ͬ شود. م اکتفا نهایی نتایج به تنها آنجا آمد؟ خواهد

کنیم: بازنویسͬ زیر متداول بەصورت و پخش ضریب

ẋ = u(x) + g(x)η(t),
√
2D(x) = g(x), u = −Γ−1∂xU, ⟨η(t)η(t′)⟩ = δ(t− t′).

ͬ شوند: م زیر بەصورت مختلف نسخەهای در مربوطه ͬͺوفسͺاسمول معادلۀ

∂tC + ∂x (uC −D∂xC ) = 0, uniforⅿ Ⅾ

∂tC + ∂x (uC − ∂x(DC )) = 0, I

∂tC + ∂x

(
(u+

1

2
∂xD)C − ∂x(DC )

)
= 0, S

∂tC + ∂x ((u+ ∂xD)C − ∂x(DC )) = 0, IT (۲۹)

ایتو لم :ͬͺوفسͺاسمول معادلۀ ۶

بصورت توزیع تابع که کنیم توجه است. توزیع تابع محاسبۀ برای جایͽزین روشͬ شد، گفته پیشتر که ایتو لم
ͬ شود: م تعریف زیر

C (x, t) = ⟨δ(x− x(t))⟩ = ⟨ρ(x(t))⟩, ρ(x(t)) = δ(x− x(t)),

کنیم: محاسبه ایتو روش با را ρ(x(t)) تابع تغییرات اکنون

dρ =
∂ρ

∂x(t)
· dx+ 1

2
g2t γ

2
t

∂2ρ

∂x(t)2
dt

= −∂ρ
∂x

· dx+ 1

2
g2t γ

2
t

∂2ρ

∂x2
dt, (۳۰)

داریم. dx برای انتخاب دو محاسبه ادامه برای اکنون است. شده استفاده ∂x(t)ρ = −∂xρ اتحاد از آن در که
به و است آن از مستقل dx انتخاب بود، ایتو dρ محاسبە برای انتخابمان بالاتر استراتونویچ. یا ایتو انتخاب

است: صورت این به ایتو انتخاب ͬ دهیم. م ادامه ایتو با حال این با باشد. ͬ تواند م صورتͬ هر

dx = utdt+ gtγt
√
dt. (۳۱)

۳۵



ͬ شود: م محاسبه ادامه انتخاب، این با

dρ = −∂ρ
∂x

· (utdt+ gtγt
√
dt) +

1

2
g2t γ

2
t

∂2ρ

∂x2
dt,

داریم: چپ سمت برای بͽیریم. را بالا رابطه طرفین میانگین

⟨dρ⟩ = ⟨δ(x− x(t+ dt))− δ(x− x(t))⟩ = ∂tC dt,

بنویسیم: زیر بصورت را راست سمت جملات

−⟨∂ρ
∂x
ut⟩dt = − ∂

∂x
⟨δ(x− xt)ut⟩dt = − ∂

∂x
(⟨δ(x− xt)⟩u(x))dt = −∂x(C u)dt,

⟨∂ρ
∂x
gtγt⟩

√
dt =

∂

∂x
⟨δ(x− xt)gtγt⟩

√
dt =

∂

∂x
⟨δ(x− xt)gt⟩⟨γt⟩

√
dt = 0,

وابستەاند. γt−dt به آنها هستند. مستقل γt از gt و xt که کنید توجه

⟨∂
2ρ

∂x2
g2t γ

2
t ⟩dt =

∂2

∂x2
⟨δ(x− xt)g

2
t ⟩⟨γ2t ⟩dt = ∂2x(C g

2)dt,

به: ͬ رسیم م بالا نتایج ترکیب با

∂tC + ∂x (uC − ∂x(D(x)C )) = 0, D =
1

2
g2, I. (۳۲)

داشته نگاه را ۳۰ رابطە در ایتو انتخاب کنیم. دنبال استراتونوویچ حساب با را محاسبات است آموزنده حال
ͬ کنیم: م جایͽزین زیر بصورت استراتونویچ رابطه با را ۳۱ رابطه در ایتو انتخاب و

dx = (ut +
1

4
∂xg

2
t γ

2
t )dt+ gtγt

√
dt. (۳۳)

انتخاب، این با

dρ = −∂ρ
∂x

· ((ut +
1

4
∂xg

2
t γ

2
t )dt+ gtγt

√
dt) +

1

2
g2t γ

2
t

∂2ρ

∂x2
dt,

رسید. خواهیم استراتونوویچ ͬͺوفسͺاسمول معادله به قبل، شبیه محاسباتͬ تکرار و طرفین، میانگین محاسبه با
ͬ شود: م ͬͺوفسͺاسمول معادلە برای نهایی نتیجەی

∂tC + ∂x

(
uC − 1

2
(∂xD)C −D(x)∂xC

)
= 0, D =

1

2
g2, S. (۳۴)

بودند. شده آورده ۲۹ روابط در دیͽری روش با قبلا که هستند همان ها ( ۳۴ و ۳۲ (روابط نتایج این
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مسیر انتگرال نمایش براونͬ: حرکت ۷

فوکر⁃ و لانژون روش دو اینجا تا دارد. وجود براونͬ حرکت بررسͬ برای هم ارز کاملا́ روش سه که شد اشاره
مسیر انتگرال روش لانژون، معادلۀ از شروع با ͬ خواهیم م اینجا کردەایم. بررسͬ را (ͬͺوفسͺاسمول) پلانک

بͽیرید: نظر در را زیر معادلۀ با بیش  میرا براونͬ حرکت ͷی کنیم. معرفͬ را

ẋ = µF +
√
2Dη(t), ⟨η⟩ = 0, ⟨η(t)η(t′)⟩ = δ(t− t′),

است. برقرار همواره D = µkBT ͬ کنیم م فرض آن در که

حرکت بودن مارکوفͬ ۱ .۷

است. مسیر انتگرال روش کلید خاصیت این که براونͬ، حرکت بودن مارکوفͬ خاصیت به ͬ کنیم م اشارەای ابتدا
t لحظۀ در ذره که است این احتمال چͽالͬ این بͽیرید. نظر در را P (x, t; x′, t′) شرطͬ احتمال توزیع تابع
احتمال تابع همین قبلͬ بخش های در که کنید توجه باشد. بوده x′ در t′ لحظۀ در که شرط این با باشد x در
معادلۀ در احتمال تابع این ندارد. مهمͬ دلیل اینجا نمادها تغییر بودیم. داده نشان C (x, t|x′, t′) با را گذار

ͬ کند: م صدق زیر

∂tP (x, t; x
′, t′) +∇ · (−D∇P + µFP ) = 0, P (x, t′; x′, t′) = δ(x− x′).

دیفرانسیل، معادلۀ حل بدون ͬ خواهیم ͬ کند.   م م توصیف را مارکوف فرآیند ͷی بالا، فوکر⁃پلانک معادلۀ
دارد: را زیر خاصیت مارکوف فرآیند باشیم. داشته پایانͬ نقطۀ به آغازین نقطۀ از گذار فرآیند از اطلاعاتͬ

P (x1, t1; x3, t3) =

∫
dx2P (x1, t1; x2, t2)P (x2, t2; x3, t3), t1 < t2 < t3.

نهایی نقطۀ ͷی به (x0, t0) فضا–زمان در اولیه نقطۀ ͷی از گذار احتمال توزیع کنیم محاسبه ͬ خواهیم م آنچه
ϵ = (tN−t0)/N ͷی هر پهنای که ͬ کنیم م تقسیم مساوی و ͷکوچ Nبازۀ به را زمانͬ بازۀ است. (xN , tN)

داریم: صورت این در است.

P (xN , tN ; x0, t0) =

∫ N−1∏
n=1

dxn

N∏
m=0

P (xm+1, tm+1; xm, tm), tN > tN−1 > · · · > t1

=

∫ N−1∏
n=1

dxnP (x1, x2, · · · , xN |x0). (۳۵)

انتهایی و آغازین نقطۀ دو کنید. نگاه ۵ شͺل به ͬ دهد. م نشان را مسیر انتگرال رهیافت اصلͬ ایدۀ بالا رابطۀ
را انتهایی و آغازین نقاط که مختلف مسیر چند زمان، محور گسستەسازی با بͽیرید. نظر در را فضا⁃زمان در
فضا⁃زمان، در انتهایی و آغازین نقطۀ دو بین شرطͬ گذار احتمال است. شده داده نشان کردەاند وصل هم به
بودن مارکوفͬ از موضوع این ͬ آید. م بەدست ممͺن مسیرهای تمام روی گذار احتمال های روی بستن جمع با
است این بالا، محاسبۀ ادامۀ برای راه ͷی است. آمده بەدست فرآیند دیفرانسیل) معادلۀ در زمان اول (مرتبۀ
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t

x

t₀ t₁ t₂ t₃ t_N

(t₀, x₀)

(t_N, x_N)

شدەاند. وصل هم به مختلف مسیر چند طریق از فضا⁃زمان در انتهایی و ابتدایی نقاط :۵ شͺل

در و آورده بەدست را P (xm+1, tm+1; xm, tm) ͷکوچ بی نهایت زمانͬ بازەهای در گذار احتمال های که
ͬ گزینیم. برم را دیͽری راه ادامه در ما دهیم. قرار بالا رابطۀ

انزاگر⁃ماکلوپ کنش ۲ .۷

است: زیر بەصورت آن گسستۀ نسخۀ بازگردیم، لانژون معادلۀ به گذار، احتمال تابع یافتن برای

xi − xi−1

ϵ
=
µ

2
(Fi + Fi−1) +Wi, (tN − t0) = Nϵ, i = 1, · · · , N.

ͬ شوند: م تعریف زیر بەصورت Wi جدید تصادفͬ متغیرهای آن در که

Wi =

√
2D

ϵ

∫ ti+1

ti

dt′η(t′), ⟨Wi⟩ = 0, ⟨WiWj⟩ =
2D

ϵ
δij, i = 1, · · · , N.

کنیم: بازنویسͬ را بالا معادلات

x1 = x0 +
µϵ

2
(F1 + F0) + ϵW1,

x2 = x1 +
µϵ

2
(F2 + F1) + ϵW2,

· · · ,

xN = xN−1 +
µϵ

2
(FN + FN−1) + ϵWN ,

استراتونوویچ روش با نیرو گسستەسازی بالا، روابط در ͬ دهند. م را xها بقیۀ ،x0 داشتن شرط به بالا معادلات
تابعͬ (x1, · · · , xN) متغیرهای که ͬ شود م دیده بالا گسستۀ معادلات از است. گرفته صورت میانͬ) (نقطۀ
احتمال تابع هستند. تصادفͬ متغیرهایی خود نتیجه در ͬ باشند، م (W1, · · · ,WN) تصادفͬ متغیرهای از
است x1, · · · , xN متغیرهای احتمال چͽالͬ تابع این بͽیرید. نظر در را P (x1, x2, · · · , xN |x0) شرطͬ
در بوده، x0 در اول لحظەی در که ذرەای اینکه احتمال چͽالͬ واقع در باشد. دست در x0 مقدار که شرطͬ به
متغیرهای توزیع تابع به رسیدن برای ͬ دهد. م دست به را باشد x1, · · · , xN نقاط در بعدی پیاپی زمان های
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داریم: شده ارائه بالا روابط در که آماری اطلاعات به توجه با کنیم. تمرکز Wi متغیرهای توزیع تابع به مͺان،

P (Wi) =
( ϵ

4πD

) 1
2
exp

[
− ϵ

4D
W 2

i

]
, i = 1, · · · , N.

زیر بەصورت که ͬ دهیم م نشان P (W1, . . . ,WN) با را Wiها مستقل متغیرهای مجموعۀ یافتن احتمال
است:

P (W1, . . . ,WN) =
( ϵ

4πD

)N
2
exp

[
− ϵ

4D

N∑
i=1

W 2
i

]
.

است: زیر بەصورت P (W1, . . . ,WN) حسب بر ،P (x1, · · · , xN |x0) شرطͬ احتمال توزیع اکنون

P (x1, · · · , xN |x0) = JP (W1, . . . ,WN),

ͬ شود: م داده زیر بەصورت ژاکوبی دترمینان آن در که

J = ⅾet


∂W1

∂x1

∂W1

∂x2
· · ·

· · ·
∂WN

∂x1

∂WN

∂x2
· · ·

 = ⅾet


1
ϵ
− µ

2
F ′
1 0 · · ·

−1
ϵ
− µ

2
F ′
2

1
ϵ
− µ

2
F ′
2

0 −1
ϵ
− µ

2
F ′
3 · · ·

0 0 · · ·

 = (
1

ϵ
)N

N∏
i=1

(
1− µϵ

2
F ′
i

)
,

ͬ داریم: م نگه را ژاکوبین جملات مهم ترین حالا

J = (
1

ϵ
)N exp[

N∑
i=1

ln
(
1− µϵ

2
F ′
i

)
] ≈ (

1

ϵ
)N exp[−ϵµ

2

N∑
i=1

F ′
i
2
]

ͬ شود: م احتمال تابع نتیجه در

P (x1, · · · , xN |x0) = (
1

ϵ
)N exp[−ϵµ

2

N∑
i=1

F ′
i
2
]× (

ϵ

4πD
)
N
2 exp[− ϵ

4D

N∑
i=1

W 2
i ]

فشردەتر: بەصورت و

P (x1, · · · , xN |x0) = (
1

4πϵD
)
N
2 exp[− ϵ

4D

N∑
i=1

(
xi − xi−1

ϵ
− µ

2
(Fi + Fi−1)

)2

−ϵµ
2

N∑
i=1

F ′
i
2
].
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است. آمده بەدست میانͬ) (نقطۀ استراتونوویچ گسستەسازی از لاگرانژی دوم جملە ٔ که ͬ شود م یادآوری هم باز
است: زیر بەصورت بالا توزیع توابع برای بهنجارش شرط

1 =

∫
dW1 · · · dWNP (W1, · · · ,WN) =

∫
dx1 · · · dxNP (x1, · · · , xN |x0)

=
1√
4πDϵ

∫
dx1 · · ·

1√
4πDϵ

dxNe
−A =

∫
x0

D [x]e−A . (۳۶)

است: شده تعریف زیر بەصورت پیوسته، حد در A کمیت آن در که

A =

∫ tN

t0

dτL (x, ẋ, F ), L =
1

4D
(ẋ(τ)− µF (x(τ)))2 +

µ

2
F ′(x(τ)).

گسستەسازی مسیر، انتگرال های محاسبەی در که شود توجه همواره است. موسوم انزاگر⁃ماکلوپ کنش به و
ͬ شود. م انجام استراتونویچ روش با

است: شده تعریف زیر بەصورت مقید، مسیر ∫انتگرال
x0

D [x] =
1√
4πDϵ

∫
dx1 · · ·

1√
4πDϵ

∫
dxN .

پیدا ادامه τ = t زمان تا و شده شروع x0 نقطۀ از که است مسیرهایی تمام  روی انتگرال مقید، مسیر انتگرال
نقاط تمام روی از اولیه مͺان کنید فرض مثلا́ بͽیریم، انتگرال هم اولیه نقطۀ روی داریم تمایل گاهͬ ͬ کنند. م

ͬ شود: م زیر بەصورت بهنجارش شرط صورت، این در شود. انتخاب P0(x0) بهنجار توزیع تابع با ∫و
dx0

∫
x0

D [x]e−A P0(x0) =

∫
D [x]e−A P0(x0) = 1,

است: شده استفاده قید، بدون مسیر انتگرال برای تعریف این از آن در ∫که
D [x] =

∫
dx0

∫
x0

D [x].

τ = t زمان تا و شده شروع فضا نقاط تمام از که است مسیرهایی تمام  روی انتگرال قید، بدون مسیر انتگرال
ͬ کنند. م پیدا ادامه

t زمان تا و شروع x0 از t = 0 لحظۀ در که x(τ) مسیر هر به بنویسیم: خلاصه بەصورت را بالا نتایج
ͬ شود: م داده نسبت زیر وزن ͬ یابد، م ادامه

P[x(τ)|x0] = e−A [x(τ),F (x(τ))]. (۳۷)

ابتدایی نقطۀ فضا⁃زمان در که مسیرهایی تمام ͬ شود، م داده نسبت مسیر به که P[x(τ)|x0] احتمال تابع در
بدون مسیر به ͬ دهیم. م نسبت احتمال ͷی کدام هر به و شده گرفته نظر در ͬ کنند، م وصل انتهایی نقطۀ به را
صدق ẋ(τ) − µF (x(τ)) = 0 معادلۀ در و است نویز بدون حرکت معادلۀ جواب که مسیری یعنͬ نویز،
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است، کوانتومͬ ͷانیͺم در مسیر انتگرال یادآور موضوع این ͬ شود. م داده نسبت احتمال بیشترین ͬ کند، م
نظر در را فضا⁃زمان در نقطه دو آن بین مسیر  های تمام نقطه، دو بین کوانتومͬ گذار دامنۀ محاسبۀ برای آنجا
را سهم بیشترین ،ͬͺکلاسی حرکت معادلات بر منطبق مسیر ͬ دهیم. م اختصاص وزن ͷی کدام هر به و گرفته
و است کمینه کنش آن برای که است مسیری مسیر، محتمل ترین است، زینͬ نقطە تقریب موضوع این دارد.

است. صفر نویز با منطبق مسیر هم آن

زمان وارونͬ تقارن ۸

مثال های با است آموزنده شود. مرور زمان وارونͬ تقارن تا است لازم ،ͬͺترمودینامی مفاهیم توسعه از پیش
در نویز)  و افت وخیز (بدون پرتابه ͷی مثلا́ ساده، ͬͺانیͺم سامانۀ ͷی شویم. آشنا تقارن این اصلͬ ایدۀ با ساده
مختلفͬ حرکتͬ مسیرهای ͬ تواند م سامانه این مختلف، اولیۀ شرایط به بسته بͽیرید. نظر در را گرانش حضور
گرفته فیلم خاص) اولیۀ شرط ͷی با متناظر (قاعدتاً سامانه مشخص حرکت ͷی از کنید فرض باشد. داشته
سامانه واقعͬ فیلم با نسبتͬ چه ͬ کنیم م مشاهده که وارون شده فیلم ͬ کنیم. م پخش ابتدا به انتها از را فیلم آن و
سامانه ͬ گوییم م باشیم، نداشته وارون شده حرکت های و واقعͬ فیلم های بازشناسͬ برای راهͬ هیچ اگر دارد؟
این منظور باشند، هم بر منطبق اصلͬ و وارون شده فرآیند که نیست این منظورمان دارد. زمانͬ وارونͬ تقارن
اولیۀ شرایط با (متناظر واقعͬ حرکت های تمام بین از حرکت ͷی وارون شده،  حرکت هر با متناظر که است
صورت این در دارد. زمان وارونͬ تقارن سامانه صورت این در شوند.  منطبق هم بر دقیقاً که باشد متفاوت)
باشد، دسترس در سامانه حرکتͬ معادلۀ اگر ͬ کنند. م صدق اصلͬ حرکت معادلۀ در نیز وارون شده جواب های
نه؟ یا ͬ کند م تغییر زمان وارونͬ تحت حرکت معادلۀ ببینیم است کافͬ است. سادەای کار تقارن این تشخیص
سادۀ حالت ͷی برای مثلا́ ͬ دهیم. م نشان τ → τ̄ = −τ با را زمان وارونͬ تبدیل و τ با را زمان مختصۀ

ͬ شوند: م زیر بەصورت تبدیل یافتەاش  با ذره حرکت معادلۀ آزاد، سقوط

d2

dτ 2
x(τ) = −g → d2

dτ̄ 2
x(τ̄) = −g.

وابسته جملۀ و اصطͺاک نیروی اگر کنید توجه داریم. زمان وارونͬ تقارن پس نکرده، تغییری حرکت معادلۀ
نبود: صادق موضوع این داشتیم، سرعت به

d2

dτ 2
x(τ) + Γ

d

dτ
x(τ) = −g → d2

dτ̄ 2
x(τ̄)− Γ

d

dτ̄
x(τ̄) = −g.

دارند. هم با اساسͬ تفاوت های معادله دو
قضاوت زمان وارونͬ تقارن مورد در اینکه برای داریم . دست در را حرکتͬ مسیرهای که حالتͬ به بازگردیم
بهتری شهود اینکه برای نه؟ یا ͬ کنند م صدق حرکت معادلۀ در وارون شده جواب های ببینیم است لازم کنیم،
ͬ بینیم. م تدارک خاصͬ بەصورت را وارون شده مسیر بعدی، قسمت های در کاربرد برای همچنین و آید بەدست
با که داریم   حرکت مسیر ͷی دارد، را زمان وارونͬ تقارن که اصطͺاک بدون آزاد سقوط مسئلۀ در کنید فرض

است: شده داده زیر رابطۀ 

xs(τ) = −1

2
g(τ − t0)

2 + x0, τ : t0 → tN , xs : x0 → xN .
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ͷی یا باشد حرکت معادلۀ از ریاضͬ جواب ͷی ͬ تواند م مسیر این .xN = −1
2
(tN − t0)

2 + x0 آن در که
مسیر با که ͬ سازیم م طوری را وارون شده مسیر است. آمده دست به تجربی بەصورت که باشد واقعͬ فرآیند

ͬ کنیم: م تعریف زیر رابطۀ با را وارون شده زمان دلیل این به باشد. قیاس قابل بیشتری سهولت با اصلͬ

τ → τ̄ = −τ + (t0 + tN), τ̄ : t0 → tN ,

بر علاوه یعنͬ است. t0 + tN اندازۀ به زمانͬ انتقال همراه به زمان وارونͬ تبدیل ͷی گرفتەشده نظر در تبدیل
شروع t0 لحظۀ در دو هر وارون شده و اصلͬ مسیرهای واقع در ͬ شود. م جابەجا هم زمان مبدأ زمان، وارونͬ

ͬ کنند: م پیدا ادامه tN − t0 اندازۀ به و شده

τ : t0 → tN τ̄ : t0 → tN .

ͬ سازیم: م زیر بەصورت را وارون شده مسیر

xs(τ) → x̄s(τ̄),

x̄s(τ̄) = xs(τ(τ̄)) = −1

2
g(tN − τ̄)2 + x0, τ̄ : t0 → tN , x̄s : xN → x0.

وارون شده مسیر و واقعͬ مسیر ،۶ شͺل در است. شده استفاده τ(τ̄) = −τ̄ + (t0 + tN) از بالا تبدیل در
زمان تا t0 زمان از هم وارون مسیر ͬ یابد، م ادامه xN تا x0 از و tN زمان تا t0 زمان از واقعͬ مسیر ͬ بینید. م را
وارون x̄N = x0 و x̄0 = xN بەصورت تبدیل در انتهایی و ابتدا نقاط ͬ یابد. م ادامە x0 تا xN از ولͬ tN

شدەاند.
سقوط با متناظر واقعͬ مسیر ͬ تواند. م بله باشد؟ واقعͬ مسیر ͷی با متناظر ͬ تواند م وارون شده مسیر آیا
اولیە سرعت با که باشد ذرەای واقعͬ مسیر با متناظر ͬ تواند م وارون شده مسیر است. صفر اولیۀ سرعت با آزاد

است. شده پرتاب بالا سمت به

زمانͬ انتقال ͷی همراه به را زمان وارونͬ تبدیل ͬ بینید. م را وارون شده مسیر و واقعͬ مسیر ͷی :۶ شͺل
صفر اولیۀ سرعت با آزاد سقوط ͷی با متناظر اصلͬ مسیر گیرند. قرار هم کنار مسیر دو تا کردە ایم اعمال
هستیم بالارونده حرکت ͷی شاهد وارون شده، مسیر در ͬ یابد. م افزایش زمان با سرعت حرکت، این در است.

ͬ رسد. م صفر به مرور به زیاد اولیۀ مقدار ͷی از سرعت که

است زمان به وابسته صریحاً خارجͬ نیروی آنها در که سامانەهایی برای زمان وارونͬ تقارن بررسͬ در
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به وابسته کنترل پارامتر ͷی طریق از پتانسیل یا نیرو زمان وابستگͬ مسائل، این در است. لازم مضاعفͬ دقت
پیش از زمانͬ وابستگͬ با پارامتر ͷی λ(τ) مسائل، این گونه در ͬ شود. م داده F (x, λ(τ)) بەصورت و زمان
کنترل شده بەصورت را لیزر کانون مͺان و باشد نوری تلۀ از ناشͬ خارجͬ نیروی اگر مثلا́ است . مشخص شده
پیش از حرکت λ(τ) = XL(t) = XL0 sin(ωτ) کنترل پارامتر کنیم، عوض زمان با نوسانͬ بەصورت و

ͬ آید: م بەدست زیر پتانسیل از لیزر از ناشͬ نیروی ͬ دهد. م نشان را لیزر تعیین شدۀ

F = −∂xU, U =
1

2
k(x− λ(τ))2.

بررسͬ و وارون شده جواب های بررسͬ برای ،λ(τ) کنترل پارامتر حضور در زمان وارونͬ تقارن مطالعۀ برای
شود: اعمال هم کنترل پارامتر به زمان وارونͬ تبدیل تا است لازم وارون شده، حرکت معادلۀ

λ(τ) → λ̄(τ̄),

شهودی نظر از ͬ دهیم. م اثر نیز اینجا کردیم، اعمال x(τ) تابع روی که صورتͬ همان به را زمان وارونͬ تبدیل
لیزر با مسئله ͷی از باید قاعدتاً را وارون شده جواب های بەراست رونده، لیزر ͷی برای است. روشن موضوع

بیابیم. بەچپ رونده
اصطͺاک با شارەای در خارجͬ نیروی ͷی توسط که صلب کرەای بͽیرید: نظر در را جالب نهایی مثال ͷی
قابل اصطͺاک مقابل در اینرسͬ جملۀ و هستیم بیش میرا رژیم در کنید ͬ شود. فرض م کشیده زیاد بسیار

است: زیر بەصورت بیش میرا ذرۀ این حرکت معادلۀ دهیم. نشان f با را خارجͬ نیروی است. چشم پوشͬ

Γ
d

dτ
x(τ) = f.

در دهیم. نسبت وارون شده نیروهای به را وارون شده مسیرهای است کافͬ دارد. زمان وارونͬ تقارن معادله این
حرکت، فیلم های شدن وارون با است. ثابت سرعت با ساده حرکت ͷی دادەشده نیروی با متناظر حرکت واقع
جهت است کافͬ فقط باشند. بیش میرا شارۀ در حرکت نمایش دهندۀ ͬ توانند م که ͬ بینیم م حرکت هایی هم باز

کنیم. وارون را خارجͬ نیروی

ͬͺترمودینامی برگشت پذیری ۱ .۸

تقارن و برگشت پذیری بین ارتباطͬ چه مواجهیم. برگشت ناپذیر و برگشت پذیر فرآیندهای با ͷترمودینامی در
وارونͬ مفهوم ولͬ است ͬͺترمودینامی بزرگ سامانەهای مختص برگشت پذیری دارد؟ وجود زمان وارونͬ
حرکت معادلات ͬ توان نم بزرگ سامانەهای در مͽر نوشتەایم. ذرەای حرکت معادلەهای مورد در را زمان
معادلە هایی ولͬ است، درست این کرد؟ صحبت آنها زمان وارونͬ تقارن مورد در و نوشت را ذرات تک تک
مورد در تصمیم گیری برای درستͬ معیار بی اینرسͬ) یا اینرسͬ (با شاره در صلب کرۀ حرکت معادلۀ مانند
ͷوپیͺروسͺمی وقتͬ ،ͬͺترمودینامی سامانەهای در که کنید توجه اولا˟ نیستند. ͬͺترمودینامی برگشت ناپذیری
هم به آنها معادلات که صلب) کرۀ سازندۀ مولͺول های + شاره (مولͺول های داریم ذره بسیاری ͬ کنیم، م نگاه
تک تک حرکت معادلات نوشتن در که کرد توجه باید ثانیاً بنویسیم. هم کنار در باید را همه و شده جفت
دارند را زمان وارونͬ تقارن ͬ شناسیم م که واقعͬ نیروهای ،ͬͺترمودینامی سامانۀ ͷی در ͷوپیͺروسͺمی ذرات
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(توجه دارند. را مذکور تقارن قاعدتاً ͷوپیͺروسͺمی حرکت معادلات نتیجە در زوج اند) زمان وارونͬ (تحت
ظاهر ͷوپیͺماکروس نگاه در فقط که است موثر نیروی ͷی و نیست بنیادی و واقعͬ نیروی ͷی اصطͺاک کنید
ͷی کشیدن مثلا́ برگشت ناپذیرند. که ͬ بینیم م فرایندهایی گاهͬ دوروبرمان سامانەهای در حال این با ͬ شود.) م
قبلا́ هرچند بͽیرید. نظر در را خارجͬ نیروی توسط آن) غیر یا بیش میرا شرایط (در ویسͺوز شارۀ در صلب کرۀ
کشیدن فرآیند ولͬ بودیم دانسته برگشت پذیر ͬͺدینامی لحاظ از بیش میرا حد در را جسم این ͬͺانیͺم حرکت
قسمتͬ همواره صلب، کرۀ این کشیدن فرآیند در است. برگشت ناپذیر ͬͺترمودینامی نظر از شاره درون کره ͷی
جهت کردن وارون با ͬ شود. م تلف گرما عنوان با و برگشت ناپذیر بەصورت شاره در تزریق شده انرژی از
با ͬͺترمودینامی نظر از که است معلوم پس توپ، به ͬ گردد برنم تلف شده انرژی توپ شدن کشیده و حرکت

۲ مواجهیم. برگشت ناپذیر تعادل از دور فرآیند
اصطͺاک نیروی ͬ شود، م کشیده که صلب کرۀ حرکت معادلۀ نوشتن در کنیم: تکرار را مهم نکتۀ این
کره مولͺول های جفت شدۀ معادلات که است این درست راه نیست، بنیادی نیروی ͷی این کردەایم، وارد را
با صورت این در کنیم. قضاوت مجموعه آن مورد در و بنویسیم هم همراه به را شاره مولͺول های تمام و
مواجهیم غیره و واندروالس مثل توپ) سازندۀ مولͺول های و آب مولͺول های (تمام بین مولͺولͬ نیروهای
تقارن همواره که ͷوپیͺروسͺمی معادلات این که است داده نشان بولتزمان دارند. را زمان وارونͬ تقارن که
فراوان مولͺولͬ بین برخوردهای و کوتاەبرد (نیروها شرایطͬ در و ͷوپیͺماکروس حد در دارند، را زمان وارونͬ
دنبال را بولتزمان مسیر ما است. پیچیده بولتزمان مسیر دهند. نشان را برگشت ناپذیر رفتار ͬ توانند م باشند)
با ولͬ کوچͺند بسیار خود که کلوییدی ذرات حرکت در ͬ اندیشیم. م لانژون روش به عوض در ͬ کنیم، نم

است. خوبی میان بر لانژون روش تماس اند، در آب مولͺول زیادی تعداد
را شاره در غوطەور ذرۀ حرکت که است مؤثر معادلۀ ͷی لانژون معادلۀ که کردیم بحث این از پیش
تصادفͬ نیروهای و اصطͺاک در توأم بەصورت آب مولͺول های اثر ͬ کند. م شبیەسازی درستͬ بەصورت
با ارتباطش و ͬͺترمودینامی برگشت ناپذیری منشأ مورد در بعدی قسمت های در سبب این به ͬ شود. م خلاصه

شد. خواهد بررسͬ بیشتر معادله این در زمان وارونͬ تقارن

لانژون معادلۀ و زمان وارونͬ ۲ .۸

حرکت معادلات سراغ تعینͬ، حرکت معادلات برای زمان وارونͬ تقارن مفهوم شدن مشخص از پس حال
معلوم تصادفͬ جملۀ وجود و حرکت معادلۀ از دارد؟ زمان وارونͬ تقارن لانژون معادلۀ آیا ͬ رویم. م تصادفͬ
مسیرهای از شویم. متوسل آماری نگاەهای و ابزارها به زمان وارونͬ تقارن بررسͬ برای مجبوریم که است
جوابی بالا سؤال به و کنیم بررسͬ بیشتر حرکت مسیرهای مورد در ͬ خواهیم م آموخت؟ ͬ توان م چه حرکت
زمان تا و شده شروع x0 مͺان از و τ = 0 لحظۀ از که x(τ) دلخواه مسیر باشد. داشته آماری ارزش که دهیم
دادەایم. تغییر λt تا λ0 از را کنترل پارامتر فرآیند این در بͽیرید. نظر در را ͬ کند م پیدا ادامه xt مͺان و τ = t

سهولت برای و ͬ سازیم م شد داده توضیح بالا در که بەصورتͬ را اصلͬ فرآیند با متناظر زمان وارونͬ فرآیند
برای همچنین ͬ یابد، م ادامه x̄t = x0 تا شده شروع x̄0 = xt از وارون فرآیند ͬ دهیم. م نشان x̄(τ) با را آن
مسیر تهیۀ برای اینجا در که کنید توجه ͬ کند. م تغییر λ̄t = λ0 تا λ̄0 = λt از کنترل پارامتر وارون، فرآیند

حرکت معادلۀ در زمان وارونͬ تقارن که است درست کنید. اضافه را اینرسͬ جملۀ و بͽیرید نظر در را شاره در کره کشیدن ۲

انرژی) اتلاف و (گرما دارد وجود توپ کشیدن برای ͷترمودینامی حد در که برگشت ناپذیری آن که کرد توجه باید ولͬ ͬ شͺند م
باشد. داشته ربط جرم به که نیست چیزی
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ͬ کنیم. م وارون نیز را کنترل پارامتر وارون،

τ → t− τ, x(τ) → x̄(τ) = x(t− τ), ẋ(τ) → − ẋ(t− τ) 0 < τ < t.

∫و t

0

dτ →
∫ 0

t

(−dτ) =
∫ t

0

dτ.

باید تبدیل یافته مسیر و اصلͬ مسیر به دادەشده نسبت احتمال داشتند، زمان وارونͬ تقارن حرکت معادلات اگر
مشاهدۀ احتمال با اصلͬ مسیر مشاهدۀ احتمال ،۳۷ رابطۀ مطابق نیست. این طور اکنون ولͬ ͬ شدند م برابر

زیرند : بەصورت تبدیل یافته مسیر

P[x(τ)|x0] = e−
∫ t
0 dτ [ 1

4D
(ẋ(τ)−µF )2+µ

2
F ′(x(τ))],

P[x̄(τ)|x̄0] = e−
∫ t
0 dτ [ 1

4D
(−ẋ(t−τ)−µF )2+µ

2
F ′(x(t−τ))],

:ψ(x) تابع هر برای کنیم توجه است لازم

∫ t

0

ψ(x(τ))dτ =

∫ t

0

ψ(x̄(τ̄))dτ̄ =

∫ t

0

ψ(x(t− τ))dτ,

از پیداست. ۶ شͺل در مثلا آنها، یافتۀ تبدیل و مسیر ها شͺل به نگاه از شهودی بصورت اتحاد این صحت
است: ẋ از فرد تابعͬ که ϕ(x, ẋ) تابع هر برای دیͽر طرف

∫ t

0

ϕ(x, ẋ)dτ ̸=
∫ t

0

ϕ(x̄, ¯̇x)dτ̄ ,

داریم: پس
P[x(τ)|x0]
P[x̄(τ)|x̄0]

= e
1

kBT

∫ t
0 F ẋdτ

.

به نسبت حرکت مسیرهای خارجͬ، نیروی غیاب در است. شده استفاده D = µkBT رابطۀ از آن در که
زوج پاریتۀ نیرو خود که صورتͬ (در خارجͬ نیروی وجود که است مشخص هستند. متقارن زمان وارونͬ

ͬ شͺند. م را زمان وارونͬ تقارن باشد)، داشته زمان وارونͬ به نسبت

متداول ͷترمودینامی بر مروری ۹

هستند، ͷترمودینامی حد در اصطلاحاً که سامانەهایی آن و بزرگ مقیاس سامانەهای به ͷکلاسی ͷترمودینامی
پایستگͬ اول قانون ͬ پردازد. م انرژی کیفیت به دومͬ و کمیت به اولͬ ،ͷترمودینامی اصلͬ قانون دو ͬ پردازد. م
انرژی افزایش با کار آن شود، انجام ͬͺترمودینامی سامانۀ ͷی روی W کار اگر که معنͬ این به است، انرژی

بود: خواهد همراه Q میزان به گرما اتلاف و ∆U اندازۀ به درونͬ

W = ∆U +Q.
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که است مثبت وقتͬ Q همین طور شود. انجام سامانه روی کار که است مثبت وقتͬ W نمادگذاری، این در
ͬ تواند م اطراف محیط گاهͬ هستند. اطرافشان محیط با تماس در سامانەها عموماً شود. گرفته سامانه از گرما
بەصورت یا شده داده محیط به که است گرمایی سامانه، از گرفتەشده گرمای صورت هر در باشد. دمایی منبع

است. تلف شده گرمای خلاصه
سامانەهای است: این چنین آن متداول صورت ͷی کرد. بیان ͬ توان م گوناگونͬ صورت های به را دوم قانون
بیشینه با تعادل سمت به حرکت این ͬ روند. م پیش تعادل سوی به شوند رها خود حال به وقتͬ تعادل از دور
مبادله Q گرمای که ͬͺترمودینامی فرآیند ͷی در است. همراه محیط) + سامانه (آنتروپی کل آنتروپی شدن
آنتروپی دوم، قانون مطابق ͬ یابد. م (افزایش) تغییر ∆Sⅿ = Q/T اندازۀ به محیط آنتروپی ͬ شود، م (تلف)

است: افزایشͬ همواره منبع، آنتروپی و سامانه آنتروپی مجموع یعنͬ کل

∆St = ∆S +∆Sⅿ = ∆S +
Q

T
≥ 0.

برقرار نامساوی ناپذیر برگشت فرآیند های برای است، برقرار برگشت پذیر شبەایستای فرآیندهای برای تساوی
لحظه هر که بەصورتͬ ͬ شوند م انجام شبەایستا بەصورت که هستند فرآیندهایی تعادلͬ، فرآیندهای است.
فرآیندهای در دیͽر طرف از ͬ شود. نم تولید آنتروپی تعادلͬ فرآیندهای در است. تعادلͬ حالت ͷی در سامانه

داریم. آنتروپی تولید برگشت ناپذیرشان ماهیت بەخاطر غیرتعادلͬ
داریم: زیر بصورت دوم و اول قانون ترکیب با

T∆St = T∆S+W−∆U = W−(∆U−T∆S) = W−∆F ≥ 0, Wⅾiss = W−∆F ≥ 0.

انرژی تغییر از همیشه سامانه روی شده انجام کار دیͽر بیان به ͬ شود. م نامیده شده تلف کار Wⅾiss آن در که
مقداری همواره ͬ شود. نم آزاد انرژی افزایش صرف شده انجام کار همەی گاه هیچ است. بیشتر سامانه آن آزاد

ͬ آید. م در بازیابی قابل غیر انرژی و شده تلف کار قالب در شده انجام کار از
قیدهای اعمال با که ایزوله سامانەهای مورد در است: آن وردشͬ صورت دوم، قانون دیͽر صورت ͷی
تعادل حالت ͬ یابد. م افزایش آنتروپی قید، بی دررو رهاسازی با همواره شدەاند، دور تعادل حالت از داخلͬ
سامانەهای مورد در است. بیشینه آن آنتروپی که است مقید حالت های تمام بین از حالتͬ ایزوله، سامانۀ
تمام بین از ͬ کنیم. م کار آزاد انرژی با آنتروپی بەجای تماس اند، در دمایی منبع با که آنهایی مثلا́ غیرایزوله،

بود. خواهد تعادل حالت آزاد، انرژی کمینۀ با حالتͬ مقید، حالت های

 ͬ ͺترمودینامی فرآیند :ͷوپیͺمزوس سامانۀ ۱۰

بیازماییم. ͷوپیͺمزوس سامانەهای برای را ͷترمودینامی قوانین که است این تصادفͬ ͷترمودینامی در اصلͬ ایدۀ
ͷوپیͺمزوس حالت در ولͬ است نظر مورد تعادلͬ فرآیند های و سامانەها برای معمولا ͷکلاسی ͷترمودینامی
میͺرونͬ، اندازۀ با کلوئیدی ذرۀ ͷی کرد. خواهیم فکر هستند غیرتعادلͬ فرآیند ها که ͬ تر عموم حالت های به
یا ای کولای باکتری ͷی کاینزین، مولͺولͬ موتور ͷی آنزیم، ͷی پروتئین، ͷی مانند زیستͬ ماکرومولͺول ͷی
کنیم، فکر کلوئید ͷی به فقط سادگͬ برای پس هستند. ͷوپیͺمزوس سامانەهای از مثال هایی داینین موتور ͷی
نظرمان، مورد ͷوپیͺمزوس سامانۀ برای ͬ تر واقع مدل های در بود. خواهد کلوئید ͷی نظرمان مورد سامانۀ
T دمای با آبی محیط ͷی در کلوئید این بͽیریم. نظر در نیز درونͬ آزادی درجۀ محدودی تعداد ͬ توانیم م
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موارد بیشتر در هرچند بͽیریم. نظر در گرمایی منبع بەصورت را آبی محیط این دارد. قرار اتاق) دمای (عموماً
ͬͺانیͺم نیروهای نیست. ͬͺانیͺم یا شیمیایی تعادل در لزوماً ما نظر مورد سامانۀ ولͬ بود خواهد ثابت دما
کاتالیزور نقش کلوئید که شیمیایی واکنش های در مبادلەشده (انرژی شیمیایی یا انبرک) از وارده نیروی (مثلا́

دارند. خود تأثیر تحت را سامانه حرکت دارد) را
ͷی درون گاز ͷآدیاباتی شدن فشرده مثلا داریم. سروکار ͬͺترمودینامی فرآیند های با ͷترمودینامی در
فرآیند هایی نوع چه با ͷوپیͺمزوس سامانەهای در ببینیم است. متداول حالت در ͬͺترمودینامی فرآیند ͷی سیلندر
فرآیند ͷی ͬ شود، م انجام خارجͬ نیروهای تأثیر تحت که کلوئید ͬͺانیͺم حرکت هرگونه داریم. سروکار
ͬ کشیم. م نانومتر ۵۰ اندازۀ به گرفته را دی ان ای سر ͷی نوری تلۀ با مثلا آمد. خواهد حساب به ͬͺترمودینامی
این در را ͷترمودینامی قوانین ͬ خواهیم م ͬ شود. م جابجا میͺرومتر ۱۰۰ اندازۀ به ای کولای باکتری ͷی
متناظر ͬͺترمودینامی فرآیند ͷی موضوع، شدن مشخص تر برای کنیم. بررسͬ کلوئید) (حرکت های فرآیندها
τ = 0 لحظۀ از حرکت این ͬ شود. م مشخص x(τ) رابطۀ با که مسیر ͷی روی کلوئید حرکت با است
داده نشان پیش رو بخش های در است. کرده پیدا ادامه τ = t زمان تا و شده شروع x(0) = 0 نقطۀ از
توسعەدادەشده رهیافت دارد. کارایی ͷوپیͺمزوس سامانەهای برای چͽونه ͷترمودینامی قوانین که ͬ شود م
آنچه مشابه مهم، بسیار بحث ͷی ͬ پردازند. م نیز غیرتعادلͬ عام تر فرآیندهای به تعادلͬ، فرآیندهای از فراتر
تولید با ارتباطش و غیرتعادلͬ فرآیندهای در برگشت ناپذیری بحث کردن دنبال داریم، متداول ͷترمودینامی در

ͬ شود. م بحث مفصل بصورت که است آنتروپی
چیزی آن ͬ دانیم. م چه کلوئیدی ذرۀ حرکت مورد در که ͬ کنیم م یادآوری بیشتر، جزئیات به ورود از پیش

ͬ شود: م داده زیر رابطۀ با ذره این حرکت قانون حالت، سادەترین در که است این ͬ دانیم م که

ẋ = µF (x, λ) +
√
2Dη(t), ⟨η⟩ = 0, ⟨η(t)η(t′)⟩ = δ(t− t′), D = µkBT.

D = µkBT رابطۀ همواره صورت این در ندهد. تغییر را منبع مشخصات کلوئید، حرکت که ͬ کنیم م فرض
از ͬ تواند م ذره بر وارد نیروی نیست. کلوئیدی ذرۀ برای تعادل برقراری معنای به لزوماً این ولͬ است، برقرار

شود: حاصل غیرپتانسیلͬ و پتانسیلͬ سهم دو

F (x, λ) = −∂xU(x, λ) + f(x, λ).

ͬ توانیم م معمولا˟ آزمایش ها در ͬ شود. م سامانه غیرتعادلͬ رفتار باعث که است کل نیروی از قسمتͬ ،f نیروی
انبرک اثر تحت سامانه که آزمایش هایی در مثلا́ دهیم. تغییر زمان با کنترل شده بەصورتͬ را آزمایش شرایط
برای دهیم. حرکت تعیین شده پیش از قانونͬ با را نوری انبرک به وابسته پتانسیل اثر مرکز ͬ توانیم م است، نوری
و پتانسیل کردەایم. وارد را λ(τ) زمان به وابسته کنترل پارامتر ͷی اتفاقات، این گونه جزئیات گرفتن نظر در

باشند. وابسته λ(τ) کنترل پارامتر به ͬ توانند م دو هر غیرپتانسیلͬ نیروی
است. شده نوشته اینرسͬ از کردن صرف نظر با و بیش میرا شرایط در کلوئید حرکت معادلۀ که شود توجه
شود اشاره است لازم این حال با ͬ کند، م سادەتر را کارمان و مهیاست آزمایش ها در بەخوبی تقریب این شرایط

داد. نخواهد تغییر را اصلͬ ایدەهای کلیات جرم افزودن که
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تصادفͬ ͷترموینامی ۱۱

توصیف لانژون معادلۀ با که کلوئیدی ذرۀ ͷی پیوستۀ حرکت به نگاه با را تصادفͬ ͷترمودینامی قوانین ادامه در
تصادفͬ ͷترمودینامی مفاهیم و قوانین چͽونه که ͬ دهیم م نشان گذرا بەصورت سپس ͬ کنیم. م بیان ͬ شود، م
گسسته و پیوسته سیستم های دوی هر است. تعمیم قابل دارند، گسسته حالت های فضای که سیستم هایی برای
فراموش هستند. تصادفͬ ͷترمودینامی ایدەهای کاربرد از مثال هایی واقع در ͬ شود م اشاره آنها به ادامه در که
ͷوپیͺمزوس سامانۀ هر مورد در و نیست مثال ها این مختص تصادفͬ ͷترمودینامی اصلͬ ایدەهای که نشود

است. استفاده قابل است دمایی منبع ͷی با تماس در که مارکوفͬ

اول قانون گرما: و کار ۱ .۱۱

از ͬ شود، م مربوط دارد منبع) + کلویید از (خارج خارج با (کلویید) سامانه که ارتباطͬ به کار مفهومͬ نظر از
صورت دو به سامانه خارج از ͬ کند. م پیدا ارتباط دارد منبع با (کلویید) سامانه که رابطەای به گرما دیͽر طرف
با دوم است، همراه ذره جابەجایی با که خارجͬ نیروی اعمال با ͬͺی داد: انجام ͬͺانیͺم کار ذره روی ͬ توان م
دیفرانسیلͬ کار برای عمومͬ صورت روش، دو این جمع با .λ کنترل پارامتر دستکاری طریق از پتانسیل تغییر

ͬ شود: م زیر بەصورت
dw = ∂λUdλ+ f(x) ◦ dx.

مͺان کردەایم. استفاده استراتونوویچ قاعدۀ از تصادفͬ متغیرهای حاصل ضرب برای بالا، رابطۀ در کنید توجه
رهیافت دو با آن، تغییرات محاسبۀ و F (x(t)) مثل تابعͬ با مواجهه در و است تصادفͬ متغیر ͷی ،x(t) ذره
برقرار زنجیرەای مشتق مثل قاعدەای استراتونوویچ، رهیافت در که دیدیم ͬ شویم. م روبرو استراتونوویچ و ایتو
انرژی دیفرانسیلͬ رابطۀ با کار برای بالا ریاضͬ رابطۀ ترکیب از ͬ کند. م سادەتر را کار ادامۀ موضوع این و است

کنیم: بازنویسͬ زیر بەصورت را کار ͬ توانیم م ،dU = ∂λUdλ+ ∂xU ◦ dx

dw = dU + (−∂xU + f) ◦ dx = dU + F ◦ dx

دادەشده گرمای برای زیر تعریف که شرطͬ به ͬ کند، م یادآوری را ͷترمودینامی اول قانون آشنای صورت این
بپذیریم: را منبع به

dq = F ◦ dx,

ͬ شود: م زیر بەصورت ͷترمودینامی اول قانون صورت این در

dw = dU + dq.

نوشت: ͬ توان م هم زیر صورت به را گرما رابطۀ

dq = (µ−1ẋ− µ−1
√
2Dη) ◦ dx,

گرما رابطه، این مطابق دارد. گرما مفهوم از اولیەمان انتظار بر دلالت واضح بەصورت گرما، از شͺل این
ذره ارتباط به دو هر ببینید: را بالا رابطۀ راست سمت جملۀ دو است. منبع و سامانه بین کار مبادلۀ نوعͬ
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یعنͬ اول، جمله تصادفͬ. نیروی دیͽری و اصطͺاک طریق از ͬͺی ͬ شوند، م مربوط دمایی) (منبع محیط با
است. افت وخیز دوم جملۀ و است ژول اتلاف µ−1ẋ ◦ dx = µ−1ẋ ◦ ẋdt

ذره جابجایی یا حرکت با است متناظر ͬͺترمودینامی فرآیند ͷی کلویید، برای که شد اشاره این از پیش
ͬ شوند: م فرآیند این برای گرما و کار صورت این در مسیر. ͷی روی

w[x(τ)] =

∫ t

0

(∂λUλ̇+ f ◦ ẋ)dτ, q[x(τ)] =

∫ t

0

F ◦ ẋdτ,

مشاهدۀ احتمال مورد در شد، ساخته لانژون معادلۀ جواب های برای مسیر انتگرال نمایش که قبلͬ بحث در
مشاهدۀ احتمال تا ͬ دهد م اجازه آمده، دست به گرما برای که اخیر رابطۀ کردیم. صحبت زمان وارون فرآیند

کنیم: بازنویسͬ زیر بەصورت را زمان وارون فرآیند

P[x(τ)|x0]
P[x̄(τ)|x̄0]

= e
1

kBT

∫ t
0 F◦ẋdτ

= e
q[x(τ)]
kBT .

برابرند. هم با وارون شده زمان و واقعͬ زمان فرآیند دو هر مشاهدۀ احتمال نشود، تلف سامانه در گرمایی اگر
احتمال ،|q| ≫ T باشد بیشتر مبادلەشده گرمای هرچه است. زمان وارونͬ تقارن دارای سامانه صورت این در
این کنید توجه ͬ شویم. م نزدیͷ تر زمان وارونͬ تقارن شͺست حد به و ͬ شود م کمتر وارون فرآیند مشاهدۀ

است. صادق بدهد گرما یا بͽیرد گرما سامانه که حالتͬ دو هر برای موضوع

آنتروپی ۲ .۱۱

سامانه آنتروپی سهم و منبع آنتروپی سهم یعنͬ کل آنتروپی مورد در است لازم آنتروپی، کردن مشخص برای
است. همراه منبع آنتروپی افزایش با منبع)، به دادەشده (گرمای محیط در تلف شده گرمای کنیم. فکر جداگانه

کنیم: تعریف مسیر به وابسته کمیتͬ بەصورت ͬ توانیم م را آنتروپی از قسمت این

∆sⅿ[x(τ)] =
q[x(τ)]

T
= kB ln

P[x(τ)|x0]
P[x̄(τ)|x̄0]

. (۳۸)

به است. سخت تر کمͬ کارمان ذره آنتروپی تغییر مورد در ͬ کند. م مشخص را (محیط) منبع آنتروپی تغییر این
داده نشان C (x, t) با را باشد x مͺان در t لحظۀ در ذره اینکه احتمال چͽالͬ تابع بازگردیم. احتمالͬ توصیف
با فوکر⁃پلانک معادلۀ است لازم توزیع تابع این یافتن برای ͬ کند. م صدق فوکر⁃پلانک معادلۀ در که بودیم
(ذره) سامانه آنتروپی −

∫
dxC lnC مانند کمیتͬ شود استدلال است ممͺن شود. حل C0(x) اولیۀ شرط

محاسبۀ یا تعریف به علاقەمند ما ͬ دهد، نم را ما علاقۀ مورد کمیت رابطه این کنید توجه ولͬ ͬ دهد. م را
اطلاعͬ و دارد بستگͬ زمان به فقط قبلͬ مذکور کمیت هستیم. کلوییدی ذرۀ ͷی برای مسیر به وابسته آنتروپی
ͬ خواهیم م باشیم. داشته جزئیات به بیشتری توجه است لازم است. نشده گنجانده آن در نظر مورد مسیر از
توزیع ͷی با کنید فرض کنیم. محاسبه را است x(τ) نقطۀ در τ خاص لحظۀ در که کلوییدی ذرۀ ͷی آنتروپی
مسیر به وابسته تصادفͬ آنتروپی باشیم. داشته را C (x, t) و کرده حل را فوکر⁃پلانک معادلۀ C0(x) اولیۀ
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۳ ͬ کنیم: م تعریف زیر بەصورت را τ دلخواه لحظۀ در ذره

s(τ) = −kB lnC (x(τ), τ), (۳۹)

استفاده است ذره مسیر با منطبق که مͺان ͷی در و لحظه ͷی در فوکر⁃پلانک معادلۀ جواب از بالا رابطۀ در
توزیع تابع ͷی با کنیم: مرور است. وابسته C0(x) اولیۀ توزیع تابع به کمیت این که است مشخص کردەایم.
دست به زمان ها تمام در و نقاط تمام در توزیع تابع کرده حل را (ͬͺاسمولخوفس)پلانک فوکر معادلۀ اولیه
قرار x(τ) نقطۀ در اکنون و کرده شروع نقطەای ͷی از را حرکتش که ͬ خواهیم م را ذرەای آنتروپی ͬ آید. م

.−kB lnC (x(τ), τ) ͬ شود: م آنتروپی لحظه همین در دارد.
(0, x0) نقطۀ از گذار در ذره آنتروپی تغییر ͬ توانیم م ذره، لحظەای آنتروپی عنوان به بالا رابطۀ پذیرفتن با

بنویسیم: زیر بەصورت را (t, xt) به

∆s = −kB ln
C (xt, t)

C (x0, 0)
. (۴۰)

بنویسیم: زیر بصورت را فرآیند ͷی در آنتروپی تغییر ͬ توانیم م ۴۰ و ۳۸ ربطۀ دو ترکیب از

∆stot = kB ln
C (x0, 0)P[x(τ)|x0]
C (xt, t)P[x̄(τ)|x̄0]

= kB ln
P[x(τ)]

P[x̄(τ)]
. (۴۱)

است مسیر ͷی به شده داده نسبت احتمال دهندۀ نشان آن و کردەایم استفاده P[x(τ)] از آخر قسمت در
در اول درلحظۀ اینکه شرط به بود مسیر وقوع احتمال بود، شرطͬ احتمال که P[x(τ)|x0] با کنید مقایسه

باشد. بوده مشخص نقطۀ ͷی
کنیم: محاسبه زیر بەصورت را آنتروپی آنسامبلͬ میانگین تا ͬ دهد م اجازه ۳۹ تعریف

⟨s(τ)⟩ = −kB

∫
dxC (x, τ) lnC (x, τ),

لحظۀ در ͬͺاسمولوخوفس معادلۀ جواب های از استفاده با که است غیرتعادلͬ میانگین گیری ͷی بالا رابطۀ
داشت. خواهد بستگͬ زمان به قاعدتاً و شده انجام τ دلخواه

تعادل حالت در کنید توجه است. سازگار ͷترمودینامی تعادلͬ روابط با تصادفͬ، آنتروپی برای بالا تعریف
داریم: (f = 0)

Css(x) =
e
− U

kBT∫
dxe

− U
kBT

→ U − Ts = −kBT ln

∫
dxe

− U
kBT = −kBT lnZ = F (T, λ).

از فراتر آنتروپی، برای ارائه شده تعریف که ͬ دهیم م نشان ادامه در است. تعادلͬ پارش تابع Z آن در که
آنتروپی، برای تعریف این که ͬ دهیم م نشان دارد؟ دیͽری خواص چه تعادلͬ ͷترمودینامی روابط با سازگاری

ریزمقیاس، طول ͷی ͷکم با ͬͺفیزی سامانەهای در است. ابهام دارای آن لͽاریتم و است ͬͺفیزی بعد دارای احتمال چͽالͬ تابع ۳

کرد. جایͽزین ln
(
Cλ3

T
)

ابهام بدون و دقیق تر بەصورت را لͽاریتمͬ رابطۀ ͬ توان م ،λT مولͺول ها گرمایی موج طول مثلا́
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ͬ کند. م برآورده نتیجه ͷی عنوان به را ͷترمودینامی دوم قانون چͽونه
ولͬ دارد بستگͬ مسیر به محیط به دادەشده نسبت آنتروپی تغییر بله، دارد؟ بستگͬ مسیر به آنتروپی آیا
بستگͬ مسیر به هم کل آنتروپی تغییر صورت این در است. مسیر از مستقل کلوییدی) (ذرۀ سامانه آنتروپی

دارد.

دوم قانون ۳ .۱۱

ͬ کند؟ م تغییر چͽونه کل آنتروپی فرآیند، این در بͽیرید. نظر در را x(τ) مسیر با متناظر ͬͺترمودینامی فرآیند ͷی
توزیع تابع روی منبع، و سامانه سهم های مجموع یعنͬ کل، آنتروپی تغییرات از اگر دهیم نشان ͬ خواهیم م
زیر بەصورت کل آنتروپی تغییرات که کنیم توجه ابتدا است. افزایشͬ همواره نتیجه شود، میانگین گیری ذرات

است:

∆stot = s(τ) + ∆sⅿ[x(τ)] = s(τ) + T−1F ◦ dx → ṡtot = ṡ(τ) + T−1F ◦ ẋ.

ͬͺی دارد، سهم دو زمانͬ تغییرات که کنیم توجه سامانه، آنتروپی زمانͬ تغییرات محاسبۀ برای دیͽر، طرف از
ͬ شود: م وارد x(τ) طریق از که زمانͬ وابستگͬ دیͽری و زمان به صریح وابستگͬ

s = −kB lnC (x(τ), τ) → ṡ = −kBC −1 (∂τC + ẋ∂xC ) .

ͬ شود: م کل آنتروپی زمانͬ تغییرات نتیجه در

ṡtot(x(τ), τ) = −kBC −1 (∂τC + ẋ∂xC ) + T−1F ◦ ẋ.

تغییرات ͬ کند. م صدق j = −D∂xC + µFC جریان با ∂τC = −∂xj رابطۀ در احتمال چͽالͬ تابع
بالا رابطۀ در و کرده بازنویسͬ ∂xC = −j/D + (µ/D)FC بەصورت جریان حسب بر را چͽالͬ مͺانͬ

ͬ کنیم: م ساده D = µkBT ͷکم به را نهایی رابطۀ و داده قرار

ṡtot(x(τ), τ) = −kBC −1∂τC +
kB
DC

j ◦ ẋ

= −kBC −1∂τC +
kB
D

(
j

C
· ẋ+ 2D

2
∂x
j

C

)
, (۴۲)

از اکنون کردەایم. بازنویسͬ ایتو نمایش در را استراتونوویچ حاصل ضرب رانشͬ، جملۀ افزودن با دوم، خط در
گیرد. صورت باید مرحله دو در میانگین گیری ͬ کنیم. م میانگین گیری است آنتروپی تغییرات نرخ که بالا رابطۀ
عناصر تمامͬ روی میانگین گیری سپس و ͬ رسند م x(τ) نقطۀ به τ زمان در که مسیرهایی تمام روی اولا˟
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است: زیر انتگرال های محاسبۀ کارمان پس ͬ شوند. م داده C احتمال چͽالͬ با که آنسامبل

⟨ṡtot(x(τ), τ)⟩ = −kB∂τ
∫
dxC +

kB
D

∫
dx

(
j · ẋ+DC ∂x

j

C

)
= 0 +

kB
D

∫
dx

(
j · ẋ+ j

C
(−D∂xC )

)
= 0 +

kB
D

∫
dx
j2

C
. (۴۳)

انتگرال گیری با آخر جملۀ دوم، خط در است. شده صفر احتمال پایستگͬ بەخاطر اول جملۀ دوم، خط در
،C ≥ 0 همچنین و j2 ≥ 0 اولا˟ که کنید توجه اصلͬ، نتیجۀ دریافت برای است. آمده دست به جزءبەجز

ͬ شود: م حاصل زیر بەصورت نهایی نتیجۀ

⟨ṡtot(x(τ), τ)⟩ ≥ 0.

بلͺه تجربی، قانون ͷی عنوان به نه دوم، قانون صورت این به است. ͷترمودینامی دوم قانون بالا نتیجۀ
آمد. دست به دارد آماری ارزش که نتیجه ͷی بەصورت

مسیر انتگرال نمایش آنتروپی: تولید نرخ میانگین ۴ .۱۱

زمانͬ بازۀ ͷی در تولیدی آنتروپی شود؟ محاسبه چͽونه مسیر انتگرال نمایش در آنتروپی، تولید نرخ میانگین
ͬ کنیم: م تقسیم زمان اندازۀ بر گیری میانگین از بعد کرده، محاسبه را t

Σ = k−1
B ⟨ṡtot⟩ = k−1

B ⟨∆stot

t
⟩ = 1

t
⟨ln C (x0, 0)P[x(τ)|x0]

C (xt, t)P[x̄(τ)|x̄0]
⟩

=
1

t
ln

C (x0, 0)

C (xt, t)
+

1

t
⟨ln P[x(τ)|x0]

P[x̄(τ)|x̄0]
⟩ (۴۴)

ͬ شود: م زیر بصورت دوم جملۀ و ندارد سهمͬ اول جملۀ

Σ =
1

t
⟨ln P[x(τ)|x0]

P[x̄(τ)|x̄0]
⟩ = 1

kBT
⟨F ◦ ẋ⟩. (۴۵)

است: زیر بصورت بالا عبارت در پایستار نیروی جمله سهم که کنید توجه است. آشنایی رابطه این

−⟨∂xU ◦ ẋ⟩ = − d

dt
⟨U⟩ → 0 پایا حالت برای

تنها که حالتͬ برای صورت این به ندارند. آنتروپی تولید در سهمͬ پایستار نیروهای پایا، حالت در واقع در
:F = f e داریم ثابت خارجͬ نیروی ͷی

Σ =
1

kBT
⟨f e ◦ ẋ⟩ = 1

kBT
f e⟨ẋ⟩ = 1

kBT
× f e × µf e =

µ

kBT
f e2. (۴۶)
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ͬ انجامد. م بالا نتیجه به ثابت خارجͬ نیروی حد در هم ؟؟ رابطه که دهید نشان آسانͬ به

تفصیلͬ افت وخیز و انتگرالͬ افت وخیز قضایای ۵ .۱۱

قضیۀ عنوان با قوی تر رابطۀ ͷی در ͬ کند، م برآورده را ͷترمودینامی دوم قانون اینکه بر علاوه کل، آنتروپی
به رابطه این آوردن دست به برای ͬ کند. م صدق ( Integral fluctuation theorem) انتگرالͬ افت وخیز

داشتیم: زیر بەصورت این از پیش را مسیرها برای بودن بهنجار شرط ͬ کنیم. م عمل زیر ∫صورت
D [x]P[x(τ)|x0]P0(x0) = 1,

است: برقرار هم وارون شده مسیرهای برای بهنجارش ∫رابطۀ
D [x̄]P[x̄(τ)|x̄0]P1(x̄0) = 1.

وارون و اصلͬ مسیرهای آغازین نقاط برای بهنجار و دلخواه توزیع توابع P1(x̄0) و P0(x0) اخیر، رابطۀ دو در
کنیم: بازنویسͬ زیر بەصورت را وارون شده مسیرهای برای بودن بهنجار شرط هستند.

1 =

∫
D [x̄]

P[x̄(τ)|x̄0]P1(x̄0)

P[x(τ)|x0]P0(x0)
P[x(τ)|x0]P0(x0)

=

∫
D [x̄]e−

∆sⅿ
T
P1(x̄0)

P0(x0)
P[x(τ)|x0]P0(x0)

=

∫
D [x]e

−∆sⅿ
kB
P1(x̄0)

P0(x0)
P[x(τ)|x0]P0(x0),

(۴۷)

کردەایم. استفاده بود آمده دست به این از پیش که منبع با مبادلەشده آنتروپی و گرما رابطۀ از دوم، خط در

کردەایم. تبدیل اصلͬ مسیرهای روی انتگرال به را وارون مسیرهای روی انتگرال متغیر، تغییر با سوم، خط در
بنویسیم: زیر بەصورت را نهایی رابطۀ است. ۱ ژاکوبین اخیر، متغیر تغییر این در کنید توجه

⟨e−
∆sⅿ
kB

P1(xt)

P0(x0)
⟩ = 1. (۴۸)

معادلۀ جواب ،P1(xt) و P0(x0) توزیع توابع برای طبیعͬ انتخاب ͷی است. شده استفاده x̄0 = xt از که
است: C (x(τ), τ) یعنͬ ͬͺاسمولوخوفس

P0 = C (x0, 0), P1 = C (xt, t),

ͬ شود: م دیده داشتیم، آنتروپی برای پیش تر که تعریفͬ به توجه و انتخاب این با

P1(xt)

P0(x0)
= e

−∆s
kB .
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ͬ آید: م دست به کل آنتروپی برای زیر عمومͬ رابطۀ نتیجه در

⟨e−
∆stot
kB ⟩ = 1. (۴۹)

نقطۀ از که است مسیرهایی تمامͬ روی میانگین گیری است. موسوم انتگرالͬ افت وخیز قضیۀ به رابطه این
ولͬ است مسیرها روی میانگین گیری انتگرالͬ، افت وخیز رابطۀ در ͬ یابند. م ادامه (xt, t) نقطۀ تا (x0, 0)
است، آنتروپی تغییر مقدار ͷی با متناظر مسیر هر که آنجا از کرد: تفسیر ͬ توان م هم دیͽری طور را آن
ͷی برای گرفت. آنتروپی افت وخیزهای روی میانگین گیری با معادل ͬ توان م را مسیرها روی میانگین گیری
افت وخیزکننده کمیت ͷی آنتروپی ͬ کند، م وصل هم به را نهایی و آغازین نقطۀ دو که ͬͺترمودینامی فرآیند
دهیم. نشان P (σ) با را آنتروپی تغییر افت وخیزهای توزیع تابع ،σ اندازۀ به آنتروپی تغییر هر برای است.
توزیع تابع روی قید ͷی انتگرالͬ افت وخیز قضیۀ کردەایم. استفاده تگراری نماد از آنتروپی توزیع تابع برای

است: آنتروپی ∫افت وخیزهای ∞

−∞
dσP (σ)e

− σ
kB = 1.

جنسن، ریاضͬ قضیۀ به توجه با است. ͷترمودینامی دوم قانون انتگرالͬ، افت وخیز قضیۀ مهم پیامد ͷی
ͬ رسد: م ͷترمودینامی دوم قانون به بالا قضیۀ ،⟨eA⟩ ≥ e⟨A⟩

⟨∆stot⟩ ≥ 0.

فرآیندهای برای است. تعادلͬ فرآیندهای مختص تساوی بالا رابطۀ در ،ͷوپیͺماکروس ͷترمودینامی مشابه
میانگین صورت به تنها نه آنتروپی، تولید شدن صفر یعنͬ تساوی هستند، هم برگشت پذیر قاعدتاً که تعادلͬ

است. برقرار هم تنهایی به فرآیند هر برای قوی تر بەصورت بلͺه است برقرار
با متناظر مسیر هر است. برقرار میانگین بەصورت فقط دوم قانون رابطۀ غیرتعادلͬ، فرآیندهای برای
افزایشͬ تغییر ͷی برای بازگردیم. ⟨e−∆stot/kB⟩ = 1 انتگرالͬ افت وخیز رابطۀ به است. آنتروپی تغییر ͷی
بەصورت تا شود کاهشͬ آنتروپی مسیرها برخͬ برای تا است لازم نتیجه در ،e−∆stot/kB < 1 عامل آنتروپی،
صادق دوم قانون لزوماً تنها، مسیرهای برای دیͽر بیان به بماند. برقرار ⟨e−∆stot/kB⟩ = 1 رابطۀ میانگین

است. افزایشͬ حتماً که مسیرهاست روی آنتروپی تغییر میانگین است، شده تضمین آنچه نیست.
در آنتروپی افت وخیزهای توزیع تابع پایا، حالت در داد نشان ͬ توان م انتگرالͬ، افت وخیز قضیۀ بر علاوه

ͬ کند: م صدق زیر قوی تر رابطۀ

P (+σ)

P (−σ)
= e

σ
kB . (۵۰)

اندازۀ به آنتروپی تغییر ͷی مشاهدۀ احتمال رابطه، این در است. موسوم تفصیلͬ افت وخیز قضیۀ به رابطه این
با متناظر که فرآیندی که کنید توجه ͬ شود. م مقایسه −σ اندازۀ به آنتروپی تغییر ͷی مشاهدۀ احتمال با +σ

ͬ کند. م تغییر +σ اندازۀ به آنتروپی آن در که است فرآیندی وارون شدۀ است، −σ آنتروپی تغییر
کاهشͬ افت وخیز ͷی مشاهدۀ احتمال رابطه، این مطابق بͽیرید: نظر در را رابطه این مهم پیامد چند
،σ ≫ kB بزرگ، سامانەهای برای است. کمتر آنتروپی افزایشͬ افت وخیز ͷی از نمایی بەصورت آنتروپی
و ،σ ∼ kB ͷوپیͺمزوس سامانەهای برای ͬ شود. م نادر نمایی بەصورت کاهشͬ افت وخیز ͷی مشاهدۀ و
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ͬ شوند. م هم مرتبه افزایشͬ افت وخیزهای با کاهشͬ افت وخیزهای مشاهدۀ احتمال
شرط در تابع این ͬ دهد. م نشان را آنتروپی افت وخیز های توزیع تابع کیفͬ و شهودی بصورت ،۷ شͺل
آنتروپی توزیع تابع برای شهودی شͺل ͷی آبی منحنͬ چپ، قسمت در ͬ کند. م صدق تفصیلͬ افت وخیر
برای شهودی انتخاب این با ͬ دهد. م نشان را P (−σ) یعنͬ آن آینەای تصویر قرمز منحنͬ کنید توجه است.

ͬ کند. م برآورده را تفصیلͬ افت وخیز شرط که آوردەایم دست به را راست سمت شͺل آنتروپی، توزیع تابع

است. شده رسم کیفͬ بصورت آنتروپی افت وخیز های توزیع تابع :۷ شͺل

انتگرالͬ فصیلͬ افت وخیز قضیۀ اثبات ۶ .۱۱

از ͬ کنیم: م عمل زیر بەصورت (detailed fluctuation theorem) تفصیلͬ افت وخیز رابطۀ اثبات برای
تغییر میزان ͷی با متناظر ͬ کنند) م وصل هم به را xt و x0 نقطۀ که مسیر هایی تمام (بین مسیر هر که آنجا
تعداد چه ببینیم باید کنیم، محاسبه را σ میزان به آنتروپی مشاهدۀ احتمال بخواهیم اگر پس است، آنتروپی
زیر بەصورت تعریف طبق آنتروپی افت وخیزهای برای احتمال توزیع تابع داریم. آنتروپی این با متناظر مسیر

است:

P (+σ) =

∫
dx0

∫
x(τ):∆stot=+σ

D [x(τ)] P ss(x0) P[x(τ) | x0] (۵۱)

و
P (−σ) =

∫
dx0

∫
x(τ):∆stot=−σ

D [x(τ)] P ss(x0) P[x(τ) | x0]

باشد. (−σ) +σ با برابر آنتروپی تغییر در سهمشان که هستند مسیرهایی به مقید مسیر انتگرال های آنها در که
وارون شده مسیرهای روی انتگرال به را x(τ) مسیرهای روی اول) (خط انتگرال ͬ خواهیم م متغیر، تغییر ͷی با

که: کنیم توجه اولا˟ کنیم. تبدیل x̄(τ)

∆stot[x̄(τ)] = −∆stot[x(τ)],

داریم: همچنین و

P[x(τ) | x0] = P[x̄(τ) | x̄0] e∆stot[x(τ)]/kB
P ss(xt)

P ss(x0)
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ͬ شود: م زیر بەصورت ۵۱ رابطۀ در موجود انتگرال x̄0 = xt و ∆stot[x(τ)] = +σ جایͽزینͬ با

P (+σ) =

∫
dx0

∫
x̄(τ)

D [x̄(τ)] P ss(x0)

[
P[x̄(τ) | xt] e+σ/kB

P ss(xt)

P ss(x0)

]
ͬ شود: م ساده P ss(x0) عامل که

P (+σ) = e+σ

∫
dxt

∫
x̄(τ)

D [x̄(τ)] P ss(xt) P[x̄(τ) | xt]

حالت در زیرا ͬ دهد، م را واقعͬ مسیر در −σ آنتروپی تغییر ͷی مشاهدۀ توزیع تابع دقیقاً بالا رابطۀ انتگرال
نتیجه: در هستند. یͺسان آماری وزن دارای وارون شدەاش با فرآیند ͷی ∫پایا

dxt

∫
x̃(τ)

D [x̃(τ)] P ss(xt) P̃[x̃(τ) | xt] = P (−σ)

ͬ شود: م نهایی نتیجۀ پس
P (+σ) = e+σ/kB P (−σ)

است. تفصیلͬ افت وخیز قضیۀ صورت این و

کروکز و ͬͺیارژینس روابط ۱۲

بەصورت کنترل پارامتر طریق از پتانسیل زمانͬ وابستگͬ و f = 0 نداریم غیرپایستار نیروی هیچ کنید فرض
با که باشد تعادلͬ حالت ͷی در سامانه اول لحظۀ در کنید فرض این بر علاوه است. شده داده U(x, λ(t))

باشد: شده داده زیر توزیع تابع

P0(x0) = e
−U(x0,λ0)−F (λ0)

kBT ,

داریم: را زیر انتخاب هم نهایی نقطۀ توزیع تابع برای و

P1(xt) = e
−U(xt,λt)−F (λt)

kBT .

که: ͬ بینیم م ،۴۸ رابطۀ در بالا انتخاب های دادن قرار با

⟨e−
∆sⅿ
kB

P1(xt)

P0(x0)
⟩ = ⟨e−

w−∆U
kBT

P1(xt)

P0(x0)
⟩ = ⟨e−

w−∆F
kBT ⟩ = 1. (۵۲)

ͬ آید: م دست به زیر مهم نتیجۀ خلاصه بەصورت

⟨e−
w

kBT ⟩ = e
− ∆F

kBT . (۵۳)

۵۶



کمیت ͷی که انتها و ابتدا حالت دو آزاد انرژی اختلاف است، موسوم ͬͺیارژینس رابطۀ به که بالا رابطۀ در
با واقع در ͬ شود. م مربوط e−w/kBT غیرتعادلͬ میانگین به ،∆F = F (λt) − F (λ0) یعنͬ است تعادلͬ
را آزاد انرژی یعنͬ تعادلͬ، مشخصۀ ͷی ͬ توان م آنها روی میان گیری و کار از غیرتعادلͬ اندازەگیری سری ͷی

ͬ گیرد. م صورت مختلف مسیرهای تمام روی میانگین گیری آورد. بەدست
هم تفصیلͬ افت وخیز رابطۀ ͷی انتگرالͬ افت وخیز قضیۀ با متناظر که شد داده نشان پیشین، بخش در
کار افت وخیز مورد در ͬͺیارژینس رابطۀ آنتروپی. افت وخیز برای بودند روابطͬ اخیر رابطۀ دو این دارد. وجود
داد نشان ͬ توان م است. افت وخیزکننده کمیتͬ فرآیند، ͷی در انجام شده کار ،ͬͺیارژینس رابطۀ طبق است.
دارد وجود زیر بەصورت کار احتمال توزیع تابع برای تفصیلͬ افت وخیز رابطۀ ͷی ،ͬͺیارژینس رابطۀ با متناظر

است: مشهور کروکز رابطۀ با که
P (+w)

P (−w)
= e

w−∆F
kBT .

فرآیند در (طبعاً −w اندازۀ با کار مشاهدۀ احتمال با را w مشخص اندازۀ با کار مشاهدۀ احتمال رابطه این
بەصورت بالا رابطۀ بازنویسͬ با و صریحاً را موضوع این داریم تمایل گاهͬ ͬ کند. م مقایسه زمانͬ)، وارون شدۀ

دهیم؛ نشان زیر
Pf (+w)

Pr(−w)
= e

w−∆F
kBT .

در آوریم. دست به را حالت ها بین آزاد انرژی اختلاف کار، توزیع تابع اندازەگیری با ͬ دهد م اجازه رابطه این
ͬ آزماید. م را بالا رابطۀ که ͬ شود م اشاره آزمایشͬ به بعدی قسمت

RNA کشیدن آزمایش ۱۳

تصادفͬ مسیرهای روی براونͬ ذرۀ ͷی حرکت برای را قبلͬ قسمت رابطۀ آخرین یعنͬ کروکز، رابطۀ هرچند
است. صادق گرمایی افت وخیزکنندۀ فرآیندهای تمام برای است شده نوشته که بەصورتͬ ولͬ آوردیم بەدست
سعͬ آنها کشیدن و نوری انبرک توسط آن سر دو گرفتن با که بͽیرید نظر در را RNA ماکرومولͺول مثلا́
خودش روی معمولا˟ ولͬ تک رشتەای پلیمر ͷی این واقع در .[۱۲] کنیم باز را RNA تاخوردگͬ ͬ کنیم م
مشاهدۀ با کنید. نگاه ۸ شͺل به ͬ دهد. م سنجاق سر به موسوم دورشتەای ساختار ͷی تشͺیل و تاخورده
از و کار توزیع تابع ͬ توان م هستند هم وارون که ͬ ها تاخوردگ بستەشدن و بازشدن فرآیندهای در کار افت وخیز
باز مولͺول های از که است پلیمری تک رشتەای مولͺول ͷی RNA مولͺول یافت. را تاشدگͬ آزاد انرژی آنجا
بدهد. hairpin سنجاقͬ ساختار تشͺیل و تاخورده خودبەخودی ͬ تواند م مولͺول این شده. درست مختلف
با مͺمل جفت بازهای و گرفته قرار هم کنار رشته همان از دیͽر قسمتͬ با رشته از قسمت هایی حالت این در
نیرو اعمال با ͬ شود. م باز هم از دورشتەای ساختار این نظر مورد آزمایش در ͬ دهند. م هیدروژنͬ پیوند هم
قسمت در اخیر رابطۀ شود. تشͺیل مجدداً بازشده پیوند داد اجازه یا کرد باز را پیوندی جفت باز ͷی ͬ توان م

نوشت: زیر بەصورت ͬ توان م w = ∆F برای را قبل

Pf (∆F ) = Pr(−∆F ).

انرژی مقدار ،Pr(−w) و Pf (w) شدن، بسته و بازشدن فرآیندهای در کار توزیع تابع دو تلاقͬ نقطۀ یعنͬ
(رنگ های مختلف سرعت های با آزمایش است. مشخص ۸ شͺل در موضوع این ͬ دهد. م را تاخوردگͬ آزاد

۵۷



هم به رشتۀ دو که ͬ بینید م را شده دورشتەای و تاخورده سنجاقͬ بەصورت که RNA از قطعه ͷی :۸ شͺل
نیرو⁃ منحنͬ ͬ شوند. م کشیده نوری انبرک توسط و DNA جنس از دستەهایی توسط سو دو از چسبیده
اندازەهای با کار مشاهدۀ احتمال است. محاسبه قابل کار نیرو⁃جابجایی روی از و شده داده نشان جابجایی
فرآیندهای در احتمال توابع تلاقͬ شده. رسم سنجاقͬ ساختار شدن بسته و شدن باز فرآیندهای در مختلف
کم وبیش ͬͽهم و شده تکرار مختلف سرعت های در آزمایش ͬ دهد. م را تاخوردگͬ انرژی میزان وارون، و اصلͬ

.[۱۲] ͬ دهند م تاخوردگͬ انرژی برای ثابت مقدار ͷی

۵۸



است. آمده دست به W = 110kBT با برابر تاخوردگͬ انرژی همواره و شده تکرار منحنͬ) مختلف

گسسته حالت های با سامانه ۱۴

دسترسشان در حالت های که سامانەهایی به ͬ توان م بەسادگͬ را پیشین بخش های در مطرح شده ایدەهای
گسستەای حالت های کنید فرض است. حرکت بودن مارکوفͬ است مهم که چیزی آن داد. تعمیم است گسسته
بین گذار نرخ و Px(τ) با را حالت هر در بودن احتمال ،{x} مجموعۀ با را است سامانه دسترس در که

با را حالت ها
kx→x′ = kx′x

با سامانه مارکوفͬ ͷدینامی است. شده مشخص λ(τ) با زمان به وابسته کنترل پارامتر قبل مشابه دهیم. نشان
ͬ شود: م داده زیر رابطۀ

d

dτ
Px(τ) =

∑
x′ ̸=x

jxx′ =
∑
x′ ̸=x

(kxx′Px′ − kx′xPx) ,
∑
x

Px(τ) = 1.

است. x حالت به واردشده خالص جریان jxx′ بالا رابطۀ در
وجود هم kx′x یعنͬ عکس جهت در پرش kxx′ پرش هر با متناظر اگر ͷوپیͺروسͺمی برگشت پذیری

است. میͺروسͺوپی برگشت پذیری دارای سامانه ͬ گوییم م برابر)، نرخ های با لزوماً نه (البته باشد داشته
پایستگͬ قانون ͷی بەصورت ͬ توان م را بالا رابطۀ است، پیوسته حالت ها فضای که حالتͬ در متصل شبͺۀ
نقاط تمام اگر و ͬ دهند م شبͺه ͷی تشͺیل سامانه حالت های تمام گسسته، حالت های به برگردیم دید. احتمال
شبͺۀ ͷی حالت ها، شبͺۀ ͬ گوییم م باشد دسترسͬ قابل راه، ͷی از دست کم دیͽر، نقاط تمام به شبͺه این
ͷی مطابق داد. نسبت گذار) نرخ = ماتریس (عناصر مجاورت ماتریس ͬ توان م شبͺەها به است. متصل
صحبت کاهش ناپذیر و مثبت عناصر با مربعͬ ماتریس های ویژەمقدار مورد در که خطͬ جبر در اساسͬ قضیۀ
Perron- پرون⁃فروبنیوس قضیۀ مطابق ͬ آید. م دست به سامانه تعادل حالت از مناسبی اطلاعات ͬ کند، م
ͬ اش حقیق قسمت که مجاورت ماتریس از ویژەمقداری متصل، و متناهͬ شبͺۀ ͷی برای ،Frobenius
مؤلفەهای دارای حتماً هم آن با مرتبط ویژەبردار و است. غیرتبهͽن و حقیقͬ کاملا́ حتماً است، بیشترین
ویژەمقدار بزرگ ترین این تا ͬ شود م لازم احتمال ها، بودن بهنجار قید با ͬͺفیزی سامانۀ ͷی برای است. مثبت
یا تعادل حالت ویژەمقدار، این با متناظر ویژەبردار بود. نخواهد اعمال قابل بودن بهنجار قید وگرنه شود صفر
ͬ رسد. م آن به بزرگ بسیار زمان های در سامانه و داد خواهیم نشان P s

x با که بود خواهد سامانه پایای حالت
است.

∑
x′ jxx′ = 0 رابطۀ جواب پایا حالت پایا حالت

۴ هستیم: jxx′ = 0 قوی تر شرط با تعادل حالت مطالعۀ به علاقەمند گاهͬ ولͬ تفصیلͬ موازنۀ

jxx′ = 0 → kxx′P s
x′ = kx′xP

s
x, ∀ x′ ̸= x

ͬ بینیم م بەراحتͬ بالا شرط داشتن با است. معروف تفصیلͬ موازنۀ به و کرده تعریف را تعادل حالت بالا، شرط

مرزها در اگر که هستیم ∇ · j = 0 جواب های دنبال به ͬ شود. م فهمیده راحت تر پیوسته حالت در موضوع این که کنید ۴توجه

کنیم.  جایͽزین j = 0 شرط با را اخیر شرط ͬ توانیم م بەراحتͬ نیست جریانͬ بدانیم
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ͬ شود: م برقرار زیر رابطۀ فرآیندها از سلسله هر برای که

kx0x1kx1x2 · · · kxnx0 = kx0xn · · · kx2x1 · · · kx1x0 . (۵۴)

ͷوپیͺروسͺمی برگشت پذیری واقع در و شمرده مجاز را وارون فرآیندهای بالا، رابطۀ نوشتن در که است واضح
بالا رابطۀ برابر. نرخ های با لزوما نه البته داریم هم را kji وارون گذار kij گذار هر برای یعنͬ شمردەایم، مجاز را
پادساعتگرد و ساعتگرد راستای در گذار نرخ های حاصلضرب است، برقرار حالت ها   بین بستەای حلقۀ هر روی
نرخ های حاصلضرب بالا، رابطۀ بصورت ترکیبی که دید خواهیم بعدی قسمت های در ͬ شوند. م برابر هم با

شد. خواهد مربوط آنتروپی تغییر و شده مبادله گرمای به وارونشان، و ͬͺترمودینامی فرآیند های برای گذار
است: زیر بەصورت معمولا˟ تفصیلͬ موازنۀ رابطۀ ،ͬͺترمودینامی سامانەهای مورد در تفصیلͬ: موازنۀ

kxx′

kx′x
=
P s
x

P s
x′

= e
−

ϵx−ϵx′
kBT . (۵۵)

رابطۀ از گاهͬ ͬͺغیرترمودینامی سامانەهای مورد در است. حالت هر به نسبت دادەشده انرژی ϵx آن در که
ͬ شود: م استفاده انرژی تعریف برای اخیر

ϵx = −kBT lnP s
x.

تصادفͬ مسیرهای ۱ .۱۴

لحظۀ تا و شده شروع x0 از τ = 0 لحظۀ در که کنیم فکر مسیری به نیز اینجا پیوسته، حالت های مشابه
ذره این ببینیم ͬ خواهیم نم قبل مشابه دهیم. نشان xt با را آخر لحظۀ در سامانه حالت ͬ کند. م پیدا ادامه τ = t

ممͺن مسیرهای زیاد تعداد از کدام هر ببینیم ͬ خواهیم م ͬ رود، م کجا ͬ شود م شروع حرکتش اول نقطۀ از که
ͬ کند م عبور مشخصͬ حالت های از که مشخص مسیر ͷی به پس دارد. احتمالͬ چه کرد، تصور ͬ توان م که
است، x0 حالت در τ = t0 لحظۀ در است: صورت این به خاص مسیر ͷی ،۹ شͺل مطابق علاقەمندیم.
ͬ ماند م حالت همان در ͬ شود. م انجام x1 حالت به گذار ͷی τ = t1 لحظۀ در تا ͬ ماند م حالت همان در
برسد. xf نهایی حالت به τ = tf لحظۀ در تا آخر الͬ و شود انجام x2 حالت به گذار ͷی t2 لحظۀ در تا

ͬ دهیم: م نمایش زیر بەصورت را آن بیابیم، را تصادفͬ مسیر این برای گذر احتمال ͬ خواهیم م

P[x(τ)] = P[x(τ)|x0]Px0(t0).

x0 حالت در t0 لحظۀ در که سامانەای برسیم: کوچͷ تری سؤال به دهیم، پاسخ بالا سؤال به اینکه از قبل
گذار نرخ است؟ چقدر بماند ثانیه t1 − t0 مدت به حالت همان در اینکه احتمال است،

1− dt
∑
x ̸=x0

kxx0 = 1− dtkout
x0

∼ e−dtkout
x0

هیچ به (گذار بماند x0 حالت در سامانه dt ͷکوچ بی نهایت زمان ͷی در که ͬ دهد م نشان را این احتمال
متناهͬ زمان بازۀ ͷی در x0 حالت در سامانه ماندن احتمال صورت این در ندهد). انجام را دیͽری حالت

۶۰



انرژی فضای در مسیر ͷی پایین: است. شده داده نشان حالت ها فضای در تصادفͬ مسیر ͷی بالا: :۹ شͺل
تغییر خاطر به زمانͬ بازۀ این در است. ϵ2 انرژی حالت در t1 تا t0 زمان از سامانه است. شده داده نشان
این پایان در است). کردن غیرتعادلͬ سازوکار اولین کار (این ͬ کند م تغییر کمͬ تراز آن انرژی کنترل، پارامتر
(این داد تغییر خارجͬ عوامل با ͬ توان م را گذار نرخ گذار، فرآیند در ͬ کند. م گذار ϵ0 انرژی تراز به سامانه بازه
q02 = ϵ2 − ϵ0 +∆02 انرژی (محیط) گرمایی منبع گذار این در است). کردن غیرتعادلͬ سازوکار دومین
میزان q02 و ∆02 ̸= 0 نیستند، تعادل در که حالا و ∆02 = 0 بودند تعادل در منبع و سامانه اگر ͬ گیرد. م را
گذار، نرخ تغییر و خارجͬ پارامتر کنترل با انرژی تغییر گفتەشده، عوامل دوی هر ͬ دهد. م نشان را گرما مبادلۀ
کار شد بحث که مسیر ͷکوچ تکۀ همین برای مثلا́ ͬ دهند. م تشͺیل را سامانه روی انجام شده کار مجموعاً

.w =
∫ t1
t0
λ̇(t′)ϵ2(λ)dt

′ +∆02 ͬ شود: م

ͬ آید: م دست به ͷکوچ بی نهایت زمان های به بازه آن گسستەسازی از زیر بەصورت t1 − t0

prob. ⅾweⅼⅼ = e−dtkout
x0 × e−dtkout

x0 · · · = e−
∫ t1
t0

dt′kout
x0

(t′).

ͬ شود: م زیر بەصورت حالت ها شبͺۀ در مشخص مسیر ͷی از عبور احتمال بالا، رابطۀ داشتن با اکنون

P[x(τ)] = e−
∫ tf
tn

dt′kout
x0

(t′) × · · · × kx2x1 × e−
∫ t2
t1

dt′kout
x0

(t′) × kx1x0 × e−
∫ t1
t0

dt′kout
x0

(t′)Px0(t0).

است: بهنجار زیر بەصورت احتمال این

∑
x0

∫
D [x]P[x] =

∑
x0

∞∑
n=0

∑
x1,x2,···xn

∫ t2

t0

dt1

∫ t3

t1

dt2 × · · ·P[x] = 1.

۶۱



(مسیر هایی گرفت نظر در ͬ توان م که میانͬ نقاط تعداد تمام روی ، x0 اولیه حالت های تمام روی بالا رابطۀ در
ͬ توان م میانͬ نقاط برای که ترکیب هایی تمام روی آخر)، الͬ و میانͬ نقطۀ n = 1 میانͬ، نقطۀ n = 0 با
در ͬ شود. م بسته جمع کرد توقف میانͬ نقطۀ هر در ͬ توان م که زمانͬ بازەهای تمام روی نهایت در و برگزید

ͬ شود. م گرفته انتگرال آخر، الͬ و t2 روی بعد t1 روی ابتدا انتگرال ها، محاسبۀ

گرما کار، ۲ .۱۴

این بͽیریم. نظر در را دارد، وجود آنها برای انرژی تراز مفهوم که آنهایی ،ͬͺفیزی سامانەهای بحث ادامۀ برای
از گذار ͷی در ͬ دهیم. م نشان ϵx(λ(τ)) با که است حالت هر با متناظر انرژی گسستۀ تراز های دارای سامانه

با را درونͬ) انرژی انرژی(تغییر تغییر ͬ شود، م عوض سامانه حالت و کنترلͬ پارامتر که tf تا t0 زمان

U = ϵxf
(tf )− ϵx0(t0),

ͬ دهیم. م نشان
به سامانه کنیم. فکر کار به اول است. زیر بەصورت گسسته سامانەهای در آنتروپی و گرما کار، مفاهیم
ϵx(λ(τ)) بەصورت را انرژی ها که زمان به وابسته کنترل پارامتر طریق از ͬͺی دارد، ارتباط خارج با طریق ۲
را گذار نرخ های ͬ توان م که است صورت این به خارج با سامانه برهمͺنش سازوکار دومین ͬ دهد. م تغییر
ͬ شود: م داده زیر بەصورت آنها تعادلͬ شͺل از گذار نرخ های تغییر کار، از صورت دومین این در داد. تغییر

kxx′

kx′x
= e

−
ϵx−ϵx′−∆xx′

kBT .

در تغییر این مثلا́ ͬ رسد، م سامانه به خارج با برهمͺنش از که است آزاد انرژی لحظەای مقدار ∆xx′ آن در که
ͬ شود. م گفته تعمیم یافته تفصیلͬ موازنۀ بالا، رابطۀ به شود. تأمین شیمیایی واکنش های از ͬ تواند م گذار نرخ
وابسته کار ͬ توانیم م ͬ رسانند، م را سامانه روی کار انجام واقع در که بالا روش دو هر گرفتن نظر در با اکنون
بەصورت ͬ زند، م سر دیͽر حالت n به و شروع 0 حالت ͷی از و شده معرفͬ قبلا که مسیری برای را، مسیر به

بنویسیم: زیر

w[x(τ)] =
n∑

k=0

∫ tk+1

tk

dt′λ̇∂λϵxk
+

n∑
k=1

∆xkxk−1
. (۵۶)

گذار در کار سهم دومͬ و است متوقف حالت ها در ذره که وقتͬ کنترل پارامتر تغییر از ناشͬ سهم اول جملۀ
حالت هاست. بین

با انرژی مبادله یعنͬ اتفاق، این ͬ کند. م مبادله منبع با سامانه که است انرژی از قسمتͬ گرما چطور: گرما
حالت هاست در ماندگاری زمان در سامانه که زمان هایی در ͬ دهد. م رخ حالت ها بین گذار های در فقط منبع
سهمͬ آن تغییر و است آهسته آنقدر کنترلͬ پارامتر تغییر که است این بر فرض ͬ کند، م تغییر کنترلͬ پارامتر که

ͬ شود: م گرما ندارد. انرژی در

q[x(τ)] =
n∑

k=1

(
−ϵxk

(tk) + ϵxk−1(tk) +∆xkxk−1

)
. (۵۷)
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کنیم: توجه اکنون

w[x(τ)]− q[x(τ)] =
n∑

k=0

∫ tk+1

tk

dt′λ̇∂λϵxk
−

n∑
k=1

(
−ϵxk

(tk) + ϵxk−1(tk)

)
,

که: ͬ شود م دیدە بسهولت

w[x(τ)]− q[x(τ)] = ϵxf
(tf )− ϵx0(t0),

رابطۀ به توجه با و صورت این در بودیم. کرده تعریف درونͬ انرژی عنوان به قبلا که است همان نتیجه
مطابق را حالته ۴ سامانۀ ͷی مثلا́ سازگارند. ͷترمودینامی اول قانون با گرما و کار تعاریف ،w − q = ∆U

قرمز رنگ با که خاص مسیر ͷی است. شده داده نشان گذار نرخ های تمام با حالته ۴ سیستم ͷی :۱۰ شͺل
زمان در ͬ ماند. م حالت آن در ta زمان تا و است 1 حالت در t0 زمان در است: صورت این به شده داده نشان
تراز به آنگاه مانده آنجا tc زمان تا ͬ رود. م 4 حالت به آنگاه و ͬ ماند م آنجا tb زمان تا و ͬ رود م 2 حالت به ta

ͬ ماند. م آنجا td نهایی زمان تا و ͬ رود م 3

نشان شͺل در که خاص فرآیند ͷی ͬ دهیم. م نشان {1, 2, 3, 4} با را حالت ها که بͽیرید نظر در ۱۰ شͺل
انجام شͺل زیر دادەشده توضیح زمان بندی مطابق را 1 → 2 → 4 → 3 مسیر که بͽیرید نظر در را شده داده

است: زیر بەصورت مسیر این وقوع احتمال ͬ دهد. م

P(1243) = e−
∫ td
tc

dt′kout
3 (t′)×k34×e−

∫ tc
tb

dt′kout
4 (t′)×k42×e−

∫ tb
ta

dt′kout
2 (t′)×k21×e−

∫ ta
t0

dt′kout
1 (t′)

P1(t0)

داریم: آن در که
kout
1 = k21 + k31 + k41, kout

2 = · · · .

ͬ شود: م مسیر این در منبع به دادەشده گرمای

q(1243) = (ϵ1(ta)− ϵ2(ta) + ∆21) + (ϵ2(tb)− ϵ4(tb) + ∆42) + (ϵ4(tc)− ϵ3(tc) + ∆34) .
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:1 → 2 سادەتر گذار ͷی در

q21 = q(1 → 2) = −ϵ2 + ϵ1 +∆21,

چون و
k21
k12

= e
ϵ1−ϵ2+∆21

kBT ,

پس:

q21 = q(1 → 2) = kBT ln
k21
k12

.

داریم: گذار نرخ های و انرژی ها اختلاف بین رابطۀ به توجه با

qij(t) = kBT ln
kij(t)

kji(t)
,

ͬ شود: م حالته ۴ سیستم مثال در مشخص شده مسیر برای گرما و

q(1243) = kBT ln
k21(ta)k42(tb)k34(tc)

k12(ta)k24(tb)k43(tc)
,

مقایسه وارونش با فرآیند ͷی در گذار نرخ های حاصلضرب هم اینجا دارد. شباهت ۵۴ رابطۀ به بالا رابطۀ
هستند تعادل در و است ͬͺی ابتدا و انتها نقطه که فرآیند هایی برای ترکیبی چنین که بودیم دیده قبلا ͬ شود. م

داریم: کار مورد در ͬ شود. نم مباده محیط با گرمایی تعادلͬ فرآیندهای چنین در ͬ شود. م ۱ برابر

w(1243) =

∫ ta

t0

dt′ϵ1(t
′)+

∫ tb

ta

dt′ϵ2(t
′)+

∫ tc

tb

dt′ϵ4(t
′)+

∫ td

tc

dt′ϵ3(t
′)+∆21+∆42+∆34.

آنتروپی ۳ .۱۴

ͬͺترمودینامی فرآیند ͷی در مسیر به وابسته که (منبع) محیط آنتروپی تغییر برویم: آنتروپی سراغ به اکنون
است: زیر بەصورت است

∆sⅿ[x(τ)] = q[x]/T = kB ln
k21(ta)k42(tb)k34(tc)

k12(ta)k24(tb)k43(tc)
,

بیان که ͬ شود م دیده همچنین نوشتەایم. قبلͬ حالتͬ ۴ سامانۀ مثال برای را آنتروپی فهم، در سهولت برای
کردەاست. راحت تر را کارمان گذار نرخ های حسب بر آنتروپی

لحظەای وضعیت اینکه به توجه با لحظه هر در ͬ دانیم؟ م چه کلوییدی) (ذرۀ سامانه آنتروپی مورد در
ͬ شود: م سامانه آنتروپی چیست

s(t) = sj(t) = −kB lnPj(t),
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سامانه آنتروپی تغییر مورد در ͬ توانیم م است. شده گرفته نظر در j حالت سامانه لحظەای حالت بالا رابطۀ در
در و بوده i حالت در سامانه ti زمان در که بͽیرید نظر در را فرآیندی بپرسیم. ͬͺترمودینامی فرآیند ͷی در

ͬ شود: م آنتروپی تغییر ͬ رسد، م f حالت به tf نهایی زمان

∆s = −kB ln
Pf (tf )

Pi(ti)
,

است: چقدر سامانه آنتروپی لحظەای میانگین بپرسیم ͬ توانیم م بالا، کمیات بر علاوه

⟨s⟩ =
∑
j

Pj(t)sj(t) = −kB
∑
j

Pj(t) lnPj(t).

بͽیریم: نظر در زیر بەصورت ͬͺترمودینامی فرآیند ͷی در را منبع + سامانه کل، آنتروپی تغییر ͬ توانیم م حال

∆stot = ∆s+∆sⅿ,

داریم: حالته، ۴ سیستم مثال در مشخص شده مسیر برای

∆stot = kB ln
P1(t0)k21(ta)k42(tb)k34(tc)

P3(td)k43(tc)k24(tb)k12(ta)
.

وارون شده مسیر و مستقیم مسیرهای بین نسبت به کل آنتروپی تغییر که ͬ بینید م پیوسته، نسخۀ با مقایسه در
گذار نرخ های در ضرب باشد ۱ حالت در سامانه اول لحظۀ در اینکه احتمال کسر: صورت ͬ کند. م پیدا بستگͬ
ضرب باشد ۳ نهایی حالت در نهایی لحظۀ در اینکه احتمال کسر: مخرج برسد. نهایی حالت به تا پی درپی
گذار های برای قبلا که است رابطەای همان این برسد. اولیه حالت به تا پی درپی وارون گذار های نرخ های در

بود. شده نوشته زیر بصورت پیوسته

∆s = kB ln
P[x]

P[x̄]
.

خاص لحظۀ ͷی در یعنͬ است. زمان واحد در آنتروپی تغییرات نرخ علاقەمندیم، آن به که مهمͬ سؤال
ͬ تواند م سامانه خاص لحظۀ ͷی در داشتیم، که احتمالͬ توصیف در ͬ کند. م زمان واحد در تغییری چه آنتروپی
سهم باید کامل و دقیق محاسبۀ ͷی در دهد. انجام را گذارها از کدام هر ͬ تواند م یا باشد حالت ها کدام هر در

ͬ دهد: م را زیر نهایی نتیجۀ دقیق محاسبۀ ͷی کرد. لحاظ را آنتروپی تغییر در ممͺن راەهای همۀ

⟨ṡtot⟩ =
kB

2

∑
ij

jij(t) ln
kij(t)Pj(t)

kji(t)Pi(t)

=
kB

2

∑
ij

jij(t) ln
kij(t)

kji(t)
+
kB

2

∑
ij

jij(t) ln
Pj(t)

Pi(t)

= ⟨ṡⅿ⟩+ ⟨ṡ⟩ (۵۸)
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که نتیجه این .jij(t) = (kijPj − kjiPi) داریم: آن در که

⟨ṡtot⟩ ≥ 0,

ͬ دهد. م را ͷترمودینامی دوم قانون
تمامͬ و است پیوسته حالت مشابه گسسته سامانەهای در ͷترمودینامی کمیات ساختار نهایی: نتیجۀ

بود. خواهند برقرار آنجا قضایای و روابط

ͬͺترمودینامی قطعیت عدم ۱۵

در دقت میزان بین قطعیتͬ عدم رابطۀ همراەاند، خالص جریان ͷی تولید با که تعادل از دور سامانەهای در
(دقت کم افت وخیز با جریان هایی به دست یابی برای است. برقرار شده تولید آنتروپی و شده تولید جریان
ͬͺترمودینامی قطعیت  عدم نوع سادەترین مثال، ͷی با ادامه در شود. تولید بیشتری آنتروپی تا است لازم بالا)،

ͬ دهیم. م نشان را (Thermodynamic Uncertainty Relation: TUR)
یͷ بعدی شبͺەی ͷی روی ذره ͷی بͽیرید. نظر در را زمان ⁃پیوسته ناهمسانگرد تصادفͬ گشت مدل
این اگر بردارد. چپ به گام ͷی β نرخ با و راست به گام ͷی α نرخ با ͬ تواند م لحظه هر در و ͬ کند م حرکت
آنگاه α ̸= β اگر اما است. تعادل در سیستم و است جهت بدون متوسط طور به حرکت باشند، برابر نرخ دو
زمان در ذره اینکه احتمال ͬ گیرد. م قرار تعادل از دور حالت ͷی در سیستم و ͬ آید م وجود به خالص رانش ͷی

است: زیر بصورت تحولͬ معادلۀ دهیم. نشان Pn(t) با را باشد n نقطۀ در t

Ṗn(t) = −(α + β)Pn(t) + αPn−1(t) + βPn+1(t),

مͺان میانگین بͽیریم. واحد با برابر را شبͺه ثابت و شود شروع X0 = 0 از اول لحظۀ در حرکت کنید فرض
کنیم: محاسبه ͬ توانیم م زیر بصورت را آن واریانس و

⟨X⟩t =
∑
n

nPn(t), VarX =
√
⟨X2⟩t − ⟨X⟩2t ,

n در را اصلͬ تحولͬ معادلۀ آورد. دست به را بالا کمیات ͬ توان م راحتͬ به احتمال تحول معادلۀ از شروع با
ببندیم: جمع n روی و کرده ضرب

∂t⟨X⟩ = (α− β), → ⟨X⟩ = (α− β)t,

ببندیم: جمع n روی و کرده ضرب n2 در

∂t⟨X2⟩ = (α + β) + 2(α− β)⟨X⟩, → ⟨X2⟩ = (α + β)t+ (α− β)2t2,

داشت: خواهیم
⟨X⟩t = (α− β)t, VarX = (α + β)t,
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تعداد منهای راست پرش های تعداد یعنͬ ͬ کنیم؛ م تعریف t زمان تا خالص جابجایی عنوان به را ⟨X⟩t کمیت
کنید: ملاحظه را زیر کمیت چپ. پرش های

VarX

⟨X⟩2t
=

α + β

(α− β)2t
. (۵۹)

ͬ دهد. م نشان را شده تولید جریان نسبی افت وخیز کمیت این
راست به ⟨N+⟩ با فرآیند ͷی کنید فرض کنیم. محاسبه را آنتروپی تولید نرخ میانگین ͬ خواهیم م اکنون

ͬ شود: م مسیر این در آنتروپی تغییر باشیم. داشته چپ به ⟨N−⟩ و

∆stot = kB ln(
α

β
)N

+

+ kB ln(
β

α
)N

−
= kB(N

+ −N−) ln
α

β
,

ͬ شود: م آنتروپی تولید نرخ

Σ =
1

kB
⟨∆stot

t
⟩ = ⟨N+⟩ − ⟨N−⟩

t
ln
α

β

ͬ شود: م ثانیه t گذشت از پس شده تولید آنتروپی میانگین پس

Σt = Σ× t = (⟨N+⟩ − ⟨N−⟩) ln α
β
.

نقطۀ در ذره میانگین طور به که t زمان گذشت از بعد اند. چͽونه چپ و راست قدم تعداد میانگین های ببینیم
⟨N+⟩ با ترتیب به را اینها است؟ رفته چپ به قدم چند و راست به قدم چند میانگین طور به دارد، قرار ⟨X⟩

داریم: دهیم. نشان ⟨N−⟩ و

⟨X⟩ = (α− β)t = ⟨N+⟩ − ⟨N−⟩ → ⟨N+⟩ = αt, ⟨N−⟩ = βt,

ͬ شود: م ثانیه t از پس شده تولید آنتروپی میانگین بالا، روابط ترکیب با

Σt = (α− β) ln
α

β
× t. (۶۰)

است: برقرار α > β > 0 برای زیر نامساوی که ͬ شود م دیده ۶۰ و ۵۹ روابط ترکیب با

Var(X)

⟨X⟩2
≥ 2

Σt

, (۶۱)

باشد، زیاد دلخواه طور به ͬ تواند نم غیرتعادلͬ جریان ͷی دقت که ͬ کند م بیان ͬͺترمودینامی عدم قطعیت رابطۀ
چپ، سمت است. مهم بسیار نابرابری این ͬͺفیزی مفهوم کند. تولید آنتروپی کافͬ اندازەی به سیستم آن که مͽر
ͬ تر پیش بین قابل و دقیق تر جریان باشد، کوچͷ تر کمیت این هرچه ͬ دهد: م نشان را جریان نسبی افت وخیز
زیر بصورت ͬͺترمودینامی قطعیت عدم ͬ تر عموم صورت است. مرتبط آنتروپی تولید با راست سمت است.
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است:

Var(J)

⟨J⟩2
× Σt ≥ 2, (۶۲)

ͬͺترمودینامی هزینۀ باید ، بالا) کم(دقت نویز با جهت دار جریان ͷی داشتن برای که ͬ گوید م ‘TUR‘ بنابراین
نیست. ممͺن کافͬ اتلاف بدون بالا دقت دیͽر، بیان به شود. پرداخت

بدو⁃بچرخ مدل ۱۶

کوتاه حافظەی باکتری است. دار حافظه حرکت ͷی از ساده نمونەای باکتری های بدو⁃بچرخ حرکتͬ مدل
نظر در با البته بͽیرید. نظر در را بعدی ͷی خط روی باکتری حرکت دارد. خود حرکتͬ جهت حفظ در مدتͬ
حذف با ولͬ حافظەاند بدون و مارکفͬ تنهایی به کدام هر متغیر ها این جهت، و مͺانͬ آزادی درجات گرفتن

بͽیرید: نظر در زیر بصورت را حرکت معادله ͬ دهد. م نشان را خود حافظه جهتͬ درجە

ẋ = v0σ(τ)− µ∂xU +
√
2Dξ(τ), ⟨ξ(τ)ξ(τ ′)⟩ = δ(τ − τ ′),

۲ از کدام هر لحظه هر در اینکه احتمال که است حالته دو پیوستەی زمان مارکوف فرآیند ͷی σ(τ) آن در که
ͬ کنند: م صدق زیر روابط در و داده نشان P± با را باشد داشته را ±1 مقدار

Ṗ± = −αP± + αP∓,

داد: نشان ͬ توان م
σ(τ) = ±1, ⟨σ(τ)σ(0)⟩ = e−2α|τ |

زمان همبستگͬ خود وجود ͬ باشد. م حالت ها از کدام هر در توقف میانگین زمان τr = 1/α که شود توجه
بصورت همبستگͬ خود تابع بودن، دار حافظه برای معمولا نیست. بودن دار حافظه معنͬ به σ(τ) متغیر در

ͬ کند. م افت نمایی نه توانͬ
است: زیر بصورت بدو⁃بچرخ باکتری حرکت بیان برای دیͽر راه ͷی

∂τP
±(x, τ) = −αP±(x, τ) + αP∓(x, τ)∓ v0∂xP

±(x, τ) +D∂2xP
±(x, τ),

حذف را جهت آزادی درجەی کنیم سعͬ اگر کجاست؟ حافظه پس حافظەاند. بدون و مارکوفͬ معادلات این
که دید خواهید بسادگͬ و داریم سروکار P (x, τ) = P+ + P− احتمال با کنیم، فکر مͺان به فقط و کرده

شد. خواهند مارکوفͬ غیر مربوطه معادلات
با باکتری حرکتͬ مسیر که شد معلوم است. آنتروپی تولید نرخ محاسبەی که اصلͬ موضوع به گردیم باز

ͬ شود: م مشخص زیر بصورت σ(τ) و x(τ) متغیر دو همزمان کردن مشخص

Γ(τ) = {x(τ), σ(τ)}, τ = 0 · · · t
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مͺان مورد در است. حرکت مسیر های به زمان وارونͬ تبدیل اعمال آنتروپی، محاسبەی در مهم موضوع ͷی
است: مشخص موضوع

x(τ) → x(t− τ),

که ͬͺوپیͺروسͺمی درک با که است موضوعͬ زمان، وارونͬ تبدیل تحت مͺان برای زوج پاریتەی کنید توجه
مورد در نیست. پاریته کننده مشخص تنهایی، به حرکت معادلەی نوشتن ͬ آید. م داریم مͺان برای پیش از
دو هر کلͬ حالت در باشد. چه گیری جهت از انتظارمان اینکه به دارد بستگͬ این است؟ چطور گیری جهت

گرفت: نظر در ͬ توان م را فرد و زوج پاریتەی حالت

σ(τ) → ± σ(t− τ).

خواهد فرد پاریته بدهد، را جهت آن علامت که بدانیم سرعت جنس از متغیری مانند را جهت گیری اگر مثلا
پاریته بدانیم تاژک هایش جهت گیری از ناشͬ باکتری قطبش یا جهت گیری ͷی بصورت آن به اگر ولͬ بود.
خواهد همراه صفر آنروپی نرخ متوسط با باکتری، برای شده مطرح مدل در منفͬ پاریتەی داشت. خواهد مثبت

شد. خواهد همراه صفر غیر نرخ میانگین با منفͬ پاریته ولͬ بود

⟨ṡtot⟩ = kB lim
t→∞

1

t
⟨ln Pf [Γ|Γ0]

Pr[Γ̄|Γ̄0]
⟩ = kB lim

t→∞

1

t
⟨ln Pf [x(τ), σ(τ)|x0, σ0]

Pr[x(t− τ),±σ(t− τ)|xt,±σt]
⟩

گرفتەایم. نظر در را جهت گیری متغیر برای فرد و زوج پاریته حالت دو هر بالا رابطەی در

Pf [x(τ), σ(τ)|x0, σ0] = P [x(τ)|σ(τ), x0]× P [σ(τ)|σ0]

Pf [x(τ)|σ(τ), x0] ∼ e−
1

4D

∫ t
0 dτ{(ẋ−v0σ(t)+µκx)2−2µD∇2U}

Pf [σ(τ)|σ0] = Pr[σ(t− τ)| ± σ0]

هامیلتونͬ رهیافت تصادفͬ: ͷترمودینامی ۱۷

قوانین ͬ توان م نیز هامیلتونͬ رهیافت با و نیست مارکوفͬ سامانەهای مختص تصادفͬ ͷترمودینامی اصول
در مسیر ها برگشت پذیر تحول به و سامانه بودن ͷکوچ به رهیافت این آورد دست به را تصادفͬ ͷترمودینامی
را انتگرالͬ افت وخیز قضیۀ ͬ توان م چͽونه ͬ دهیم م نشان فشرده خیلͬ بصورت اینجا است. استوار فاز فضای
بررسͬ برای آورد. دست به فاز فضای در مسیر ها مارکوفͬ) (غیر هامیلتونͬ تحول و ͷوپیͺروسͺمی نگاه با
ͷی بەصورت هم، کنار در را B گرمایی حمام و S ͷوپیͺمزوس سیستم توصیف، این میͺروسͺوپی بنیان

با را کل فاز فضای نقاط ͬ گیریم. م نظر در بسته همیلتونͬ سیستم

z = (zS, zB), zS = (qS, pS), zB = (qB, pB)
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بەصورت است، وابسته λ(t) زمان به وابسته کنترل̞ͬ پارامتر به که کل، همیلتونͬ ͬ دهیم. م نشان

H(z, λ) = HS(zS, λ) +HB(zB) + Vint(zS, zB)

از عبارت اند سیستم کل برای همیلتون معادلات ͬ شود. م نوشته

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
.

ͬ شود: م ناشͬ کنترل پارامتر به آن صریح وابستگͬ از فقط کل همیلتونͬ زمانͬ تغییر ازاین رو،

dH

dτ
=
∂H

∂λ
λ̇.

مسیر ͷی روی سامانه حرکت آن، با متناظر و کنترلͬ پارامتر تغییر با است متناظر ͬͺترمودینامی فرآیند ͷی
چنین را Γ میͺروسͺوپی مسیر ͷی طول در حمام و سیستم مجموعۀ کل روی انجام شده کارِ میͺروسͺوپی.

ͬ کنیم: م تعریف

W [Γ] =

∫ t

0

λ̇(τ)
∂H(z(τ), λ(τ))

∂λ
dτ = H(z(t), λ(t))−H(z(0), λ(0)).

با است برابر فرآیند این در گرمایی حمام انرژی تغییر

∆HB = HB(zB(t))−HB(zB(0)).

با را سیستم از حمام به شده داده گرمای اینجا، در

Q[Γ] ≡ ∆HB = −(HB(zB(0))−HB(zB(τ)))

پس ͬ گیریم؛ م US = HS(zS, λ) را سیستم انرژی ͬ کنیم. م تعریف

∆US = HS(zS(t), λ(t))−HS(zS(0), λ(0)).

شده منظور سیستم انرژی تعریف در انرژی این یا باشد، ناچیز مسیر انتهای دو بین برهم کنش انرژی تغییر اگر
شͺل به سیستم برای اول قانون باشد،

∆US = W −Q

انرژی موازنۀ در نیز آن تغییر باید مستقل، جملەای بەعنوان برهم کنش انرژی نگەداشتن صورت در ͬ آید. درم
است. شده نوشته سادەشده قرارداد این با بالا رابطۀ بنابراین شود؛ لحاظ

۷۰



لیوویل قضیۀ و زمانͬ وارونͬ فاز، فضای مسیرهای ۱ .۱۷

فاز فضای در یͺتا میͺروسͺوپی مسیر ͷی همیلتون معادلات ،λ(τ) پروتکل و z(0) اولیه شرایط تعیین با
ͬ کنند: م تعیین

Γ = {z(τ) : 0 ≤ τ ≤ t}, z(τ) = Φτ (z(0)).

است؛ کل فاز فضای در منحنͬ ͷی بەمعنای مسیر است. هامیلتونͬ جریان با متناظر نگاشت Φτ این جا در
بەتنهایی کلͬ، حالت در و، ͬ آید م دست به zS مختصات بر منحنͬ این تصویرکردن با کاهش یافته سیستم̧ مسیر

ͬ دهد. نم تشͺیل حمام از مستقل و قطعͬ ͷدینامی ͷی
معادل، بەطور ͬ کند. م حفظ را فاز فضای حجم همیلتونͬ جریان ͬ گوید م لیوویل قضیۀ

det

(
∂z(t)

∂z(0)

)
= 1, dz(0) = dz(t).

ͬ کند: م پیروی لیوویل معادلۀ از مسیر امتداد در ρ(z, τ ) فاز چͽالͬ همچنین

∂ρ

∂τ
+ {ρ,H} = 0,

را زمان وارونͬ عملͽر زمان، وارونͬ تحت ناوردا همیلتون̞ͬ ͷی برای است. پواسون کروشۀ {·, ·} آن در که
بەصورت

R(q, p) = (q,−p)

است برابر زمانͬ معکوس پروتکل ͬ شوند. م معکوس تکانەها و ثابت مͺانͬ مختصات یعنͬ ͬ کنیم؛ م تعریف
با

λ̄(τ) = λ(t− τ).

اولیۀ شرط با
z̄(0) = Rz(t)

ͬ کند: م بازتولید عکس جهت در را رفت مسیر حرکت

z̄(τ) = Rz(t− τ).

ͬ کند. م فراهم را معکوس مسیر و رفت مسیر وزن مقایسۀ امͺان یادشده، فرض های تحت تقارن، این

انتگرالͬ افت وخیز قضیۀ و آنتروپی تولید ۲ .۱۷

دارد: قرار T دمای با تعادل در حمام و نامرتبط اند حمام و سیستم فرایند، آغاز در ͬ کنیم م فرض

P (z(0)) = P0(zS(0))PB(zB(0)), PB(zB) =
1

ZB

e−βHB(zB), β =
1

kBT
.
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با را سیستم تصادفͬ آنتروپی مسیر، هر برای است. سیستم اولیۀ توزیع p0 تابع

sS(zS, τ) = −kB lnPτ (zS)

نتیجه، در ͬ کنیم. م تعریف

∆sS = −kB ln
Pτ (zS(t))

P0(zS(0))
.

با است برابر گرمایی تعادل تقریب در حمام آنتروپی تغییر ،Q = ∆HB قرارداد با

∆sB =
∆HB

T
=
Q

T
.

بەصورت مسیر کل آنتروپی تولید بنابراین،

∆stot = ∆sS +∆sB = −kB ln
Pτ (zS(t))

P0(zS(0))
+ kBβQ

داریم رابطه این از ͬ شود. م تعریف

e−∆stot/kB =
Pτ (zS(t))

P0(zS(0))
e−βQ.

ͬ کنیم: م محاسبه توزیع شده اولیۀ شرایط روی را نمایی میانگین اکنون

〈
e−∆stot/kB

〉
=

∫
dz(0)P0(zS(0))PB(zB(0))

Pt(zS(t))

P0(zS(0))
e−βQ

=

∫
dz(0)Pt(zS(t))PB(zB(0))e

−βQ.

داریم گرما تعریف از
Q = −(HB(zB(0))−HB(zB(t))),

حمام، کاننͬ توزیع از استفاده با نتیجه، در و

PB(zB(0))e
−βQ =

e−βHB(zB(0))

ZB

eβ[HB(zB(0))−HB(zB(t))]

=
e−βHB(zB(t))

ZB

= PB(zB(t)).

〉پس
e−∆stot/kB

〉
=

∫
dz(0)Pt(zS(t))PB(zB(t)).
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لیوویل، قضیۀ بەکارگیری و z(t) به z(0) از متغیر تغییر با

〈
e−∆stot/kB

〉
=

∫
dzS(t) dzB(t)Pτ (zS(t))PB(zB(t)) = 1,

بنابراین، نرمالیزەاند. توزیع دو هر زیرا

〈
e−∆stot/kB

〉
= 1

که ͬ دهد م نتیجه جنسن نامساوی و
⟨∆stot⟩ ≥ 0.

مشخص شده اولیۀ فرض و توزیع ها، نرمال بودن و اندازەگیری پذیری کل، همیلتونͬ ͷدینامی بر استدلال این
که شود توجه نهایت در نیست. نیاز ͷدینامی ͬ بودن مارکوف فرض به آن برای نتیجه، در دارد؛ تکیه حمام برای
ͷوپیͺمزوس سامانەهای برای فقط زیرا نیست اطلاعاتͬ حاوی بزرگ سامانەهای برای انتگرالͬ افت وخیز قضیۀ

ͬ دهد. م عددی نظر از ملاحظەای قابل اطلاعات قضیه این است، kB حد در آنها آنتروپی که
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ضمیمەها ۱۸

گسسته فوریه تبدیل ۱ .۱۸

گسسته دادۀ N کنید فرض داریم. سروکار گسسته زمانͬ سری های با همواره ما عمل، در

{xn, n = −N
2
, · · · , N

2
}

گسستۀ زمان های در که داریم

{tn = n×∆t, n = −N
2
, · · · , N

2
}

ͬ ماند. م باقͬ مرکز در زمان مبدأ ،n اندیس برای متقارن انتخاب این در که باشید داشته توجه شدەاند. ثبت
بەصورت گسسته فرکانس های و گسسته فوریه متغیر های مجموعۀ

{x̃n, n = −N
2
, · · · , N

2
}

و
{ωn = n×∆ω, n = −N

2
, · · · , N

2
}

یͺدیͽر به زیر روابط طریق از آن ها فوریه تبدیل و xi متغیرهای ͬ شوند. م تعریف ∆ω = 2π/(N∆t) با
هستند: مرتبط

xn =

N
2∑

m=−N
2

x̃me
−2πimn

N , x̃n =
1

N

N
2∑

m=−N
2

xme
2πimn

N (۶۳)

∆ω
∑

m با را
∫
dω و ∆t

∑
m با را

∫
dt که هنگامͬ گسسته، فوریه تبدیل از تعریف این که کنید دقت

است. سازگار خود پیوستۀ معادل با کنیم، جایͽزین
فرکانس نصف معادل که است ωⅿax = N

2
∆ω = π

∆t
با برابر فرکانس بیشینۀ که است این دیͽر نکتۀ

رابطۀ ،(xm ∈ R) هستند حقیقͬ اعداد که دادەها از مجموعەای برای همچنین ͬ باشد. م نمونەبرداری۵
هستند حقیقͬ اعداد که مجموعه ͷی فوریۀ مؤلفەهای که ͬ دهد م نشان امر این است. برقرار x̃m = x̃∗−m

بیان دوم نیمۀ مؤلفەهای برحسب ͬ توان م را اول نیمۀ مؤلفەهای بەطوری که نیستند؛ یͺدیͽر از مستقل کاملا́
از غیر نقطەای در زمان مبدأ تعیین یا اندیس برای انتخاب شده نمایش̞ از صرف نظر نهایی، نتیجۀ این کرد.

ͬ ماند. م باقͬ معتبر وسط،
هنگام آوردەایم، دست به توان۶ طیف برای که پیوستەای رابطۀ چͽونه که است سودمند موضوع این بررسͬ

5Sampling Frequency
6Power Spectrum
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ͬ شود: م بیان زیر صورت به رابطه این است. اعمال قابل گسسته دادۀ مجموعه ͷی با مواجهه

⟨x̃(ω)x̃(ω′)⟩ = P(ω)(2π)δ(ω + ω′) (۶۴)

کنیم: بازنویسͬ زیر بەصورت بەسادگͬ را معادله این ͬ توانیم م ما

⟨x̃mx̃n⟩ = P(ωm)(2π)
δn,−m

2π/T
−→ P(ωm) =

1

T
⟨|x̃m|2⟩ (۶۵)

است. T = N∆t آن در که

انتگرال ها برخͬ محاسبۀ ۲ .۱۸

بͽیرید: نظر در را زیر انتگرال

I1 =

∫ ∞

−∞
dω

1

ω − iω0

صفحۀ در مختلط متغیر ͷی ω = z متغیر کنید فرض ͬ گیریم. م ͷکم مختلط توابع از انتگرال محاسبۀ برای
حقیقͬ محور روی است قرار انتگرال است. شده داده نشان هم چپ) (قسمت شͺل در که است مختلط
c−∞ نیم دایرۀ و حقیقͬ محور از متشͺل بستۀ مسیر دارد. قطب ͷی z = iω0 نقطۀ در انتگرال ده شود. گرفته
بسته مسیر آن روی انتگرالش پس ندارد، قطبی مسیر این درون انتگرال ده اینکه به توجه با بͽیرید. نظر در را

است. شده داده نشان مختلط صفحۀ در انتگرال گیری برای استفاده مورد مسیرهای :۱۱ شͺل

نیم دایرۀ این روی ͬ شود. م داده c−∞ روی انتگرال منفͬ با حقیقͬ محور روی انتگرال نتیجه در است. صفر
نتیجه: در .r → ∞ که dz = idθz و z = reiθ داریم بی نهایت

I1 = −
∫
c−∞

dz

z − iω0

= −
∫ π

2π

(idθ) = πi.

مشابه: روش به

I2 =

∫ ∞

−∞
dω

1

ω + iω0

= −πi.
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بͽیرید: نظر در را زیر انتگرال اکنون

I3 =

∫ ∞

−∞

dω

2π

e−iωt

ω − iω0

همͽرا صفر به e−∞×t بەصورت انتگرال ده c−∞ نیم دایرۀ روی صورت این در .t > 0 کنید فرض ابتدا
با ͬ دهیم. م گسترش c−∞ نیم دایرۀ و حقیقͬ محور از متشͺل بستەای مسیر به را فوق انتگرال اکنون ͬ شود. م
شدن صفر به توجه با که کنید توجه ͬ شود. م صفر جوابش نداریم، مسیر این درون قطبی هیچ اینکه به توجه

نهایت در ͬ شود. م صفر مسیر آن روی هم انتگرال پس ،c−∞ روی انتگرال ده

I3 = 0, t > 0.

حال ͬ شود. م صفر e−∞×|t| بەصورت c+∞ مسیر روی انتگرال ده صورت این در .t < 0 کنید فرض حال
سهمͬ نیم دایره روی انتگرال ده چون بͽیرید. نظر در را c+∞ نیم دایرۀ و حقیقͬ محور از متشͺل بستەای مسیر

است: برابر بسته مسیر روی انتگرال با ما نظر مورد انتگرال مقدار پس ندارد،

I3 =

∫ ∞

−∞
+

∫
c+∞

= 2πiResz=iω0 = ie−ω0|t|, t < 0.

نتیجه در

I3 =

ie−ω0|t|, t < 0,

0, t > 0.

نمایش به صورت این در بͽیریم. را ϵ→ 0 حد و ω0 = ϵ دهیم قرار ͬ توانیم م اخیر نتیجۀ از استفاده با اکنون
ͬ رسیم: م زیر بەصورت پله تابع انتگرالͬ

Θ(t) = lim
ϵ→0

∫ ∞

−∞

dω

2πi

eiωt

ω − iϵ
=

1, t > 0

0, t < 0.

است: مفید معمولا˟ هم زیر اتحاد

lim
ϵ→0

1

ω − iϵ
= PV 1

ω
+ iπδ(ω),

آن در که

PV
∫
dω

1

ω
:=

(∫ −ϵ

−∞
+

∫ ∞

ϵ

)
dω

1

ω
.

انتگرال اکنون بͽیرید. نظر در را ندارد قطبی بالایی نیم صفحۀ در که f(z) مختلط تابع بالا اتحاد تحقیق برای
شود صفر باید انتگرال این جواب بͽیرید. نظر در را وسط) (قسمت شͺل در مشخص شده بستۀ مسیر روی
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نداریم. قطبی هیچ بسته مسیر درون چون

lim
ϵ→0

∮
f(z)

z − iϵ
= 0

دیͽر طرف از

lim
ϵ→0

∮
f(z)

z − iϵ
=

∫
c∞

+

∫ ∞

−∞
.

روی انتگرال ͬ ماند م پس ͬ رسد. م صفر به c∞ مسیر روی انتگرال نشود، واگرا بی نهایت در f(z) تابع اگر
ͬ کنیم: م ͷتفکی زیر بەصورت را آن که حقیقͬ ∫محور ∞

−∞
dω
f(ω)

ω
= PV

∫
dω
f(ω)

ω
+

∫
c0

dz
f(z)

z
.

آید: دست به تا ͬ شود م گرفته سهولت به c0 ͷکوچ بی نهایت نیم دایرۀ روی انتگرال

PV
∫
dω
f(ω)

ω
= −

∫
c0

dz
f(z)

z
= πif(0).

علّͬ تابع فوریۀ تبدیل ۳ .۱۸

ͷی حاصل ضرب از که تابعͬ هر باشد. صفر t < 0 برای مقدارش هرگاه ͬ گوییم م علّͬ را χ(t) حقیقͬ تابع
تعریف با فوریه تبدیل کنیم، فراموش را بودن علّͬ اگر است. علّͬ باشد، شده درست پله تابع و دلخواه تابع

ͬ شود: م بیان زیر متداول

χ̃(ω) =

∫ ∞

−∞
dtχ(t)eiωt, ω ∈ R.

در مشͺلͬ ͬ رسد م نظر به صورت این در ͬ کند. م مثبت زمان های به محدود را انتگرال علّیت شرط اعمال
را مشͺل این چطور که ͬ کنیم م بررسͬ باشد. داشته وجود χ̃(ω) =

∫∞
0
dtχ(t)eiωt انتگرال همͽرایی

قسمت های علّیت اصل اعمال با که ͬ دهیم م نشان فراتر آن از کرد. استفاده فوریه تبدیل از و زد دور ͬ توان م
ͬ شوند. م مربوط هم به انتگرالͬ بەصورت χ̃(ω) تابع موهومͬ و حقیقͬ

بالایی نیم صفحۀ در باشد. ω حقیقͬ فرکانس همان آن حقیقͬ محور که بͽیرید نظر در را مختلط صفحۀ
χ̃(z) تابع و ͬ دهیم م گسترش مختلط صفحۀ این به را χ̃(ω) تابع .y > 0 آن در که z = ω + iy داریم
است. تحلیلͬ بالایی نیم صفحۀ در χ̃(z) آنگاه نباشد، واگرا t → ∞ در χ(t) کنیم فرض اگر ͬ سازیم. م را
e−yt عامل مختلط، صفحۀ به گسترش این در که کنیم توجه است کافͬ است؛ ساده موضوع این مشاهدۀ
حل ترفند همین با نیز فوریه تبدیل واگرایی موضوع ͬ کند. م همͽرا راحت تر را انتگرال عملا́ y > 0 برای
به را χ̃(z) و بسازیم z = ω + iy مختلط متغیر برای را فوریه تبدیل ͬ توانیم م ابتدا واقع در ͬ شود. م
تابع حدی فرآیند ͷی بەصورت تا ͬ بریم م صفر به را مختلط متغیر موهومͬ قسمت ادامه در آوریم. دست

داریم: خلاصه بەصورت شود. ساخته χ̃(ω) = limy→0+ χ̃(z = ω + iy)

χ̃(ω) = lim
y→o+

∫ ∞

0

dtχ(t)eiωte−yt.
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انتگرال آن روی χ̃(ω)
ω−ω′ تابع از و بͽیرید نظر در را راست) (قسمت شͺل در مشخص شده بستۀ مسیر اکنون

پس: ͬ شود، م صفر جوابش نیست آن درون قطبی چون ͬ گیریم. ∮م
dz

χ̃(z)

z − ω′ =

(∫
c∞

+PV
∫

+

∫
c0

)
(· · · ) = 0,

پس

PV
∫
dω

χ̃(ω)

ω − ω′ = −
∫
c0

dz
χ̃(z)

z − ω′ = πiχ̃(ω′)

ͬ نویسند: م زیر بەصورت را نهایی رابطۀ معمولا˟

χ̃(ω′) =
1

πi
PV

∫
dω

χ̃(ω)

ω − ω′ .

قرار اخیر رابطۀ در و کرده ͷتفکی χ̃ = χ̃′ + iχ̃′′ بەصورت را χ̃ تابع موهومͬ و حقیقͬ قسمت های اگر
ͬ رسیم: م ͹کرونی کرامرز روابط به دهیم،

χ̃′(ω) = PV
∫
dω′

π

χ̃′′(ω′)

ω′ − ω
, χ̃′′(ω) = −PV

∫
dω′

π

χ̃′(ω′)

ω′ − ω
.

بنویسیم: آن موهومͬ قسمت برحسب ͬ توانیم م را پاسخ تابع که ͬ دهیم م نشان اکنون

χ̃(ω) = χ̃′(ω) + iχ̃′′(ω) =
1

π
PV

∫
dω′ χ̃

′′(ω′)

ω′ − ω
+ i

∫
dω′δ(ω′ − ω)χ̃′′(ω′)

=
1

π

∫
dω′

(
PV 1

ω′ − ω
+ iπδ(ω′ − ω)

)
χ̃′′(ω′) = lim

ϵ→0

∫
dω′

π

χ̃′′(ω′)

ω′ − ω − iϵ
.(۶۶)

داریم: نهایت در

χ̃(ω) = lim
ϵ→0

∫
dω′

π

χ̃′′(ω′)

ω′ − ω − iϵ
.

کنیم. بازسازی آن حقیقͬ قسمت دانستن با را پاسخ تابع کامل رفتار ͬ توانیم م مشابه روش به
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