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١٣٩٣ آبان ٢٧

کنیم: حل را زیر تصادفͬ دیفرانسیل معادله ی ͬ خواهیم م

d

du
S(u) = f(S(u)) + η(u), S(u = ٠) = S٠,

⟨η(u)⟩ = ٠, ⟨η(u)η(u′)⟩ = ٢Dδ(u− u′).

(١آ)

(١ب)

تایع و صفر تصادفͬ تابع این متوسط است. شده داده آماری مشخصات با سفید نویز η(u) و دلخواه تابع ͷی f(S) آن در که
دارند، یͺسان سهمͬ تصادفͬ تابع در فرکانسͬ مدهای تمام فوریه، فضای در ͬ شود. م داده دیرک دلتای تابع با آن همبستگͬ
یͺتا جواب ͷی دارای S(٠) = S٠ اولیه ی شرط با بالا دیفرانسیل معادله ی حل ͬ شود. م گفته سفید نویز آن به سبب همین به

است.
قدم ͷی در متغیرها تغییرات برای تحلیلͬ رابطه ی ͷی آوردن دست به دیفرانسیلͬ، معادله ی هر عددی حل در اول قدم
معادله ی طرفین از منظور این برای ͬ شود. م گفته دیفرانسیل معادله ی سازی گسسته عمل این به است. ͷکوچ بی نهایت

ͬ گیریم: م انتگرال u = ∆u تا u = ٠ بالا، از

∫ ∆u

٠

d

du′S(u
′)du′ =

∫ ∆u

٠
(f(S(u′)) + η(u′)) du′,

ͬ دهد: م را S(u) نمو بالا رابطه ی چپ سمت
S(∆u)− S٠,

u′ = ٠ حول و u′ حسب بر را انتگرال ده پس است ͷکوچ ∆u چون منظور این برای دارد. لازم محاسبه اندکͬ راست سمت
ͬ دهیم: م بسط

f(S(u′)) = f(S٠ + S′
٠u

′ +O(u′)٢) = f٠ + S′
٠f

′
٠u

′ +O (u′)٢,

داریم: آن از انتگرال گیری با .f ′
٠ = d

duf(u = ٠) و S′
٠ = d

duS(u = ٠) آن در که

∫ ∆u

٠
f(S(u′))du′ = f٠∆u+

(∆u)٢

٢ f٠f
′
٠ +O(u′)٣,

ͬ شود: م نوشته زیر صورت به معمولا˟ که
∫ ∆u

٠
f(S(u′))du′ =

١
٢∆u[f٠ + f(∆uf٠)] +O(u′)٣,

١



٢

ͬ دهیم: م قرار نویز، از انتگرال گیری ∫برای ∆u

٠
η(u′)du′ = Γ∆u′ ,

که: داد نشان ͬ توان م سهولت به نویز، آماری مشخصات از استفاده با

⟨Γ∆u⟩ = ٠,

با: ͬ شود م برابر تصادفͬ متغیر این واریانس دیͽر،  طرف از

⟨Γ٢
∆u⟩ =

∫ ∆u

٠
du′

∫ ∆u

٠
du′′⟨η(u′)η(u′′)⟩ = ٢D∆u.

ͬ دهیم: م انجام زیر صورت به متغیری تغییری اکنون

γ =
Γ∆u√
٢D∆u

,

است. ͷی با برابر آن واریانس و صفر آن متوسط که است تصادفͬ عدد ͷی ،γ جدید تصادفͬ متغیر که ͬ بینیم م سهولت به
با: ͬ شود م برابر ͷکوچ بی نهایت تغییر ∆u حسب بر اول مرتبه ی جملات داشتن نگاه و اخیر نتایج ترکیب با

S(∆u) = S٠ +∆uf٠ +
√

٢D∆u× γ. (٢)

است. تصادفͬ معادلات برای اویلر سازی گسسته اساس رابطه ، این
مرتبه ی رانج‐کوتای روش به که تقریب این دهیم. ادامه ∆u دوم مرتبه ی تا را محاسبات ͬ توانیم م دقت، بردن بالا برای

:[١] ͬ انجامد م زیر نموی معادله ی به است معروف دو

S(∆u) = S(٠) + ١
٢∆u[f(٠) + f(∆uf(٠) +

√
٢D∆u× γ)] +

√
٢D∆u× γ, (٣)

:ͷی واریانس و صفر متوسط با است تصادفͬ اعداد از مجموعه ای γ آن در که

⟨γ⟩ = ٠, ⟨γ٢⟩ = ١. (۴)

است: شده گردآوری زیر مستطیل در است لازم ١ معادله ی حل برای اویلر روش در آنچه تمام خلاصه، طور به

S(∆u) = S٠ +∆uf٠ +
√

٢D∆u× γ,

⟨γ⟩ = ٠, ⟨γ٢⟩ = ١. (۵آ)

صحت (∆u)٢ تقریب تا که دو مرتبه ی رانج ‐کوتای روش جزییات است. ∆u ͷکوچ عدد اول مرتبه ی تا اویلر روش دقت
است: زیر به صورت دارد

S(∆u) = S٠ +
١
٢∆u[f٠ + f(∆uf٠ +

√
٢D∆u× γ)] +

√
٢D∆u× γ,

⟨γ⟩ = ٠, ⟨γ٢⟩ = ١. (۶آ)



٣

لانژون معادله ی
به فنری به که a شعاع و m جرم به کننده افت وخیز کروی شͺل ذره ی ͷی حرکت معادله ی ͬ خواهیم م مثال ͷی عنوان به
است. ξ با برابر آن در اصطͺاک ضریب که ͬ کند م حرکت وشͺسان شاره ای در ذره این کنیم. بررسͬ را است متصل k قدرت

ͬ شود: م نوشته زیر صورت به که است معروف لانژون معادله ی به ذره این حرکت معادله ی

mẍ(t) + ξẋ(t) + kx(t) = w(t), (٧)

صفر متوسط دارای تصادفͬ نیروی این است. شاره مولͺول های تصادفͬ برخورد های از ناشͬ تصادفͬ نیروی w(t) آن در که
است: زیر صورت به همبستگͬ و

⟨w(t)⟩ = ٠, ⟨w(t)w(t′)⟩ = ٢kBTξδ(t− t′), (٨)

است. محیط گرمایی افت وخیزهای متوسط انرژی kBT آن در که
که ͬ گیرد م صورت این برای سازی بعد بدون که کنید دقت کنیم. بعد بدون را آن باید معادله، این عددی حل از پیش
بعد بدون برای ͬ شناسد. م را عددی ریاضͬ متغیر های تنها کامپیوتر شوند. تبدیل ریاضͬ متغیر های به ͷفیزی کمیت های
مساله ی در ͬ سنجیم. م آنها به نسبت را زمان ها و طول ها تمامͬ مشخصه، زمان ͷی و طول ͷی تشخیص با ابتدا سازی،
صورت به ترکیبی که کنید دقت آن بر علاوه ͬ کنیم. م استفاده مشخصه طول عنوان به شͺل کروی گلوله ی شعاع از حاضر

داریم: ͬ کنیم. م استفاده مشخصه زمان عنوان به τ از است. زمان بˀعد دارای τ = ξ
k

S :=
x

a
, u :=

t

τ
, (٩)

ͬ آید: م در زیر شͺل به لانژون معادله ی آنجا از و

ReS̈ + Ṡ + S = η(u)

شده اند: تعریف زیر صورت به بعد بدون عدد و شده جایͽزین η(u) =
√

τ
ξka٢ w(t) با تصادفͬ نیروی آن در که

Re =
m

ξτ
, (١٠)

است: زیر صورت به همبستگͬ و صفر متوسط دارای جدید تصادفͬ نیروی

⟨η(u)⟩ = ٠, ⟨η(u)η(u′)⟩ = ٢Dδ(u− u′), (١١)

است: زیر صورت به D ضریب آن در که
D =

kBT

ka٢ .

گسسته حل برای است. یͺتایی جواب دارای Ṡ(٠) = Ṡ٠ و S(٠) = S٠ برای شده داده اولیه ی مقادیر با لانژون معادله ی
عدد اول مرتبه ی تا شده گسسته معادلات اکنون ͬ کنیم. م تعریف را T (u) = Ṡ(u) ͬͺکم تابع ابتدا لانژون معادله ی سازی



۴ مراجع

ͬ شوند: م زیر صورت به  ∆u ͷکوچ

T (∆u) = T٠ +Re−١ (−T٠∆u− S٠∆u) +Re−٢√١D∆u× γ,

S(∆u) = S٠ + T٠∆u,

⟨γ⟩ = ٠, ⟨γ٢⟩ = ١. (١٢آ)

کنید؟ حل ∆u دو مرتبه ی تا را لانژون معادله ی ͬ توانید م آیا
بعد بدون از پس چرا است. شده تعریف سامانه دمای و فنر ثابت اصطͺاک، ضریب جرم، پارامتر، چهار با ظاهراً مسأله

ͬ شود؟ م مشخص D و Re بعد بدون عدد دو با تنها مسأله سازی،
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