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١٣٩٨ آبان ۴

سوال صورت  ١
کنیم: محاسبه را زیر صورت به گاوسͬ انتگرال های ͬ خواهیم م

I[f(x)] =
∫

D[ϕ(x)]e−
∫ L
−L

dx
∫ L
−L

dx′ϕ(x)K(x−x′)ϕ(x′)−
∫ L
−L

f(x)ϕ(x)dx

توابع است. ϕ(x) تابع ممͺن بندی های پیͺر تمامͬ روی انتگرال گیری باشد. ( L → ∞ ) بزرگ خیلͬ L است قرار آن در که
بسیار قسمت N به را x محور دهید اجازه انتگرال محاسبه ی برای هستند. حقیقͬ K(x − x′) دلخواه کرنل و f(x) و ϕ(x)

پیوسته ی تابع از ͬ شود م انتگرال گیری آن روی که آزادی درجات صورت این در Na = ٢L طوریͺه به کنیم تقسیم ͷکوچ
به تابعͬ انتگرال پس ͬ شود. م تبدیل i = ١, · · · , N + ١ با ϕi = ϕ(xi) انتگرال گیری متغیر N + ١ به ϕ(x) بعدی بی نهایت

ͬ شود: م محاسبه زیر ∫صورت
D[ϕ(x)] =

N+١∏
i=١

∫ ∞

−∞
dϕi.

انجام قابل سهولت به گیری انتگرال و شده جفت هم به متغیر ها و ͬ شود نم قطری انتگرال ده بالا، گسسته سازی با که ͬ بینید م
نیست.

فوریه تبدیل ٢

است: زیر صورت به دیرک دلتای تابع انتگرالͬ نمایش همراه به آن عکس و فوریه تبدیل تعریف

g(x) =

∫
dq

٢π e
iqxḡ(q), ḡ(q) =

∫
dxe−iqxg(x),

∫
dxeiqx = ٢πδ(q),

ḡ(q) = ḡ∗(−q) خاصیت دارای و مختلط حقیقͬ، توابع فوریه ی تبدیل که ͬ بینید م سهولت به ͬ کنیم،  م کار حقیقͬ توابع با چون
است.

پس شده گسسته x فضای چون دارد. فوریه تبدیل در تاثیری چه شد، گفته بالا در که گسسته سازی ببینیم دهید اجازه 
فوریه فضای در دلخواه تابع هر برای که ͬ بینیم م صورت این در شده اند. تعریف x = na گسسته نقاط روی در فقط توابع

که: کنید توجه تقارن، این اثبات برای است. برقرار ḡ(q) = ḡ(q + ٢π
a ) تقارن

ei
٢π
a x = ei

٢π
a na = e٢nπi = ١.

بردار  بͽیریم. نظر در −π/a < q < π/a ناحیه ی در را q کافیست تقارن این سبب به واقع در دارد، مهمͬ پیامد تقارن این
طرف از ندارند. جدیدی اطلاعات و ͬ شوند م تبدیل مجاز ناحیه ی موج های بردار به بالا تقارن با ناحیه این خارج موج های

١



٢ انتگرال پاسخ ٣

در شود. تقسیم مساوی قسمت N به باید هم فوریه  فضای پس بود شده  تقسیم مساوی قسمت N به مͺان فضای چون دیͽر
داریم. (٢π/٢L) متوالͬ فاصله ی با مجاز موج بردار تا N + ١ تعداد −π/a < q < π/a بازه  ی در نتیجه

توابع فوریه تبدیل چون که کنید توجه ͬ شوند. م جایͽزین ϕ̄i = ϕ̄(qi) با فوریه فضای در انتگرال گیری متغیر های پس
ϕ̄r(qi) صورت به موهومͬ و حقیقͬ قسمت های کردن جدا با دقیق تر را انتگرال گیری متغیر های باید دارد، هم موهومͬ قسمت
تا N + ١ مͺان فضای در قبلا که آزادی درجات ظاهرا موهومͬ، و حقیقͬ قسمت های احتساب با بͽیریم. نظر در ϕ̄i(qi) و
ϕ̄r(q) = ϕ̄r(−q) شد گفته قبلا که تقارنͬ خاطر به که کنید توجه نیست. درست البته این ͬ شود؟ م تا ٢(N +١) اکنون بودند،
ͬ شوند م شامل را مستقل آزادی درجات ،q > ٠ مثبت های q تنها مجاز، های q تمام بین در پس است، ϕ̄i(q) = −ϕ̄i(−q) و

ͬ شود: م زیر صورت به فوریه فضای در آزادی درجات تمامͬ روی انتگرال اکنون ͬ شود. م تا N + ١ همان هم چنان که

∫
D[ϕ(x)] =

N+١∏
i=١

∫ ∞

−∞
dϕi = J

∏
qi>٠

∫ ∞

−∞
dϕ̄r(qi)

∫ ∞

−∞
dϕ̄i(qi),

صورت به را فوریه تبدیل اگر است. ϕ(x) → ϕ̄(q) تبدیل یعنͬ فوریه فضای به مͺان فضای تبدیل ژاکوبین J آن در که
کنیم: بازنویسͬ زیر گسسته ی

ϕ(xµ) =
١

٢L

π/a∑
qν=−π/a

eiqνxµ
(
ϕ̄r(qν) + iϕ̄i(qν)

)
,

ͬ شود: م تبدیل ژاکوبین اکنون
J = Det[ ١

٢Leiµν
a
L ] = (

١
٢L )N+١.

کرد: استفاده ͬ توان م زیر اتحادهای از گسسته سازی برای بالا روابط در
∫

dq

٢π =
١

٢L

π/a∑
qν=−π/a

,

∫
dx = a

∑
xi

.

انتگرال پاسخ ٣

ͬ شود: م برده فوریه فضای به سهولت به انتگرال ده

H =

∫ L

−L

dx

∫ L

−L

dx′ϕ(x)K(x− x′)ϕ(x′) +

∫ L

−L

f(x)ϕ(x)dx =

∫ π/a

−π/a

dq

٢π
(
ϕ̄(q)ϕ̄∗(q)K(q) + ϕ̄(q)f̄∗(q)

)
ͬ شود: م محاسبه قابل زیر صورت به انتگرال موهومͬ،  و حقیقͬ قسمت های کردن جدا با صورت، این در

I = (
١

٢L )N+١
∏
qi>٠

∫ ∞

−∞
dϕ̄r(qi)e

− K̄
٢ ϕ̄٢

r(qi)−ϕ̄r(qi)f̄r

∫ ∞

−∞
dϕ̄i(qi)e

− K̄
٢ ϕ̄٢

i(qi)−ϕ̄i(qi)f̄i

= (
١

٢L )N+١
∏
qi>٠

٢π
K̄(q)

e
f̄(q)f̄∗(q)

٢K̄(q) = (
١

٢L )N+١
∏
qi

√
٢π
K̄(q)

e
f̄(q)f̄∗(q)

٢K̄(q)

فوریه و واقعͬ فضای در و است نمایش از مستقل دترمینان که کنید توجه ،∏qi
K̄(qi) = DetK̄ = DetK بالا: رابطه ی در

داریم: x فضای در پس دارد. مقدار ͷی

I ∼ ١√
DetK

e
١
٢
∫
dx

∫
dx′f(x)K−١(x−x′)f(x′).



٣ انتگرال پاسخ ٣

است: شده تعریف زیر صورت به وارون عملͽر آن در ∫که
dx′′K(x− x′′)K−١(x′′ − x′) = δ(x− x′).

:f = ٠ در دهید نشان ͬ توانید م راحتͬ به حال

⟨ϕ(x)ϕ(x′)⟩ =
∫
D[ϕ(x)]ϕ(x)ϕ(x′)e−H∫

D[ϕ(x)]e−H |f=٠ = K−١(x− x′).


