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سوال صورت  ١
را معادلات این داریم تمایل و دارد وجود کوچ پارامتر آنها در که داریم سرو کار دیفرانسیل معادلات با اغلب فیزی در
مرتبه ی بزرگترین آن در که جمله ای ضریب بصورت کوچ بسیار پارامتر این معادلات، برخ در کنیم. حل اختلال روش با

یرید: ب نظر در را زیر معادله ی مثلا م شود. ظاهر دارد، وجود مشتق

ϵf ′′(x) + f ′(x) + f(x) = ٠, f(٠) = ٠, f(١) = ١,

متداول روش های با را دیفرانسیل معادلات اینگونه که است این موضوع است. کوچ بسیار پارامتر ϵ ≪ ١ و x ∈ [٠,١] که
با که کنید توجه کافیست است. ساده ای کار ل مش این مشاهده ی کرد. حل نم توان ϵ توان های برحسب بسط با و اختلال
که م شود دیفرانسیل معادله ی عملا م آید، بدست ϵ → ٠ با که اختلال صفر مرتبه ی معادله ی متداول، روش های یری پی
سازگار مرزی شرط دو با نم تواند ، ی مرتبه ی معادله ی این جواب قاعدتا است. شده کم مرتبه ی آن دیفرانسیل مرتبه ی

باشد.
حرکت مطالعه ی و استوکس معادله ی حل شاره ها انی م در مثلا م آید. پیش فیزی از مختلف جاهای در بالا ل مش
حل و کوچ دبای طول حد در باردار سطوح کنار بار توزیع محاسبه ی تروکینتی ال در ،Re ≪ ١ حد در متحرک کره ی
آمده بوجود تکینگ  با آمدن کنار برای م کنیم. برخورد بالا ل مش به ℏ → ٠ کلاسی نیمه حد در شرودینگر معادله ی

م کنیم. اشاره  م شود تکینگ باعث مرزی لایه ي که مسائل به تنها نوشته این در دارد. وجود مختلف روش های

مرزی لایه ی ٢
وجود با متناظر ϵ → ٠ حد در دیفرانسیل معادله  جواب های که دارد ارتباط واقعیت این به بالا ل مش موارد از بسیاری در
عددی جواب  به مثلا است. تغییر تند تابع دیفرانسیل، معادله ی پاسخ نازک، لایه ی آن در که است نازک مرزی لایه ی ی
صورت این در است. مشاهده قابل وضوح به مرزی لایه ی در بودن تغییر تند کنید. نگاه ٢ ل ش در بالا دیفرانسیل معادله ی
در مرزی لایه ی که موضوع این کنیم. چشم پوش مرزی لایه ی آن در ϵf ′′(x) جمله ی از نم توانیم ،ϵ → ٠ گیری حد فرآیند در
چنین که م دانیم آن، به مربوط مرزی شرایط و بالا معادله ی مورد در است. بررس قابل موضوع است، مرز کدام نزدی
بدست را جواب ها ل ش م خواهیم مرزی، لایه ی این وجود فرض با نوشته این در دارد. قرار x = ٠ مرز نزدی مرزی لایه ی
است این روش است. شده داده توسعه بیشتر ران دی توسط و ارايه پرنتل توسط معادلات این بررس اولیه ی ایده های آوریم.
به مربوط مرزی شرط در کدام هر که یریم ب نظر در آن خارج ناحیه ی و مرزی لایه ی درون ناحیه ی برای مجانبی بسط دو که
در مناسبی بصورت مجانبی بسط دو که م شوند تعیین بصورت بسط دو این آزاد ضرایب نهایت در کنند. صدق ناحیه آن

باشند. داشته تلاق هم با ناحیه دو بین مرز

١



٢ مجانبی بسط های تلاق روش ٣

تابع سریع تغییرات به است. شده داده نشان مجانبی حل های همراه به بحث مورد دیفرانسیل معادله ی عددی حل :١ ل ش
کنید. توجه ٠ < x < ϵ مرزی ناحیه ی در

مجانبی بسط های تلاق روش ٣
است واضح م کنیم. شروع است ϵ با متناسب هم آن ضخامت و است x = ٠ مرز نزدی مرزی لایه ی که فرض ها این با
صورت این در است. یری پی قابل ϵ حسب بر بسط و اختلال متداول روش مرزی)، لایه ی (خارج خارج ناحیه ی در که
فقط که آوریم بدست دیفرانسیل معادله ی جواب های برای fout(x, ϵ) =

∑
n ϵ

nfn(x) بصورت مجانبی بسط ی م توانیم
و م گیریم نظر در ζ = x/ϵ بصورت متغییری تغییر ابتدا ، درون ناحیه ی برای است. x = ١ نقطه ی در مرزی شرط به مقید
عرض که است این متغیر تغییر این کار که کنید توجه م کنیم. بازنویس جدید متغیر این حسب بر را دیفرانسیل معادله ی
نظر در fin(ζ, ϵ) =

∑
n ϵ

ngn(ζ) درون بسط بصورت را اختلال روش مجددا اکنون م کند. بزرگنمایی را درون ناحیه ی
سازند. برآورده را x = ٠ مرزی شرط باید فقط درون جواب های م گیریم.

ناحیه ی جواب های واقع در باشند. داشته تلاق هم با نازک لایه ی لبه ی ناحیه  ی در باید آمده بدست مجانبی بسط دو
، تلاق این عمل اجرای برای باشند. داشته تلاق باید بزرگ های ζ در درون ناحیه ی جواب های با کوچ های x در خارج

نوع به متغیر این که است واضح است. ٠ < α < ١ آن در که م کنیم تعریف η = x/ϵα = ζϵ١−α بصورت جدیدی متغیر
این حسب بر را خارج و درون جواب دو هر اکنون است. ،ζ ، درون ناحیه ی متتغیر و ،x ، خارج ناحیه ی متغیر دو بین
مقایسه ی یعن ،ϵ → ٠ حد در جواب دو این مقایسه ی با م کنیم. مرتب ϵ توان های حسب بر و کرده نویس باز جدید متغیر
لازم روش این اجرای در آوریم. بدست را نامشخص ضرایب و کرده برقرار را تلاق م توانیم ϵ مختلف توان های ضرایب

باشیم. داشته نظر در را ١
٢ مثلا α برای تخمین عدد ی که است

اعمال با م کنند. صدق f ′
١ + f١ = −f ′′

٠ و f ′
٠ + f٠ = ٠ معادلات در f١ و f٠ یرید. ب نظر در را خارج ناحیه ی ابتدا

م آیند: بدست زیر جواب های f(١)١ = ٠ و f(١)٠ = ١ مرزی شرایط

f٠(x) = e١−x, f١(x) = (١− x)e١−x.

گرفته ایم. نظر در را اول جمله ی دو تنها سهولت برای
تابع دو اختلال بسط اعمال با م رسیم. f ′′(ζ) + f ′(ζ) + ϵf(ζ) = ٠ معادله ی به متغیر تغییر با ، درون ناحیه ی برای
جواب های م کنند. صدق g(٠)١ = ٠ و g(٠)٠ = ٠ مرزی شرایط با g′′١ +g′١ = −g٠ و g′′٠ +g′٠ = ٠ معادلات در g٢(ζ) و g١(ζ)

م شوند: زیر ل ش به مربوطه

g٠ = A(١− e−ζ), g١ = (A(١− ζ) +B)− (A(١+ ζ) +B)e−ζ ,



٣ مراجع

م کنیم: مرتب زیر بصورت را خارج ناحیه ی جواب های η متغیر از استفاده با

e١−ηϵα + ϵ(١− ηϵα)e١−ηϵα + · · · = e− ηeϵα + e
η٢

٢ ϵ٢α + · · ·

+ϵe− eηϵα+١ + e
η٢

٢ ϵ٢α+١ + · · ·

+O(ϵ٢). (١)

م نویسیم: زیر بصورت را درون ناحیه ی جواب های

A+ ϵ
(
A(١− ηϵα−١) +B

)
+ E + · · · = A+

+ϵ(A+B)− ηAϵα + · · ·
+O(ϵ٢). (٢)

،٢ و ١ مقایسه ی از است. E ∼ ٠ ، کوچ ϵ برای که م شود دیده α نوع مقدار به توجه با و است E ∼ e−ηϵα−١ آن در که
م آیند: بدست B = ٠ و A = e صورت به مشخص نا }ضرایب

fout = e١−x + ϵ(١− x)e١−x + · · ·
fin = e(١− e−

x
ϵ ) + eϵ

(
(١− x

ϵ )− (١+ x
ϵ )e

− x
ϵ

)
+ · · ·

خوب تطابق شده اند. رسم تلاق روش با آمده بدست مجانبی جواب های همراه به دیفرانسیل معادله ی عددی حل ل ش در
م شود. دیده خوبی به مجانبی جواب های با دقیق جواب 

داده توسعه مرزی، لایه ی ضخامت و ان م کردن مشخص برای مطمئن ریاض روش های که م شود اشاره نهایت در
بدانیم. را مرزی لایه ی ان م پیش از م توانیم فیزی شهود با عموما ، فیزی مسائل در است. شده

مراجع
[1] E. J. Hinch, Perturbation Methods, (Cambridge University Press, Cambridge, 1991).


